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OIELOUES   THÉORÈMES    DE    GÉOMÉTRIE    PROJECTIVE  '^ 
RELATIFS  A  DES  TRIANGLES  ET  A  DES  GOTIQUES; 

Pak  m.  Maurice  FOUCHÉ, 
Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


On  démontre,  en  Géomélrie  élémentaire,  un  assez 
grand  nombre  de  théorèmes  relatifs  à  des  droites  con- 
courantes, à  des  points  en  ligne  droite  sur  les  côtés 
d'un  triangle.  Les  cercles  circonscrits,  inscrits,  exins- 
crits, y  interviennent  souvent.  En  transformant  ces 
théorèmes  par  la  perspective,  on  en  obtient  de  plus 
généraux  où  les  cercles  sont  remplacés  par  des  coniques. 
Je  me  propose,  dans  ce  travail,  de  suivre  la  marche  in- 
verse. J'établirai  directement  les  théorèmes  les  plus 
généraux,  et  j'en  déduirai,  comme  cas  particuliers,  les 
propositions  classiques.  Les  propriétés  de  l'homogra- 
phie et  de  l'involution,  les  théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon,  seront  les  moyens  de  démonstration  em- 
ployés. 

Théorème  L  —  Pour  que  trois  droites  issues  des 
sommets  d'un  triangle  soient  concourantes,  il  faut 
et  il  suffit  que  ces  trois  droites  et  les  côtés  correspon- 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  IX.  (Janvier  1909.)  i 


(  o 

dants  du  triangle  déterminent  sur  une  droite  du 
plan  trois  couples  de  points  en  involution. 

Soient  {Jîg-    i)  le  triangle  ABC  dont  les  côtés  BC, 
CA,  AB   coupent   respectivement    la    droite    XY   aux 

Fig.   1. 


points  D,  E,  F,  et  les  trois  droites  concourantes  AI, 
BI,  Cl  qui  coupent  respectivement  XY  en  P,  Q,  R.  Je 
dis  que  les  six  points  D,  P;  E,  Q;  F,  R  forment  trois 
couples  appartenant  à  une  même  involution  sur  la 
droite  XY.  Considérons  en  effet  le  faisceau  des  coniques 
passant  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  I.  Les  couples 
de  droites  de  ce  faisceau  sont  :  i°  BC  et  AI;  2"  CA 
et  BI;  3"  AB,  CI,  lesquels  coupent  XY,  le  premier 
en  D  et  P,  le  second  en  E  et  R,  le  troisième  en  F  et  R. 
Donc  ces  trois  couples  de  points  font  partie  d'une  in- 
volution qui  admet  pour  points  doubles  les  points  de 
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contact  de  XY  avec  les  deux  coniques  du  faisceau  tan- 
gentes à  XY. 

On  peut  encore  dénxmtrei"  ce  théorème  en  laissant 
fixes  les  points  E,  F,  Q,  R,  A,  B  et  en  faisant  pivoter 
la  droite  BC  autour  du  point  B.  Le  point  C  est  mobile 
sur  AE.  On  construit  le  point  I  par  l'intersection  de  la 
droite  fixe  BQ  avec  la  droite  mobile  CR,  puis  le  point  P 
par  l'intersection  de  AI  avec  XY.  Alors  on  reconnaît 
que  D  et  P  sont  liés  homographiquement.  Si  l'on 
met  D  en  E,  C  vient  en  E,  I  en  Q  et  P  aussi  en  Q  ;  si 
l'on  met  D  en  Q,  C  et  I  se  confondent  à  l'intersection 
de  BQ  et  AE,  et  le  point  P  vient  en  E.  De  même,  si  D 
vient  en  F,  P  vient  en  R;  et  s'il  vient  en  R,  P  vient 
en  F.  Donc  l'homographie  est  une  involution  dont  E, 
Q  et  F,  R  sont  deux  couples.  c.  q.  f.  d. 

Réciproquement,  si  les  six  points  sont  en  involution, 
joignons  BQ  et  CR  qui  se  coupent  en  I,  puis  AI  qui 
coupe  XY  en  P'.  P'  sera  conjugué  à  D  d'après  la  propo- 
sition directe.  Donc  P'  coïncide  avec  P,  et  les  trois 
droites  sont  concourantes. 

Comme  exemple,  considérons  les  médianes  AM, 
BN,  CP  d'un  triangle  ABC.  Si  l'on  coupe  toute  la  figure 
par  une  parallèle  à  BC,  le  point  D  sera  rejeté  à  l'infini, 
et  l'on  verra  facilement  que  les  points  d'intersection 
avec  XYsont  svmétriques  par  rapport  au  point  d'intei"- 
seclioii  P  de  AM  avec  XY,  ce  qui  constitue  une  invo- 
lution dont  P  est  le  point  rentrai;  d'où  il  suit  que  les 
trois  médianes  sont  concourantes. 

Corollaires.  —  i*  Echangeons  les  points  D  et  P; 
|)Our  cela  joignons  PC  qui  coupe  AB  en  B'.  Les  trois 
droites  AU,  B'(^,  (>R  sont  conconrjintt's. 

2"  Si  l'on  |.rrM(l  pt.iir  XY  la  dioite  de  rinlim,  <>n 
obtient  la  proposition  suivante  : 
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Pour  que  trois  droites  issues  des  sommets  d'un 
triangle  soient  concourantes,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  directions  et  celles  des  côtés  correspondants  du 
triangle  soient  respectivement  conjuguées  par  rap- 
port à  une  conique. 

Si  cette  conique  est  un  cercle,  on  trouve  que  les 
trois  hauteurs  d'un  triangle  sont  concourantes. 

Théorème  II  (corrélatif  du  précédent).  —  Pour  que 
trois  points  pris  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle 
soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
droites  qui  joignent  un  point  du  plan  à  ces  trois 
points  forment  avec  celles  qui  joignent  le  même 
point  aux  trois  sommets  correspondants  du  triangle 
trois  couples  d'une  involution  autour  de  ce  point. 

Théorème  III.  —  Si  trois  droites  concourantes 
issues  des  sommets  d'un  triangle  rencontrent  une 
droite  aux  mêmes  points  que  les  trois  côtés  d'un 
autre  triangle,  les  trois  droites  qui  joignent  les 
sommets  du  second  triangle  aux  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  avec  les  côtés  du  premier  triangle 
sont  concourantes. 

Soient  en  effet  D,  E,  F,  D',  E',  F'  les  intersections 
avec  une  droite  XY  des  côtés  BC,  GA,  AB,  B'C,  C'A', 
A'B'  des  deux  triangles.  Puisque  les  droites  AD',  BE', 
CF'  sont  concourantes  par  hypothèse,  les  six  points 
D,  E,  F;  D',  E',  F'  sont,  d'après  le  théorème  I,  respec- 
tivement conjuguées  dans  une  involution  sur  la 
droite  XY.  Alors,  d'après  la  réciproque,  les  trois 
droites  A'D,  D'E,  G'F  sont  concourantes. 

c.    Q.    F.    n. 

Remarque.  —  Si  la  droite  XY  est  rejetée  à  l'infini, 
on  obtient  la  proposition  suivante  : 
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Si  les  droites  menées  des  sommets  d^ un  triangle 
ABC  parallèlement  aux  côtés  coî^respondants  d^ un 
second  triangle  A'B'Cson/  concourantes,  les  droites 
menées  des  sommets  de  A'B'C  parallèlement  aux 
côtés  correspondants  du  triangle  ABC  sont  aussi 
concourantes. 

Par  rotation  ou  retournement  d'un  des  deux  triangles 
on  en  déduit  le  théorème  relatif  aux  quadrangles  méta- 
polaires,  et  en  particulier  le  théorème  relatif  aux 
triangles  orthologiques. 

Théorème  IV  (corrélatif  du  précédent).  —  Si  trois 
droites  issues  d'un  même  point  O  coupent  les  côtés 
d'un  triangle  en  trois  points  en  ligne  droite,  et  si 
un  deuxième  triangle  a  ses  sommets  respectivement 
sur  chacune  de  ces  trois  droites,  les  droites  qui 
joignent  le  point  O  aux  sommets  du  premier 
triangle  déterminent  sur  les  côtés  correspondants 
du  second  trois  points  en  ligne  droite. 

Si  l'on  a  sur  une  droite  six  points  formant  trois  roupies 
d'une  involution  et  qu'on  prenne  les  conjugués  de  ces 
six  points  dans  une  nouvelle  involution  sur  la  même 
droite,  les  six  nouveaux  points  formeront  encore  trois 
couples  d'une  nouvelle  involution.  Cela  résulte  immé- 
diatement de  ce  que  la  propriété  involutive  est  projec- 
tive. 

Soit  par  exemple,  sur  une  droite  XY,  trois  points  P, 
Q,  R  formant  une  involution  avec  trois  autres  points  D, 
E,  F,  et  une  autre  avec  trois  autres  points  D',  E',  F'. 
Si  nous  transformons  les  six  points  P,  Q,  K,  D, 
E,  F  au  moyen  de  la  seconde  involution,  nous  aurons 
les  six  nouveaux  points  D',  E',  F';  P',  Q',  R'  qui  for- 
meront encore   une   involution.  Si   donc   trois  droites 
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concourantes  issues  des  trois  sommets  d'un  triangle 
coupent  une  droite  XY  en  trois  points  P,  Q,  R  formant 
une  involution  avec  les  points  D',  E',  F'  où  la  même 
droite  XY  coupe  les  trois  côtés  d'un  deuxième  triangle, 
les  droites  qui  joindront  les  sommets  correspondants 
de  ce  triangle  aux  points  P',  Q',  R',  conjugués  des 
points  d'intersection  D,  E,  F,  des  côtés  du  premier 
triangle  dans  l'involution  définie  par  P,  Q,  R  ;  D',  E', 
F'  seront  concourantes. 

Si  la  droite  XY  est  rejetée  à  l'infini,  on  obtient  le 
théorème  suivant  : 

TunoRÈME  V.  —  Si  trois  droites  concourantes 
issues  des  sommets  d^un  triangle  ont  leurs  direc- 
tions respectivement  conjuguées,  par  rapport  à  une 
conique  quelconque,  des  directions  des  côtés  d'un 
second  triangle,  les  droites  de  directions  conjuguées 
de  celles  des  côtés  du  premier  triangle  par  rapport 
à  la  même  conique,  menées  par  les  sommets  corres- 
pondants du  second  triangle,  sont  aussi  concou- 
rantes. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  on  retrouve  encore  les 
triangles  orthologiques. 

Théorème  VI.  —  Si  deux  triangles  liomologiques 
ABC,  A'B'C  sont  inscrits  dans  une  même  conique, 
les  droites  AP,  BQ,  GR  qui  passent  respectivement 
par  les  points  d'intersection  P  de  BC  et  CB';  Q, 
de  GA'  et  AG';  R  de  AB'  et  BA'  sont  concourantes. 

En  effet,  soient  I  le  centre  d'homologie  des  deux 
triangles  {Jlg-  2);  D,  E,  F  les  points  d'intersection 
respectifs  de  BG  et  B'G',  GA  et  G' A',  AB  et  A'B'. 
D'abord,  les  six.  points  P,  Q,  R,  D,  E,  F  sont  sur  la 
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polaire  de  I  qui  est  l'axe  d'iiomologie  des  deux  triangles. 
De  plus,  la  polaire  de  P  est  la  droite  DI.  Donc  P  et  D 

Fig.  i. 


sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  ;  il  en  est  de 
même  de  Q  et  E  et  de  R  et  E.  Donc  les  six  points  sont 
en  involution  sur  Taxe  d'homologie  des  deux  triangles, 
et  d'après  le  théorème  I  les  trois  droites  AP,  BQ,  CR 
sont  concourantes,  ainsi  que  les  trois  droites  A'P, 
B'Q,  CR. 

Si  l'on  remarque  que  l'hexagone  AB'CA'BC  est 
circonscrit  à  une  conique  à  cause  du  théorème  de  Brian- 
chon,  on  peut  énoncer  la  proposition  sous  la  forme  sui- 
vante : 


Si  un  hexagone  est  inscrit  à  une  conique  et  cir^ 
conscrit  à  une  autre,  les  trois  droites  qui  joignent 
chacun  des  trois  sommets  non  consécutijs  au  point 
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d'intersection  des  deux  côtés  opposés  ne  passant  pas 
par  ce  sommet-là  sont  concourantes. 

Théorème  VIT  (corrélatif  du  précédent).  —  Soient 
deux  triangles  homologiques  ABC,  A'B'C  circon- 
scrits à  une  même  conique;  P  le  point  d^ intersection 
du  côté  B(j  avec  la  droite  qui  joint  les  intersec- 
tions de  AB  avec  A'C  et  de  AC  avec  A'B';  Q  ei  R  les 
points  obtenus  par  la  construction  analogue  sur  CA 
et  AB.  Les  trois  points  P,  Q,  R  sont  en  ligne  droite. 

Ou  encore  : 

Si  un  hexagone  est  inscrit  à  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre,  les  points  d^ intersection  de 
chacun  des  trois  côtés  non  consécutifs  avec  la  diago- 
nale qui  joint  deux  sommets  opposés  dont  aucun 
n'est  sur  ce  côté-là  sont  en  ligne  droite. 

Il  convient  de  remarquer  que  ces  deux  théorèmes 
s'établissent  aisément  à  l'aide  du  théorème  de  Brian- 
chon  ou  du  théorème  de  Pascal,  si  l'on  considère  l'hexa- 
gone formé  par  les  trois  sommets  ou  les  trois  côtés 
considérés,  et  les  trois  diagonales.  Par  exemple,  pour 
le  théorème  VI,  il  suffit  de  considérer  Ihexagone  formé 
par  les  six  droites  BC,  OB',  CA',  AC,  AB',  BA'  dans 
l'ordre  indiqué.  Ces  six  droites  sont  tangentes  à  une 
même  conique,  puisque  ce  sont,  dans  un  autre  ordre, 
les  côtés  de  l'hexagone  AB'CA'BC.  Mais,  dans  l'ordre 
indiqué,  les  sommets  successifs  sont  P,  C,  Q,  A,  R,  B, 
et  les  trois  diagonales  concourantes  sont  bien  PA,  CR, 
QB. 

Théorème  VIII.  —  Si  deux  triangles  homolo- 
giques sont  circonscrits  à  une  même  conique,  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  de  l'un  aux  points 
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de  rencontre  des  côtés   correspondants  de  l'autre 
avec  une  tangente  à  la  conique  sont  concourantes, 
et  le  point  de  concours  est  sur  l'axe  d'homologie 
des  deux  triangles. 

D'abord  les  trois  droites  sont  concourantes,  parce  que 
les  six  côtés  des  deux  triangles  sont  des  tangentes  en 
involution  sur  la  conique  et  qu'elles  déterminent  ainsi 
sur  une  septième  tangente  six  points  en  involution. 

Je  vais  maintenant  faire  voir  que,  si  l'on  déplace  la 
tangente,  le  lieu  du  point  de  concours  des  trois  droites 
est  l'axe  d'homologie  des  deux  triangles.  Soient  ABC, 
A'B'C  {Jîg-  3)  les  deux  triangles;  I  leur  centre  d'ho- 

Fig.  3. 


mologie,  qui  est  aussi  le  point  de  concours  des  droites 
qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés  correspon- 


(  lo  ) 
dants(');  P,  Q,  R  les  points  d'intersection  respectifs 
de  la  tangente  avec  B'C,  C'A'  et  A'B';  to  le  point  de 
rencontre  de  BQ  et  CR.  Si  l'on  se  donne  la  direction 
de  Bw,  le  point  Q  sera  complètement  déterminé  sur 
A'C;  donc  aussi  la  tangente,  le  point  R  sur  A'B',  et  la 
droite  Cto.  Donc  déjà  Bco  et  Cw  sont  des  rayons  homo- 
logues de  deux  faisceaux  liomographiques  autour  de  B 
et  C.  Si  l'on  donne  à  Bo)  la  direction  de  BC,  la  tan- 
gente mobile  se  confond  avec  BC  et  la  droite  Cw  aussi. 
Donc  le  lieu  de  w  se  compose  de  la  droite  BC,  partie 
singulière,  et  d'une  autre  droite.  Si  maintenant  on  fait 
coïncider  la  tangente  mobile  avec  BA,  Bco  se  confond 
aussi  avec  BA,  le  point  R  est  à  l'intersection  de  BA 
avec  B'A',  et  ce  point-là  est  le  point  co;  mais  il  est  con- 
jugué de  I  par  rapport  à  la  conique.  De  même,  si  l'on 
fait  coïncider  la  tangente  mobile  avec  CA,  le  point  m 
viendra  au  point  d'intersection  de  AG  avec  A'C  qui  est 
aussi  conjugué  de  I.  Donc  le  lieu  du  point  w  est  la  po- 
laire de  I  qui  est  bien  l'axe  d'homologie  des  deux 
triangles.  Remarquons  que  ce  raisonnement  prouve 
aussi  que  les  trois  droites  AP,  BQ,  GR  sont  concou- 
rantes, puisque  deux  quelconques  d'entre  elles  doivent 
se  couper  sur  l'axe  d'homologie. 

Enfin  le  même  théorème  s'établit  facilement  à  l'aide 
du  théorème  de  Brianchon.  Soient  D,  E,  F  les  points 
d'intersection  des  côtés  homologues  des  deux  triangles. 
Considérons  l'hexagone  circonscrit  BCEQRF  dont  les 
trois  diagonales  BQ,   GR,  EF    passent  par  un  même 


(')  Il  y  a  bien  des  manières  de  le  démontrer.  La  plus  simple 
consiste  à  transformer  toute  la  figure  liomologiquement  avec  le 
même  centre  et  le  même  axe  que  les  deux  triangles.  Les  deux 
triangles  ne  font  que  s'échanger  et  la  conique,  restant  tangente  aux 
six  droites,  se  transforme  en  elle-même.  Donc  les  points  de  contact 
homologues  sont  alignés  sur  le  centre  d'homologie^ 
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poinl,    d'où  il   suit  que  BQ   et   CR   se  coupent    bien 
sur  EF  qui  est  l'axe  d'homologie. 

On  peut  remarquer  que  les  six  côtés  des  deux 
triangles  pris  dans  l'ordre  AB,  C'A',  BG,  A'B',  CA,B'G' 
forment  un  hexagone  circonscrit  à  la  conique  et  inscrit 
dans  une  autre,  puisque,  d'après  l'homologie  des  deux 
triangles,  les  côtés  opposés  de  cet  hexagone  se  coupent 
en  trois  points  en  ligne  droite.  On  obtient  alors  le 
nouvel  énoncé,  équivalent  au  précédent  : 

Soit  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  circon- 
scrit à  une  autre  ;  numérotons  les  côtés  de  i  à  6,  et 
joignons  les  points  d'intersection  des  côtés  i,  3  :  3,5; 
5,  I,  respectivement  aux  points  où  les  côtés  2,  4r  ^ 
sont  coupés  par  une  septième  tangente  à  la  conique 
inscrite.  Les  trois  droites  ainsi  obtenues  concourent 
sur  la  droite  de  Pascal  relative  à  l'hexagone. 

Thèoiième  IX  (corrélatif  du  précédent),  —  Si  deux 
triangles  homologiques  sont  inscrits  dans  une  même 
conic^ue,  les  points  d'intersection  des  côtés  de  l' un 
avec  les  droites  qui  joignent  les  sommets  correspon- 
dants de  l'autre  à  un  point  de  la  conique  sont  sur 
une  même  droite  qui  passe  par  le  centre  d'homo- 
logie des  deux  triangles. 

Ou  encore  : 

Soit  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  circon- 
scrit à  une  autre;  numérotons  les  sommets  de  i  à  6, 
et  prenons  les  points  où  les  diagonales  i,  3;  3,  5; 
5,  I  coupent  respectivement  les  droites  qui  joignent 
les  sommets  2,  4,  6  «  un  septième  point  de  la  conique 
circonscrite.  Les  trois  points  ainsi  obtenus  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  de  Brianchon  relatif 
à  l'hexagone. 
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La  réciproque,  qu'il  est  facile  de  démontrer  soit  par 
l'absurde,  soit  directement,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  un  triangle  est  inscrit  à  une  conique,  les  trois 
droites  qui  joignent  un  point  de  cette  conique  aux 
points  d^ intersection  des  trois  côtés  du  triangle  avec 
une  droite  (D)  coupent  la  conique  en  trois  autres 
points  qui  sont  les  sommets  d^ un  triangle  homolo- 
gique  au  premier  triangle^  et  le  centre  d^homologie 
des  deux  triangles  est  sur  la  droite  (D). 

Supposons   la   droite  (D)   rejetée  à  l'infini.  Par  un 

point   M  de  la  conique   circonscrite  au  triangle  ABC 

{fig-  4)î  nous  mènerons  les  cordes  MA',  MB',  MC, 

Fig.  4. 


respectivement  parallèles  aux  côtés  du  triangle,  et  nous 
obtiendrons  le  triangle  A'B'C  homologiqne  de  ABC 
avec  le  centre  d'homologie  à  l'infini.  Prenons  mainte- 
nant le  point  N  diamétralement  opposé  de  M  et  joi- 
gnons-le à  A',  B',  C.  D'après  le  théorème  IX,  les  trois 
points  D,  E,  F  où  les  droites  NA',  NB',  NC  coupent 
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les  côtés  correspondants  du  triangle  ABC  seront  sur 
une  même  droite  passant  par  le  centre  d'homologie, 
c'est-à-dire  parallèle  aux  droites  AA.',  BB',CC'.  MaisNA' 
est  la  corde  supplémentaire  de  MA'.  Sa  direction  est 
donc  conjuguée  de  celle  de  BC.  Donc  : 

Si  une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle, 
cette  conique  est  le  lieu  des  points  N  tels  que  les 
points  de  rencontre  des  côtés  du  triangle  avec  des 
droites  de  directions  conjuguées  de  celles  de  chacun 
de  ces  trois  côtés,  menées  par  le  point  N,  soient  en 
ligne  droite.  Cette  droite  et  les  trois  droites  qui 
joignent  les  sommets  du  triangle  aux  points  où  les 
droites  correspondantes  issues  de  N  coupent  une 
seconde  fois  la  conique  sont  parcdlèles. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  on  retrouve  le  théo- 
rème de  Simpson  avec  la  propriété  qu'a  la  droite  de 
Simpson   d'être  parallèle  aux  trois   droites  AA',  BB', 

ce. 

Théorème  X.  —  Si  deux  triangles  inscrits  l'un 
dans  l'autre  sont  homologiques,  les  droites  qui 
joignent  les  sommets  du  triangle  circonscrit  aux 
points  d' intersection  d' une  droite  avec  les  côtés  cor- 
respondants de  l'un  des  deux  coupent  les  côtés 
correspondants  de  l'autre  en  trois  points  en  ligne 
droite. 

Soient  le  triangle  ABC  {fig.  5)  el  le  triangle  inscrit 
homologique  aj^y.  Soient  de  plus  P,  Q,  R  les  intersec- 
tions respectives  de  [jy,  va,  %?:>  avec  une  droite  X\  ; 
D,  E,  F  les  intersections  respectives  de  AP,  BQ,  CR 
avec  les  côtés  opposés  du  triangle  x\BC.  Il  faut  démon- 
trer que  D,  E,  F  sont  en  ligne  droite. 
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Puisque  les  deux  triangles  sont  homologiques,  il 
résulte  du  théorème  de  Brianchon  qu'il  existe  une 
conique  circonscrite  au  triangle  aSy  et  inscrite  au 
triangle  ABC.  La  polaire  de  D  par  rapport  à  celte 
conique  doit  passer  par  a,  et  par  le  pôle  P'  de  AP. 
Or  P'  se  trouve  sur  ^v  et  est  conjugué  de  P  par  rapport 

Fig.  .5. 
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à  ^y.  Donc  la  polaire  de  D  est  aP'.  De  même  les  polaires 
de  E  et  F  seront  [i,Q'  et  yR'.  Mais,  puisque  P,  Q,  R 
sont  en  ligne  droite,  les  trois  droites  aP',  ^Q',  '•'R' 
qui  coupent  les  côtés  du  triangle  a^v  aux  points  con- 
jugués de  P,  Q,  R,  par  rapport  à  chacun  de  ces  trois 
côtés,  sont  concourantes.  Donc  leurs  pôles  D,  E,  F 
sont  en  ligne  droite.  c.   q.  f.   d. 

On  établira  facilement  par  Tabsurde  la  réciproque, 
c'est-à-dii"e  que,  si  les  trois  points  D,  E,  F  sont  en  ligne 
droite,  il  en  sera  de  même  de  P,  Q,  R. 

Si  Ton  suppose  que  Tune  des  deux  droites  PQR, 
DEF  est  rejetée  à  l'infini,  on  obtient  les  propositions 
suivantes  : 

Si  une  coniqup  est  inscrite  dans  un  triang/e,  les 
paiallèles  à  chacune  /les  cordes  de  contact  menées 
par  le  sommet  correspondant  du  triangle  coupent 
les  côtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  droite. 
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Si  une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  les 
parallèles  à  chacun  des  trois  côtés  menées  par  le 
sommet  opposé  coupent  les  cordes  de  contact  corres- 
pondantes en  trois  points  en  ligne  droite. 

Théorème  XI  (corrélatif  du  précédent).  —  Si  deux 
triangles  inscrits  l'un  dans  l'autre  sont  homolo- 
giques,  les  trois  droites  qui  joignent  les  points  où 
les  côtés  du  triangle  inscrit  sont  coupés  par  trois 
droites  concourantes  issues  des  sommets  correspon- 
dants de  l'un  des  deux  aux  sommets  correspondants 
de  l'autre  sont  concourantes. 

Considérons  par  exemple  un  triangle  ABC  et  les 
pieds  des  trois  hauteurs  D,  E,  F.  Si  trois  droites  con- 
courantes issues  des  sommets  A,  B,  C  coupent  les  côtés 
correspondants  du  triangle  DEF  aux  points  P,  Q,  R, 
les  trois  droites  DP,  EQ,  FR  sont  concourantes. 

Si  H  est  l'orthocentre  du  triangle,  on  sait  que  les 
quatre  points  A,  B,  C,  H  sont  les  centres  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  du  triangle  DEF.  On  sait  aussi 
que  les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle 
aux  points  de  contact  des  côtés  opposés  avec  l'un  de 
ces  cercles  sont  concourantes.  Donc  : 

Les  droites  qui  joignent  les  trois  sommets  d' un 
triangle  aux  projections  de  l'orthocentre  ou  d'un 
des  trois  sommets  sur  les  trois  côtés  correspondants 
du  triangle  formé  par  les  pieds  des  hauteurs  sont 
concourantes. 

Si  l'on  considère  les  trois  cercles  exinscrils  au 
triangle  DEF\  on  verra  aussi  que  les  perpendiculaires 
menées  des  trois  sommets  du  triangle  sur  les  côlés  cor- 
respondants du  triangle  DEF  sont  concourantes;  mais 
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cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  du 
théorème  relatif  aux  triangles  orlhologiques. 

Théorème  XII.  —  Soient  un  triangle  ABC  circon- 
scrit à  une  conique  et  une  transversale  XY  :  les  trois 
droites  qui  joignent  te  pôle  de  1^  par  rapport  à  la 
conique  aux  points  d'intersection  de  XY  avec  les 
côtés  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  points 
de  contact  coupent  les  côtés  correspondants  du 
triangle  ABC  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Soient  a,  j3,  y  {fio-  ^)  '^^   trois  points  de  contact, 

Fi  g.  6. 


(i)  le  pôle  de  XY;  P,  Q,  R  les  intersections  respectives 
de  XY  avec  [3y,  ya,  a^  ;  D,  E,  F  celles  de  Pa>  avec  BC, 
de  Qw  avec  CA,  et  de  Ro>  avec  AB.  Il  faut  démontrer 
que  les  trois  points  D,  E,  F  sont  en  ligne  droite.  Or  le 
pôle  de  Aci)  devant  se  trouver  sur  ^y  et  sur  XY  est 
en  P.  Donc  les  droites  wA  et  loP  ou  oj  D  sont  conju- 
guées par  rapport  à  la  conique.  Donc  les  six  droites  to  A, 
col);  (oB,toE;  toC,  toF  forment  bien  trois  couples  d'in- 
volution  autour  de  co,  ce  qui  est  la  condition  pour  que 
les  trois  points  D,  E,  F  soient  en  ligne  droite  (théo- 
rème II). 

Si  la  droite  XY  est  rejetée  à  l'infini,  le  point  co  est  le 
centre  de  la  conique,  et  l'on  a  la  proposition  suivante  : 
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Si  une  coiiùjtic  est  inscrite  à  un  l/i(/n£;/(>,  les  pa- 
rallèles aux  cordes  de  contact  menées  par  le  centre 
de  la  conique  coupent  les  côtés  correspondants  du 
triangle  circonscrit  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Théokème  XIII  (corréhilir  (lu  précédcnl).  —  Si  une 
conique  est  inscrite  à  un  triangle,  qu'on  mène  par 
les  sommets  de  ce  triangle  trois  droites  concourantes, 
et  qu'on  coupe  ces  trois  droites  par  la  polaire  de 
leur  point  de  concours  par  rapport  à  la  conique,  les 
droites  qui  joignent  les  points  ainsi  obtenus  aux 
points  de  contact  de  la  conique  avec  les  côtés  corres- 
pondants du  triangle  sont  concourantes. 

Si  le  poinl  de  concours  est  le  cenire  de  la  coiii(|iie, 
les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  ciicon- 
scrit  à  ce  cenire  ont  leurs  directions  conjuguées  respec- 
tivement de  celles  des  cordes  de  contact,  et,  comme  il 
faut  leur  mener  des  parallèles  par  les  points  de  contact, 
on  retombe  sui-  lecorollaire  du  théorème  1. 

Considérons  un  triangle  et  l'un  des  cercles  inscrit  ou 
exinscrils.  On  reconnaît  de  suite  que  la  polaiie  de  l'or- 
lliocentre  est  la  droite  qui  passe  |)ar  les  points  oîi  les 
parallèles  menées  du  cenire  à  cliacun  des  trois  côtés 
coupent  les  cordes  de  contact  correspondantes.  Donc 
cette  droite  couj)e  les  trois  hauteurs  en  trois  points  fpii, 
joints  aux  points  de  contact  corres|)Ondanls,  donnent 
trois  droites  concourantes. 

Si  l'on  remarque  (pie  les  pôles  des  bissectrices  des 
angles  extérieurs  B  et  C  d'un  triangle  sont  respect  ive- 
menl  aux  milieux  des  cordes  de  contact  ay  et  aîii  du 
cercle  inscrit,  on  obtient  la  projiosition  suivante  : 

La  droite  qui  joint  les  niilieu.r  de  deux  cordes  de 
contact  du  cercle  inscrit  dans  un  I riangle  coupe  la 
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bissectrice  perpendiculaire  à  la  troisième  corde  de 
contact  et  les  bissectrices  des  deux  autres  angles 
extérieurs  en  trois  points  qui,  joints  aux  points  de 
contact  correspondants,  donnent  trois  droites  con- 
courantes. 

Théorème  XIV.  —  Soient  un  triangle  ABC  cir- 
conscrit à  une  conique  et  une  transversale  UV  ;  les 
trois  droites  qui  joignent  le  pôle  de  UV  par  rapport 
à  la  conique  aux  points  d' intersection  de  UV  avec 
les  côtés  du  triangle  coupent  les  cordes  de  contact 
correspondantes  en  trois pjoints  en  ligue  droite. 

Supposons  {jig.  6)  que  les  trois  poinls  D,  E,  F 
soient  en  ligne  droite  et  que  w  soit  le  pôle  de  cette 
droite.  La  droite  aw  a  pour  pôle  le  point  D.  Donc  wa 
et  ojD  sont  deux  droites  conjuguées.  Donc  les  six 
droites  (oa,  o>D:  to^,  o)E;  or',  oiF  forment  bien  trois 
couples  d'in\ol(ilion  aiiloiii  du  point  oj,  ce  qui  est  la 
condition  pour  que  leui's  pomls  d'intersection  respec- 
tifs avec  les  côtés  du  triangle  aS"'  soient  en  ligne  droite. 

Si  la  droite  UV  est  rejetée  à  l'infini,  oj  est  le  centre 
et  l'on  a  la  proposition  suivante  : 

Si  une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle,  les 
parallèles  menées  du  cenlie  aux  tangentes  aux  trois 
sommets  du  triangle  coupent  les  côtés  correspon- 
dants de  celui-ci  en  trois  points  en  ligne  droite. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  la  droite  des  trois  points 
est  la  polaire  de  l'orlliocentre  du  triangle  formé  par  les 
trois  langenles. 

Théorkmf.  XV  (corrélatif  du  précédent^.  —  Si  une 
conique  est  inscrite  à  un  triangle,  quon  mène  par 
les  points  de  contact  trois  droites  concourantes,  et 
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qu'on  coupe  ces  trois  droites  par  la  polaire  de  leur 
point   de   concours  par  rapport  à   la  conique,   les 
droites  qui  joignent   les  points  ainsi  obtenus  aux 
trois  sommets  du  triangle  sont  concourantes. 

Considérons  un  triangle  ABC  et  l'un  des  cercles 
inscrit  ou  exinscrils;  soient  a,  [^,  y  les  points  de  con- 
tact. La  polaire  de  l'orthocentre  du  triangle  a^y  est  la 
droite  qui  passe  par  les  points  d'intersection  de  chacun 
des  côtés  du  triangle  ABC  avec  la  parallèle  menée  du 
centre  du  cercle  inscrit  à  la  corde  des  contacts  corres- 
pondante. 

Donc  cette  droite  coupe  les  trois  hauteurs  du  triangle 
a[3y  en  trois  points  qui,  joints  aux  trois  sommets  cor- 
respondants du  triangle  ABC,  donnent  trois  droites 
concourantes. 

Théorème  XVI.  —  Si  deux  triangles  homologiques 
sont  inscrits  à  une  même  conique,  chacun  d'eux  est 
homologique  au  triangle  fo/mé  par  les  tangentes 
à  la  conique  me/iées  par  les  sommets  de  l'autre. 

Soient  a^y,  ol'^'Y  les  deux  triangles  homologiques. 
A  cause  du  théorème  de  Brianchon,  l'hexagone  a[i'ya'^y' 
est  circonscrit  à  une  conique;  on  peut  donc  énoncer  la 
proposition  comme  il  suit  : 

Si  un  hexagone  est  inscrit  à  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre,  les  triangles  formés  par  trois 
sommets  non  consécutifs  et  les  tangentes  à  la  conique 
circonscrite  aux  trois  autres  sommets  sont  homolo- 
giques. 

Soient  ABC  {fig-  7)  le  triangle  formé  par  les  tan- 
gentes en  a,  [i,  y,  et  oj  le  centre  d'homologie  des  deux 
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triangles  ajây,  a'j^S'y'.  II  s'agit  de  démontrer  que  les  trois 
droites  Aa',  B[i',  Cy'  sont  concourantes. 

Donnons-nous  comme  fixes  le  triangle  ABC  et  la  co- 
nique, et  par  conséquent  les  points  de  contact  a,  ^,  y, 


et  enfin  le  point  a'.  Menons  maintenant  par  B  une 
sécante  quelconque  qui  coupe  la  conique  en  3' et  ^i',. 
En  joignant  |j3'  on  obtient  sur  aa'  le  point  w,  et.  en 
joignant  (3^,,  le  point  w,.  y-o  donnera  sur  la  conique 
un  second  point  d'intersection  v'  et  *'co,  un  second 
point  d'intersection  y', .  Inversement,  si  l'on  se  donne  y', 
on  pourra  construire  successivement  w,  ^',  ^',  ,w,  etv'^, 
et,  si  l'on  se  donne  y',,  on  refera  les  mêmes  construc- 
tions en  sens  inverse,  et  l'on  retrouvera  y'.  Donc  y'  et  y', 
forment  sur  la  conique  une  involution.  En  donnant 
à  B^'  les  directions  B(^  et  BA,  on  trouvera  les  points 
doubles  de  linvolulion  qui  sont  a  et  ^.  Donc  *''  et  v^ 
sont  en  ligne  droite  avec  G.  De  plus,  les  droites  B  ^' ^', 
et  Cy'y',  sont  deux  rajons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  autour  de  B  et  G,  et  à  BG  cor- 
respond CB.  Donc,  le  lieu  du  point  d'intersection  I 
deBâ'  avec  Gv'  est  une  droite.  Si  l'on  donne  à  Bâ  la 
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direction  BA,  ^'  vient  en  y  et  y'  ^n  ^i.  Donc,  à  la 
droite  BA  correspond  la  droite  CA,  et  le  point  A  fait 
partie  du  lieu.  Enfin,  si  Ion  met  ^'  en  a',  u)  vient  aussi 
en  a'  ainsi  que  v',  et  a'  fait  encore  partie  du  lieu.  Donc, 
le  lieu  du  point  [  est  la  droite  Aa',  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Reniai  que  I.  —  Ce  théorème  est  identique  à  son 
corrélatif. 

Remarque  II.  —  Si  l'on  mène  les  tangentes  à  la 
conique  aux  points  a',  [51',  y',  le  triangle  ainsi  foruïé  sera 
homologique  au  triangle  ABC  (voir  la  note  de  la  p.  lo) 
et  l'axe  d'homologie  sera  la  polaire  de  oj. 

Remarque  III. — Considérons  encore  le  triangle  ABC 
circonscrit  à  la  conique,  a,  ^,  y  étant  les  points  de  con- 
tact. Menons  par  les  sommels  de  ce  triangle  trois  droites 
concourantes  AT,  Bl,  CI  qui  rencontrent  chacune  la  co- 
nique en  deux  points,  savoir  :  a',  a',  ;  [i',  j3',  ;  y',  y',.  Joi- 
gnons |j'P  et  y'y  i|ui  se  coupent  en  w,  puis  aïo  qui 
coupe  la  conique  en  nn  second  point  a".  D'après  la 
proposition  précédente,  Aa"  doit  passer  en  I.  Donc  a" 
est  l'un  des  points  a!  ou  a,  ;  si  c'est  a',  les  trois  droites 
aa',  ^[i',  yv'  sont  concourantes.  Remarquons  maintenant 
que  a!  et  a',  étant  en  ligne  droite  avec  A  sont  sur  l<i 
conique  deux  points  conjugués  d'une  involution  dont  [i 
et  V  sont  les  points  doubles.  Il  en  résulte  que  le  fais- 
ceau des  quatre  droites  a|j,  ay,  aa',  aa',  est  harmonique. 
Donc,  puisque  les  Irois  droites  aa',  ,3^',  yy'  sont  con- 
courantes, les  trois  droites  aa'j,  ^[5',  yy'  coupent  les 
côtés  opposés  du  triangle  a[iy  en  trois  points  en  ligne 
droite.  Donc  : 

Théouème  XVII.  —  Si  un  triamrle  est  inscrit  dans 
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une  conique,  qu'on  considère  les  points  cU intersec- 
tion de  la  conique  avec  trois  droites  concourantes 
issues  des  pôles  des  côtés,  et  qu  on  joigne  aux  som- 
mets du  triangle  inscrit  trois  de  ces  points  d'inter- 
section pris  chacun  sur  la  droite  correspondante,  ou 
bien  les  trois  droites  ainsi  obtenues  sont  concou- 
rantes, ou  bien  elles  coupent  les  côtés  correspon- 
dants du  triangle  inscrit  en  trois  points  en  ligne 
droite. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  et  si  le  point  de  concours  I 
des  trois  droites  est  le  centre,  les  droites  aa',  aa,  seront 
les  bissectrices  des  angles  formés  par  a|3  et  ay.  On 
retrouve  ainsi  le  théorème  relatif  aux  bissectrices  des 
angles  d'un  triangle. 

Théorèaie  XVIII  (corrélatif  du  précédent).  —  Un 
triangle  étant  circonscrit  à  une  conique,  on  coupe 
par  une  transversale  le  triangle  formé  par  les  trois 
cordes  de  contact,  et  de  chacun  des  trois  points 
ainsi  obtenus  on  mène  les  tangentes  à  la  conique. 
Les  points  d' intersection  de  chacun  des  côtés  du 
triangle  circonscrit  avec  l'une  des  tangentes  issues 
du  point  correspondant ,  ou  bien  sont  en  ligne  droite, 
ou  bien  sont  les  pieds  de  trois  droites  concourantes 
issues  des  sommets  du  triangle  circonscrit. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  que  la  conique  soit 
un  cercle  et  que  la  transversale  soit  rejetée  à  l'infini, 
on  obtient  le  théorème  corrélatif  de  celui  des  bissec- 
trices. 

Théorème  XIX.  —  Si  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
inscrits  dans  une  conique  sont  l'un  et  l'autre  homo- 
logiques    à    un   troisième  triangle    inscrit  dans  la 
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même  conique,  les  deux  centres  cVhomologie  sont 
sur  la  droite  de  Pascal  relative  à  r hexagone  ins- 
crit AB'C  A' BC. 

Soient  a^oY  {Jig.  8)  le  troisième  triangle,  w  et  co'  ses 
Fig.  8. 


■^  P 


centres  d'homologie  respectifs  avec  ABC  et  A'B'C.  Il 
faut  montrer  que  les  trois  points  d'intersection  P, 
Q,  R  de  BC  et  CB';  CA'  et  AC;  AB'  et  BA',  et  les 
deux  points  to  et  co'  sont  en  ligne  droite,  il  suffit  de 
considérer  l'hexaiione  inscrit  SBC'vCB'.  SB  et  vC  se 
coupent  en  w,  BC  et  CB'  en  P,  Cy  et  B'^  en  cj'.  Donc  P 
est  sur  (oo)'  et  il  en  est  évidemment  de  même  de  Q 
et  de  R. 

Réciproquement,  tout  triangle  inscrit  dans  la  conique 
et  homologique  à  l'un  des  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
est  homologique  à  l'autre  si  le  centre  d'homologie  est 
sur  la  droite  de  l^ascal  P(^R. 

Supposons  en  ellet  que  ajiJv  soit  homologique  à  ABC 
et  itisciit  dans  la  conique.  Laissant  A'  et  B',  rempla- 
çons C  par  un  autie  point  C"  de  la  conique,  de  ma- 
nière que  A'B'C"  soit  homologique  à  aj^ly.  La  droite  woj' 
sera    la  droite    de  Pascal   de  l'hexagone  AB'CA'BC". 
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Mais  celle  de  l'hexagone  AB'CA'BC  contient  en  com- 
mun avec  la  précédente  les  points  R  et  oj.  Donc  les 
deux  droites  se  confondent,  et  C"  coïncide  avec  (7. 

Théorème  XX  (corrélatif  du  |)récédeut). —  Sideux 
triangles  dont  Les  côtés  sont  désignés  par  «,  è,  c; 
«',  b\  c  sont  circonscrits  à  une  conique  et  homo- 
logiques  à  un  troisième  triangle  circonscrit  à  la 
même  conique,  les  deux  axes  d' liomologie  passent 
par  le  point  de  Brianchon  relatif  à  l^ hexagone  cir- 
conscrit ah' ca! bc  . 

Réciproquement,  tout  triangle  circonscrit  à  la  co- 
nique et  homologique  à  l'un  des  deux  triangles  abc^ 
a! b' c'  est  homologique  à  l'autre  si  l'axe  d'homologie 
passe  par  le  point  de  Brianchon  relatif  à  l'hexa- 
gone ab'  ca!  bc' . 

Théorème  XXI.  —  Si  trois  triangles  inscrits  dans 
la  même  conique  sont  liomologiques  deux  à  deux, 
les  trois  centres  d^homologie  sont  les  sommets  d^ un 
triangle  autopolaire  dont  les  côtés  sont  les  droites 
de  Pascal  des  hexagones  inscrits  définis  comme  au 
théorème  JlIJC. 

Soient  to  {fig-  9)  le  centre  d'homologie  des  triangles 
inscrits  A'B'C,  A"B"C";  to'  celui  des  triangles  A"B"C", 
ABC,  et  co"  celui  de  ABC  et  A'B'C.  La  polaire  du 
point  (o  passe  par  les  points  d'intersection  de  B'C" 
avec  B"C',  de  C'A"  avec  C'A'  et  de  A'  B"  avec  A"B'.  C'est 
donc  la  droite  de  Pascal  de  l'hexagone  A'B"C' A"B'C", 
laquelle,  d'après  le  théorème  XIX,  contient  m'  et  ui" . 

Théorème  XXII  (corrélatif  du  précédent).  —  Si  trois 
triangles  circonscrits  à  la  même  conique  sont  homo- 
logiques  deux  à  deux,  les  trois  axes  d'homologie 
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forment  un  triangle  autopolaire  dont  les  sommets 
sont  les  points  de  Brianchon  relatifs  aux  hexagones 
définis  comme  au  théorème  JTJT. 

Théouème  XXllI  (réciproque  du  lliéorème  XXI).  — 

F'g-  9- 


Si  deux  triangles  inscrits  dans  une  conique  sont 
homologiques  à  un  troisième  inscrit  dans  la  même 
conique,  et  si  les  deux  centres  d'honiologie  sont  con- 
jugués par  rapport  à  la  même  coniciue,  les  deux 
triangles  sont  homologiques. 

Soient  en  efTel  ABC,  A'B'C,  A"B"C"  les  trois 
liiaiif^les  insciiis;  lo  le  centre  d'honiologie  de  A'B'C 
et  A"B"C",  w'  celui  de  ABC  et  A"  H"C".  m'  est  par  hypo- 
thèse   sur   la    polaire  de   to.    Mais   celle    polaire   est  la 
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droile  de  Pascal  relative  à  l'hexagone  A'B"C' A"B'C". 
Donc,    d'après    la   léciproque    du    théorème    XIX,    le 
triangle    ABC,    honiol()gi(jue    à    A"B"C",     l'est    aussi 
à  A'B'C. 

C.     O.     F.     D. 

Théorème  XXIV  (corrélatif  du  précédent,  réciproque 
du  théorème  XXII).  —  Si  deux  triangles  circonscrits 
à  une  conique  sont  homologiques  à  un  troisième 
triangle  circonscrit  à  la  même  conique,  et  si  les 
deux  axes  d'homologie  sont  conjugués  par  rapport 
à  la  conique,  les  deux  triangles  sont  fiomologiques. 

Si  la  conique  est  un  cercle,  on  obtient  la  proposition 
suivante  : 

Soient,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  trots 
points  en  ligne  droite  P,  Q,  R.  Menons  de  chacun 
de  ces  points  la  deuxième  tangente  au  cercle  ins- 
crit ;  nous  formons  ainsi  un  nouveau  triangle  cir- 
conscrit A'B'C  Coupons-le  par  le  diamètre  perpen- 
diculaire à  la  droite  PQR,  et  soient  P',  Q',  R'  les 
points  d'intersection  avec  B'C,  C'A',  A'B'.  Les  se- 
condes tangentes  menées  au  cercle  par  les  points  P', 
Q',  R'  coupent  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  en 
trois  points  situés  sur  une  même  droite  parallèle 
à  PQR. 

En  effet,  le  triangle  A'B'C  est  homologique  au 
triangle  ABC  et  aussi  au  triangle  A"B"C"  formé  par  les 
secondes  tangentes  issues  de  P',  Q'  et  R'.  De  plus,  les 
deux  axes  d'homologie  sont  conjugués.  Donc  les  deux 
triangles  ABC  et  A"B"C"  sont  homologiques,  et  Taxe 
d'homologie  devant  former  un  triangle  autopolaire 
avec  deux  droites  rectangulaires  dont  l'une  est  un  dia- 
mètre est  parallèle  à  l'autre. 
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Théorème  XXV.  ^  Si  deux  triangles  hoinolo- 
giqiies  sont  inscrits  dans  une  même  conique,  les 
droites  cjui  joignent  les  sommets  de  V un  aux  points 
d'intersection  des  côtés  correspondants  de  l'autre 
avec  une  transversale  déterminent  sur  la  conique 
trois  nouveaux  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
triangle  homologique  au  second. 

Soient  a^Y;  ABC(^«-.  lo)  les  deux  triangles  inscrits 

Fig.  10. 


homologiques,  XY  la  transversale  qui  coupe  B(i  en  P, 
CA  en  Q,  AB  en  B.  aP,  ^Q,  yR  renconirent  une 
seconde  fois  la  conique  aux  points  respectifs  a',  [i',  y  . 
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Il  faut  démontrer  que  Aa',  B|i',  Cv'  sont  trois  droites 
conconranles. 

Donnons-nous  comme  fixes  la  conique,  le  triangle 
inscrit  ABC,  la  transversale  et  par  suite  les  points  P, 
Q,  R,  et  enfin  les  points  de  la  conique  a  et  a'  alignés 
sur  P. 

Si  l'on  se  donne  |j'  sur  la  conique,  la  droite  O  ^' 
donnera  sur  la  conique  un  second  point  d'intersec- 
tion Tj  ;  B|j  donnera  le  point  co  sur  Aa;  Cto  donnera  y 
sur  la  conique,  et  enfin  Pi*'  donnera  r',  d'où  il  suit 
qu'à  chaque  position  de  |îi'  sur  la  conique  conespond 
une  position  unique  de  v',  et  réciproquement.  DoncB^' 
et  Cy'  se  correspondent  par  homographie.  Si  l'on  met  ^' 
en  (v,  ^  vient  en  A,  (o  aussi,  et  par  suite  y.  Donc  y'  vient 
en  B.  A  la  droite  BC  correspond  donc  la  même  droite  CB. 
Donc  le  lieu  du  point  o)'  où  se  coupent  B^'  et  Cy'  est 
une  droite.  Si  l'on  met  3'  en  A,  ^j  vient  en  C  et  oj  en  D 
sur  BC.  Donc  y  vient  en  B  et  v'  en  A,  comme  3'. 
Donc  A  fait  partie  du  lieu.  11  reste  à  démontrer  que  a' 
en  fait  aussi  partie.  Mettons  3'  en  a'.  Ti  prend  une  cer- 
taine position  ^,  sur  la  conique,  et  to  une  certaine 
position  lo,  sur  Aa;  enfin  to,  C  donne  v,  sur  la  conique. 
Il  faut  montrer  que  Kv,  passe  en  a'.  Il  reviendra  au 
même  de  joindre  a'B  pour  obtenir  v,  et  de  démontrer 
que  C",  passe  |)ar  oj,,  ou  encore  de  prouver  que  les 
deux  triangles  a^,v,  et  ABC  sont  homologiques.  Or 
cela  résulte  immédiatement  de  la  réciproque  du  théo- 
rème IX,  les  points  a,  jiij,  v,  étant  les  seconds  points 
d'intersection  avec  la  conique  des  droites  qui  joignent 
a'  aux  points  d'intersection  des  côtés  du  triangle  ABC 
avec  la  droite  PQR. 

Reniaïque  I.  —  Puisque  le  triangle  ABC  est  homo- 
logique  aux  deux  triangles  a|jy,   a' [j'y',   il    résulte    du 
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théorème  XIX  que  la  droile  f|ui  joint  les  deux  centres 
d'honiologie  m  et  to'  est  la  droite  de  Pascal  de  l'hexa- 
gone inscrit  a|3'va'|3y'. 

Remarque  II.  —  Si  la  droite  X\  est  rejetée  à  l'infini, 
les  droites  aa',  p^',  yy'  sont  respectivement  parallèles 
aux  côtés  du  triangle  ABC.  Si  de  plus  la  conique  est  un 
cercle,  on  retrouve  le  théorème  d'après  lequel,  si  trois 
droites  issues  des  sommets  d'un  triansrle  sont  coucou- 
rantes,  les  droites  symétriques  de  celles-là  par  rapport 
aux  trois  bissectrices  des  angles  du  triangle  sont  aussi 
concourantes.  En  particulier,  les  symédianes  sont  con- 
courantes. De  plus  : 

La  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  d'un  triangle 
au  point  de  concours  des  symédianes  passe  par  les 
points  d'intersection  respectifs  des  droites  3v'  et  v3', 
ya'  et  yV,  a|3'  et  |ja',  si  a,  |3,  y,  a',  ,3',  y'  sont  les  seconds 
points  d'intersection  avec  le  cercle  circonscrit  des  mé- 
dianes et  des  symédianes. 

Si  les  trois  premières  droites  concourantes  sont  les 
hauteurs  d'un  triangle,  les  trois  autres  passent  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit.  Si  donc  on  désigne  par  a, 
P,  y  les  seconds  points  d'intersection  des  hauteurs  avec 
le  cercle  circonscrit,  et  par  A',  B',  C  les  points  du  cercle 
circonscrit  diamétralement  opposés  aux  sommets  du 
triangle,  la  droite  qui  joint  l'orthocentre  au  centre  du 
cercle  circonscrit  passe  par  les  intersections  respec- 
tives des  droites  B'y  et  C'[B,  C'a  et  A'y,  A'  [î  et  B'a.  Ou 
sait  que  cette  droite  passe  aussi  par  le  centre  de  gravité 
et  le  centre  du  cercle  des  neuf  |)oinls  du  liiangle.  Nous 
la  retrouverons  [)lus  loin. 

Théorème  XXVI  (corrélatif  du  précédent).  — Etant 
donnés    deux    triangles    homoiogiques    circonscrits   y 
à  une  même  conique,  on  mène  par  les  sommets  de 
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Van  trois  droites  concourantes  et,  par  les  points  où 
ces  droites  rencontrent  les  côtés  correspondants  de 
Vautre,  trois  nouvelles  tangentes  à  la  conique.  Ces 
trois  tangentes  à  la  conique  forment  un  triangle 
homologique  au  premier. 

La  réciproque  du  théorème  XXV  consiste  en  ce  que 
tout  triangle  ABC  inscrit  dans  la  conique  et  homolo- 
gique à  la  fois  à  deux  autres  triangles  a^^v,  a'Jj'v'  ins- 
crits dans  la  même  conique  l'est  aussi  au  triangle 
formé  i^ar  les  droites  aa',  |j|j',  yy'.  Il  est  aisé  de  démon- 
trer  par  l'absurde  que  ces  droites  coupent  les  côtés  cor- 
res|)ondants  du  triangle  ABC  en  trois  points  en  ligne 
droite.  On  peut  aller  plus  loin  et,  en  appliquant  le 
théorème  XIX,  formuler  la  proposition  générale  : 

Théorème  XXVII.  —  Si  les  côtés  d' un  triangle 
UVW  coupent  une  conique,  savoir  :  VW  en  a  et  a'; 
WU  en  {i  et  |i';  UV  en  y  et  y',  tout  triangle  ABC 
inscrit  dans  la  conique  et  homologique  à  deux  des 
triangles  a^y,  «'[^'y',  UVW  l'est  aussi  au  troisième, 
et  les  centres  d'homologie  du  triangle  ABC  avec  aj^y 
et  a'jS'y'  sont  sur  la  droite  de  Pascal  relative  à 
V hexagone  inscrit  a|j'''a'^3"'  ('). 

Remarque.  —  Si  l'on  su|)[)ose  le  triangle  UVW  cir- 
conscrit à  la  conique,  on  relrouve  le  théorème  XVI 
que,  à  cause  de  son  importance  et  de  sa  simplicité  rela- 
tive, j'ai  cru  devoir  démontrer  directement. 

Théorème  XXVI 11.  —  Les  pieds  de  deux  systèmes 


(')  C'est  ce  théorème,  que  j'avais  démonlré  d'une  manière  tliffé- 
rente,  qui  m'a  servi  à  démontrer  géométriquement  un  thtoréme 
remarquable  de  M.  Bricard  relatif  aux  cycles  tangents  aux  cô  >s  des 
deux  triangles  conjugués  {Nouvelles  Annales  de  Matkéniaii ^ues, 
avril  1908). 
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de   droites   concourantes   issues   des   trois  sommets 
d'un  triangle  appartiennent  à  une  même  conique. 

Soient  en  effet,  dans  le  triangle  ABC  {Jig.    ii),  les 
droites  AD,  BE,  GFqui  concourent  en  lo,  et  les  droites 

Fig.  II. 


AD'^  BE',  CF'  qui  concourent  en  w'.  Je  considf'îre 
l'hexagone  EF'CFE'B  inscrit  dans  l'angle  BAC  A  cause 
du  théorème  de  Pascal,  l'intersection  des  côtés  EF' 
et  FE'  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  o^',  intersection 
de  F'C  et  E'B  à  o>,  intersection  de  CF  et  BF.  On  ver- 
rait de  même  (|ue  FD'  et  DF'  d'une  part,  DE'  et  ED' 
d'autre  part,  se  coupent  aussi  sur  la  droite  wto',  d'oîi  il 
suit  que  l'hexagone  DE'FD'EF'  est  inscrit  dans  une 
conique.  c.  q.   f.   d. 

Réciproquement,  toute  conique  qui  passe  par  les 
pieds  de  trois  droites  concourantes  issues  des  sommets 
d'un  triangle  cou|)e  les  côtes  de  ce  triangle  en  trois 
autres  points  qui,  joints  aux  sommets  opposés,  donnent 
encore  trois  droites  concourantes. 

Remarque  I .  —  Considérons  le  faisceau  des  coni(|ues 
qui  passent  par  les  (|ualre  points  A,  B,  C,  w,  et  la  po- 
laire X'Y'  du  point  co'  par  rapport  au  triangle  AB(L 
Soit  D',   le  point  où  X'Y'  rencontre  B(^.   Le  lieu  des 
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pôles  (le  X'Y'  |jar  rappoiL  à  cliacune  des  coniques  du 
faisceau  est  une  conique  qui  passe  d'abord  par  les 
points  D,  E,  F,  centres  des  trois  sjslèmes  de  deux 
droites  du  faisceau.  De  plus,  ce  lieu  doit  couper  BC  au 
point  D'  conjugué  de  D',  par  rapport  à  BC,  car  D'  est 
le  seul  point  de  BC  qui  puisse  être  le  pôle  de  X'Y'  par 
rapport  à  une  conique  proprement  dite  passant  par  B 
et  C.  De  même,  ce  lieu  passe  aussi  par  E'  et  F',  ce  qui 
fournit  une  nouvelle  démonstration  de  notre  théorème. 
De  plus,  pour  la  même  raison,  les  secomls  points  din- 
terseclion  de  la  conique  avec  les  droites  AD,  BE,  CF 
sont  conjugués  par  rapport  à  Ato,  Boi,  Cto  des  points 
où  chacune  de  ces  droites  rencontre  X'\'.  De  même 
enfin,  les  seconds  points  d'intersection  de  la  conique 
avec  les  droites  AD',  BE',  CF'  sont  conjugués  respecti- 
vement par  rapport  à  A'-»',  Bw',  Coj'  des  points  où  ces 
trois  droile^  rencontrent  la  polaire  X\  de  to  par  rap- 
port au  triangle  ABd  Pour  cette  raison  nous  ap|)elle- 
rons  cette  conique  la  conique  des  douze  points. 

Si,  en  particulier,  l'un  des  systèmes  de  trois  droites 
concourantes  est  composé  des  médianes,  la  droite  XY 
correspondante  est  rejetée  à  l'infini,  et  l'on  obtient  la 
proposition  suivante  : 

Toute  conique  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés 
dun  triangle  coupe  ces  côtés  en  trois  autres  points 
qui,  joints  aux  sommets  opposés,  donnent  trois  droites 
concourantes,  et  la  conique  passe  par  les  milieux 
des  segments  compris  sur  chacune  de  ces  trois 
droites  entre  leur  point  de  concours  et  les  sommets 
du  triangle. 

Remarque  II.  —  Si  Ton  se  rappelle  que  la  droite  uxu' 
est  la  droite  de  Pascal  relative  à  l'hexagone  DE'FD'EF' 
et  qu'on  se  reporte  au  théorème  XIX,  ou  plutôt  à  sa 
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réciproque,  et  aussi  au  théorème  XXVII,  on  verra  que  : 

Si  l'on  joint  les  trois  points  D,  E,  F  ou  D',  E',  F' 
à  un  point  quelconque  de  la  droite  oxo',  les  trois  droites 
ainsi  obtenues  coupent  la  conique  des  douze  points  en 
trois  nouveaux  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
triangle  homologique  aux  deux  triangles  DEF,  D'E'F' 
et  aussi  au  triangle  ABC. 

Ajoutons  que  tout  triangle  inscrit  dans  la  conique 
des  douze  points  et  homologique  à  deux  des  triangles 
ABC,  DEF,  D'E'F' est  aussi  homologique  au  troisième, 
et  que  les  centres  d'homologie  avec  DEF  et  D'E'F'  sont 
sur  la  droite  toco'. 

Remarque  III.  —  Si  l'on  applique  ces  conclusions 
au  cercle  des  neuf  points,  on  obtient  les  résultats  sui- 
vants : 

1°  Il  existe  une  conique  qui  passe  par  les  milieux 
des  côtés  d'un  triangle,  les  pieds  des  hauteurs,  les  mi- 
lieux des  segments  com|)ris  entre  l'orthocentre  et  les 
sommets  du  triangle,  et  les  trois  points  qui,  sur  chaque 
médiane,  sont  conjugués,  par  rapport  au  sommet  et  au 
centre  de  gravité,  du  point  où  cette  médiane  coupe  la 
polaire  de  l'orthocentre  par  rapport  au  triangle. 

2^*  Les  droites  qui  joignent  le  milieu  de  chacun  des 
segments  compris  entre  un  sommet  et  l'orthocentre  au 
milieu  du  coté  opposé  concourent  sur  la  droite  qui 
joint  le  centre  de  gravité  à  l'orthocentre,  parce  que  ces 
trois  milieux  sont  les  sommets  d'un  triangle  homolo- 
gique à  la  fois  au  triangle  donné  et  au  triangle  formé 
par  les  pieds  des  hauteurs,  d'où  il  suit  qu'il  est  aussi 
homologique  au  triangle  formé  par  les  pieds  des  mé- 
dianes. On  reconnaît  aisément  que  chacune  de  ces 
droites  est  la  diagonale  commune  de  deux  rectangles 
inscrits.  Donc  la  conique  est  un  cercle  (jui  a  pour  centre 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  IX.  (Janvier  1909.)  3 


(  34  ) 

le  point  de  eoncours  de  ces  diagonales.  C'est  le  cercle 
connu  sous  le  nom  de  cercle  des  neuf  points.  Donc  le 
centre  du  cercle  des  neuf  points  est  en  ligne  droite  avec 
l'ortliocentre  et  le  centre  de  gravité.  Nous  appellerons 
cette  droite  le  diamètre  principal  du  cercle  des  neuf 
points. 

3"  Les  droites  qui  joignent  chacun  des  pieds  des 
hauteurs  au  second  point  d'intersection  de  la  médiane 
avec  le  cercle  des  neuf  points  concourent  sur  le  dia- 
mètre principal. 

4°  Les  points  du  cercle  des  neuf  points  M',  N',  P' 
diamétralement  opposés  aux  pieds  des  hauteurs  forment 
un  triangle  homologique  au  triangle  donné  et  aussi  au 
triangle  des  pieds  des  médianes  MNP.  Mais  les  pieds 
des  médianes  sont  diamétralement  opposés  aux  seconds 
points  d'intersection  des  hauteurs  avec  le  cercle  des 
neuf  points.  Donc  les  droites  MM',  NN',  PP'  sont  pa- 
rallèles aux  hauteurs  et  passent  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle.  Donc  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit est  sur  le  diamètre  principal  du  cercle  des 
neuf  points. 

5"  Si  l'on  joint  soit  les  pieds  des  hauteurs,  soit  les 
pieds  des  médianes  à  un  point  quelconque  du  diamètre 
principal,  les  seconds  points  d'intersection  de  ces  trois 
droites  avec  le  cercle  des  neuf  points  forment  un 
triangle  homologique  au  triangle  donné,  au  Iriangle  des 
pieds  des  hauteurs,  et  à  celui  des  pieds  des  médianes. 

Rappelons  enfin  que,  comme  conséquence  du  théo- 
rème XXV,  nous  avons  trouvé  encore  trois  points  qui 
sont  sur  le  diamètre  principal  des  cercles  des  neuf 
points. 

Théorème  XXIX  (corrélatif  du  précédent.)  —  Si  D, 
E,  F  ;  D',  E',  F'  sont  deux  systèmes  de  trois  points  en 
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lifi/ie  droite  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC, 
les  six  droites  AD,  BTi,  CF,  AD',  BE',  CF'  sont  tan- 
gentes à  une  même  conique. 

Réciproquement,  D,  E,  F  étant  trois  points  en  ligne 
droite  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  traçons  une 
conique  tangente  aux  trois  droites  AD,  BE,  CF.  Les 
secondes  tangentes  menées  à  cette  conique  des  som- 
mets du  triangle  coupent  les  côtés  opposés  en  trois 
points  en  ligne  droite. 

On  peut  encore  modifier  l'énoncé  de  la  manière 
suivante  : 

Soient  un  triangle  PQK  circonscrit  à  une  conique 
et  trois  droites  concourantes  issues  des  sommets  qui 
coupent  les  côtés  opposés  en  A,  B,  C.  Les  secondes 
tangentes  à  la  conique,  issues  de  A,  B,  C,  forment 
un  triangle  homologique  au  triangle  ABC. 

En  effet,  les  trois  tangentes  QR,  RP,  PQ  coupent  les 
côtés  du  triangle  ABC  en  trois  points  en  ligne  droite, 
puisque  les  deux  triangles  PQR  et  ABC  sont  homolo- 
giques  par  hypothèse.  Alors  on  retombe  sur  la  propo- 
sition précédente. 


[N'IK] 

Sllll    LKS    COlimES    DO^T    LES    rA\<JE\rES 
AIM»AI{TIEi\\E\T  A  M  COMPLEXE  LIVÉAIIIE; 

l'An  M.  E.  KERAVAL, 

Professeur  au   lycée   Hoclic. 


Si  Oz  est  l'axe  du  complexe,  ces  courbes  peuvent 
être  définies  par  la  propriété  suivante   :    «  En  chaque 
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point  M  de  la  ccMirbe   le  plan   oscillateur  contient   la 
perpendiculaire  MP  à  l'axe  Oz.  »  Si  les  coordonnées  x, 
y,  z  du  point  M  sont  fonctions  d'un  paramètre  f,  on  a 
une  relation  de  la  forme 

(i)  xy  —yx'=Y^z\ 

où  R  est  une  constante  cjuon  jjeut  supposer  positive. 
Pour  abréger,  j'appellerai  ces  courbes  des  courbes  K. 
L'équation  du  plan  osculateur  |)eut  s'écrire,  en  appe- 
lant X,  li^,  Z  les  coordonnées  courantes, 

(2)  ^X  — :rV  ^KfZ  — ^}  =  o. 

Ce  plan  osculateur  fait  avec  le  plan  MOZ  un  angle  a 
tel  que 

{6)  ta  n  g  a  =  —  5 

p  désignant  la  distance  M  P.  On  sait  que  ces  courbes  K 
sont  les  lignes  asjmptotiques  des  surlaccs 

X 

de  sorte  qu'on  peut  écrire  leurs  équations 

i^  =  P^^>' 


r{zy 


où  F  désigne  une  fonction  quelconque. 

Tous  ces  résultats  sont  bien  connus  et  très  faciles  à 
établir.  Voici  une  propriété  qui,  je  crois,  n'est  pas 
connue  : 

Théorème.  —  On  peut  définir  les  courbes  K  comme 
les  courbes  tracées  sur  une  surface  de  révolution 
absolument  quelconque  et  qui  coupent  les  méridiens 


sous  un  angle  aigu  V  tel  que 

tangV  =  -, 

K  étant  une  constante  primitive  et  N  la  longueur 
de  la  normale  à  la  surface  limitée  à  l'axe. 

Dans  la  suite  cet  axe  sera  toujours  l'axe  des  z  (les 
axes  rectangulaires)  et  je  l'appellerai  Vaxe  de  révolu- 
tion de  la  courbe. 

Ce  théorème  est  bien  facile  à  vérifier  par  le  calcul  ;  je 
préfère  indiquer  une  démonstration  géométrique  fort 
simple. 

Je  figure  le  plan  déterminé  par  M  et  l'axe  ifig.  i). 
Fig.  I. 


Je  fais  tourner  la  courbe  K  qui  passe  par  M  autour  de 
cet  axe.  Soient  MT  la  tangente  au  méridien,  MC  =  N 
la  normale.  La  tangente  en  M  à  la  courbe  K  se  projette 
sur  la  feuille  suivant  MT.  Si  je  prends 

MA  =  MG  =  N, 
j'aurai 

AB  =  IVIP  =  p. 

K 

En  vertu  de  la  formule  (3)  tanga  =  —,  le  point  pro- 
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jeté  en  A  el  de  cole  K  appartiendra  à  la  tangente  à  la 
courbe    R.    Dès    lors    cette    tangente    fait    avec    MA 
l'angle  V  tel  que 

Réciproquement,  si  tangV  a  cette  valeur  on  a  une 
courbe  K.  En  effet  on  aura 

K 

tançf  a  =  —  ; 

P 

la  tangente  fera  partie  du  complexe  linéaire,  etc. 

Cas  particulier  important.  —  Il  est  évident  que 
sur  rhjperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  les 
courbes  R  doivent  être  les  génératrices  rectilignes; 
j'utiliserai  plus  loin  cette  propriété. 

Conséquences.  —  i°  Si  l'on  prend  la  sphère  comme 
surface  de  révolution,  N  =  const.,  donc  V  =  consl.  ; 
les  courbes  R  sont  alors  les  loxodromies  sphériques. 

2°  Sur  le  cylindre  de  révolution  on  obtient  l'hélice 
circulaire. 

3°  Sur  le  cône  de  révolution  on  obtient  une  courbe 

Fig.  2. 


qui  dans  le  développement  du  cône  doit  se  transformer 
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en  spirale  hyperbolique  el  qu'on  peut  construire  ainsi  : 
on  marque  sur  le  cône  de  sommet  S  un  cercle  fixe  el 
sur  ce  cercle  une  origine  A. 
On  prend  alors  {Jig-  2) 

const. 


Exemple 


S  M  = 


y 


arc  Ai\r 
cos^ 

t 
I 
"  t' 


T.  —  Torsion  nns  courbes  K. 
Je  suppose  oc^y,  z  fonctions  d'un  paramètre  t.  On  a 

xy'  —  737'  =  K5' 
par  hypothèse. 

L'équation  du  plan   osculaleur  au  point  x,  y,  z  est 

yX  —xY  -hK(Z  —  z}  =  o. 

D'autre  part,  cette  équation  peut  s'écrire 

A(X  — a-j  +  BCY— 7j  +  C{Z-  z)  =  o, 


en  posant 


A  =yz"  —  z'y', 

B  ^  z'.t"  ~  .v'z",  Q2=  A2-+-  B2-(-  G2. 

G  =  x'  y — y  ^"i 


Donc 

A 

B           C 
—  .r  ~  K  " 

y  ^ 

Posons 

x'    y    z' 

A  = 

x"   y    z" 

x'"      y'"     z" 
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La  torsion  sera 

I   _   A 

f  ~  çp' 

A    =  K  (  yx'"  —  xy'"  -+■  K  z'"  ). 


Mais 


Donc 
D'où 


xy'  —  yx'  =  Kz\ 

xy"  —  yx"  =Kz", 

yx'" —  xy'"  -r-  Kz'"  =  x'y"  —  y'  x"  =  KF. 

A  =  KF2. 
I  K 


T  p2  +  K2 


et  enfin 

(4)  T  =  K+^. 

Cette  formule  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par 
M.  Appell  dans  sa  Thèse  sur  les  cubiques  gauches.  La 
formule  qui  donne  la  courbure  n'a  pas  été  donnée,  du 
moins  à  ma  connaissance;  elle  est  plus  compliquée. 

Courbure  ( -tt  j  des  courbes  K. 


i)" 


J'envisage  la  courbe  K  comme  tracée  sur  une  surface 
de  révolution  d'axe  O:;  d'après  la  loi  que  j'ai  indiquée  : 


tang\  =.  -. 


Soient  s  l'arc  de  la  couihe  et  7  l'arc  du  méridien 
j_  _  Q2  _  F-^(p-3^K^; 
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Si  je  pose 


ce  =  p  coscp,        y  =  P  sinçp, 

S'i  =  <j'2  _^.  p2  çi'2  =,    ^ i  , 

I  F2(K2-+-p2)N6 


R2         (N2-f-K2)3cr'6 

Pour  calculer  F  je  me  sers  de  la  formule 

x'y" — yx''=^  KF, 
qui  s'écrit 

KF  =  2p'2cf'-(-  pp't^" —  pp"<p'-+-  p*tp'', 
,       Kz'  „       K(p2" — ap'-s') 

O   =  — ;->  Cp    =  ■ r ■ > 

p2  ^  p3 

P  P* 

Soit  /■  le  rajon  de  courbure  de  la  méridienne, 


e=:+i  si  la  concavité  de  la  méridienne  est  tournée 
vers  l'axe,  sinon  e  =  —  i  ; 


d'où 
d'où 


£CJ'3 

K 

iz'3 

F 

?  '' 

z' 

a' 

I  / 

H 

0 

'  z 

K2\ 

y 

t'3 

p( 

— h 
r 

N-^J 

> 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  courbure  en  fonc- 
tion de  celle  de  la  méridienne. 
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Applications.  —  i°  Pour  la  courbe  considérée  plus 

haut 

cos<  %\nt  I 

on  trouve 


R2  3Ï(H-  2^2;3 

2°  Pour  la  courbe 

a;  =  e',         j'  =  <;-',         z  =  ^  y/a , 

/^ 
Celle-ci  est  une  hélice. 
3"  La  courbe  K 

ar  =  I  —  cos^,         ^  =  sinf,         z  =^  t  —  sinf 

est  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution;  l'axe  delà 
courbe  est  une  génératrice  du  cylindre.  Elle  se  pro- 
jette sur  xOz  suivant  une  cjcloïde  et  donne     . 

rp  ,  I  -la-H-i 

I    =  237  +  1.  -=— 


R2        (x'^-\-\f 
4"  La  courbe 

a7  =  e'cosf,        y  =:  e' %\nt,         z  =  e^' 

est  une  courbe  Ksur  paraboloïde  de  révolution 

I     _        I  -T-  4^ 

R^    ~    -iZd-^  '2  2)^ 
IL    CoURBKS    K    QUI    SONT    DES     HÉLICES. 

J'écris  que 

T 

—  =  const.=  m 
ix 
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et  j'ai 

K     =  //j 


Ce  que  j'ai  dit  à  propos  de  l'hjperboloïde  me  con- 
duit à  poser 

ou,  en  prenant  z  comme  variable, 

M  =  —  -+-  I  -1-  p  ^ 


L'équation  à  intégrer  devient 

l  K2-+-N2  j     "       p2        rf^ 


('K--Hp2)2  ^/p 

Les  variables  se  séparent  et  l'on  a 

K/«  EO  _ 

(6)  +     ,      '  =G, 

qui  définit  la  méridienne  par  une  relation  entre  p  etN. 
Nous  allons  retrouver  la  formule  (6)  par  une  méthode 
différente. 


Equations  des  coukbes  R  qui   sont  des   hélices. 

Supposons  que  l'axe  hélical  ait  ses  cosinus  directeurs 
proportionnels  à  a,  o,  v.  La  normale  au  plan  oscula- 
leur  doit  faite  un  angle  constant  avec  cette  direction, 
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ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

cos-A 

Nos  courbes  se  projeltent  donc  sur  le  plan  des  xy 
suivant  une  conique,  ellipse,  hyperbole  ou  parabole. 
Comme  tout  ceci  doit  être  connu,  j'indique  simple- 
ment les  résultats. 

Premier  cas.  —  La  projection  est  une  ellipse 
d'axes  2a,  ib  : 

c=  ^a'^—b^. 

L'axe  focal  doit  rencontrer  Oz;  ici  c'est  Oy. 

La  courbe  K,  qui  est  une  hélice,  a  pour  équations 

X  =^  b  cost 
y  =  a  s'\nt  -\-  h 
ab  bh 


h=  j^b^^K^. 

Pour  la  méridienne  du  plan  des  xz  nous  aurons 

!x^  =  b-  cos2 1  -\-  {asint  -\-  h)-, 
ab  bh 

z    =  -—  t  —  —r  cost. 
K  K 

On  trouve  facilement 

ex  c(a  -4-  /i  siii  /) 

y/]\2_|_  K2         c-  ^\nt  -h  ah 

£  =  ±  I  suivant  le  signe  de  a  4-  A  sint, 

K  cK 

-+-  J x^  -+•  K-        ^^  sin  ^  -t-  ah 
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D'où 


P 


v/iN2+  K2  "^    v/^2_i_  K2        C 


1  ,  62 

/>,  c  est  le  paramètre  — 


Deuxième  cas.  —  La  projection  est  une  hyperbole. 
L'axe  focal  rencontre  O^;  ici  c'est  Oy.  L'hélice  K 
a  pour  équations 

y  =  a  ch  t  -h  h, 

ab  bh    , 

et  la  méridienne  du  plan  des  xz^ 

l   372=  62  sh2<  +  (ach; -H  A)2, 
abt  -f-  bli  sh  t 


—  K 

On  trouve  facilement 

X  _  c(  a  -\-  hc\ït) 

±  y/ IN  2-1-  K2         c2  ch  ï  -i-  aA 
I  c 


4/^2  _)_  ^2        C''  ch  t  -\-  bh 


d'où 

(6") 


P 


V/N2+K2  y/a72+K2  «^ 


Troisième  cas.  —  La  projection  est  une  parabole. 
Ce  cas  est  lout  particulièrement  intéressant,  puisque 
nous  avons  toutes  les  hélices  cubiques. 
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Elles  ont  pour  équations 

y  =  >-lJt'--^  h. 

ô  K  K 

K  =  -H  \l p-  -^  "i-ph  ■ 

La  méridienne  a  pour  équations 

1   x-^=  ^p'^  l'*-T- ^pi p -^  h)l'^-^  h'-^ 

M  =  If  <""'-=""■ 

On  Irouve 

p  -^  ih     _        p  -k-  ih 


doù 

(G"') 


s/x'^  +  K2 

ipt--\-  p  ^-  h 

ea; 

ipf-  —  A 

v/N-^+K2 

2/)r2  -\-  p  -\-  Il 

£.r 

K2 

v/N2-^K5        ^/r2+K2 


Réciproqueinenl,  il  est  facile  d'intégrer  celte  équa- 
tion et  de  retrouver  la  méridienne. 

En  résumé,  les  méridiennes  sont  caractérisées  par 
l'équation  intrinsèque  : 

Projection  ellipse. .. .  \ '  =     —     (/l'^c) 

Projection  hypeibole.  -  h '  = {h<Cc) 


Projection  parabole. 


v/N2-f-K2         y/ar^  H-  K^ 
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Exemple.  —  Pour  la  cubique  hélicale 

X  =  t 

_    f2  3 

■^  ~  2         2     \         d'axe  O2. 
«3         Zt 

I^a   méridienne   est   (comme  toujours   dans    le    plan 
des  xz) 

i"= 1 ' 


Si  l'on  suppose  d^'  >■  o, 

:r  «2  ~  3 


K  4 


si  «  >  /3  , 


On  a  doue 


K 


£  =  -i-  I 
Fie.  3. 


B' 


0       A' 


/ 

/ 


c 


surrarcBCetB'C'(y?-.  3>, 

£  =  — 

sur  laïc  li'AB. 
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III.  —   Etude  des  méridiennes  algébriques. 

Les  hélices  cubiques  sont  les  courbes  tracées  suivant 
la  loi 

tangV=  - 

sur  les  surfaces  de  révolution  dont  la  méridienne  a  pour 
équations 

Ce  sont  ces  méridiennes  que  je  me  propose  d'étu- 
dier. Si  l'on  élimine  t  entre  les  équations  qui  pré- 
cèdent, on  trouve 

(8)  Azi-h^2(Ba72H- Gj-f-F(a7)  =  o, 


OU 


¥(x)  =  ^p'-ix^—h^)  [x^—  k{h  -H  ■id)Y. 

J'ai  posé  pour  abréger 

d  =^  ip  -^  5h, 

A  =  — 8iKS 

B  =—  5^pK-i(d~-  h), 

C  =  --r  iSpK^(  3  dh-^  -h  3  h^  -h  3d^h—d^). 

La  forme  (8)  met  de  suite  en  évidence  deux  points 
doubles  sur  x'x.  La  courbe  admet  évidemment  Ox, 
Oz  pour  axes  de  symétrie. 

Si  l'on  traite  l'équation  (8)  comme  une  équation  du 

deuxième  degré  en  z^  et  qu'on  forme  le  discriminant, 

on  trouve  à  un  facteur   constant  près  qui   est  positif 

l'expression 

(jci-^  d-^—h-^)Hx^-r-  K2). 

La  présence  du  carré  nous  indique  encore  des  points 
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doubles  imaginaires,  parce  que 

On  a  ainsi  quatre  points  doubles  imaginaires;  donc 
six  points  doubles  à  dislance  finie.  Enfin  à  l'infini  nous 
trouvons  un  point  double  dans  la  direction  Os;  la 
droite  de  l'infini  touche  la  courbe  en  six  points  con- 
fondus. 

Enfin  aux  points  de  rencontre  imaginaires  de  la 
courbe  avec  l'axe  des  z  le  rayon  de  courbure  égale 
±¥.i. 

Les  points  doubles  sur  x' x  peuvent  venir  se  con- 
fondre en  O;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  avec  la 
méridienne  unicursale 


qui  admet  six  foyers  sur  O^  et  six  sur  Oz. 

Sur  Ox  leurs  abscisses  sont  données  par  l'équation 

^x^-^  ix  ±-]  =  o, 

ce  qui  donne  deux  foyers  réels  sur  x' x. 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  établies  encore 
plus  facilement  en  parlant  des  formules  (7). 

Note.  —  Pour  l'étude  de  la  loxodrome  sphérique  j'ai  pris 
les  formules  suivantes  qui  me  paraissent  particulièrement  com- 
modes; /■  désigne  le  rayon  de  la  sphère  : 

cos< 

x  =  r- -, 

cil  «i f 

sini 

y 


ch  mt 
sh  mt 
ch  mt 


Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  IX.  (Janvier  1909.) 
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CERTIFICATS  D'ASTRO\OMIE. 


Bordeaux. 


Épreuve  théorique.  —  Définir  les  éléments  de  l'orbite 
d'une  étoile  double. 

Exposer,  au  choix,  une  méthode,  graphique  ou  analy- 
tique, permettant  de  déterminer  ces  éléments. 

Épreuve  pratique.  —  On  a  observé  au  méridien  le  pas- 
sage du  centre  du  Soleil  et  sa  déclinaison,  le  i"  avril  et 
le  i"  juin  1900,  et  l'on  a  trouvé: 

Différence  des  ascensions  droites  à  ces  deux  jours.     3''53"'59*,  53 

Déclinaison  le  i*""  avril 4"28'3i'', 7 

»  le  I"  juin 22°    l'SS'.S 

On  demande  de  calculer  l'obliquité  de  l'écliptique. 

(Juillet  1908.) 


CORRESPONDANCE. 


M.  d'Ocagne.  —  Sur  une  formule  de  cubature.  —  La 
formule  (1),  dite  de  Sarrus,  que  M.  Fontené  vient  de  rappeler 
récemment  dans  votre  Journal  (septembre  1908,  p.  385),  est 
également  vraie  pour  tout  solide  dans  lequel  l'aire  de  la  sec- 
tion parallèle  à  un  plan  fixe,  au  lieu  d'être  une  fonction  du 
second  degré  de  la  cote,  en  est  une  du  troisième. 

Gela  résulte  de  ce  que  la  même  formule  de  Cotes  s'applique 
pour  la  quadrature  d'une  fonction  de  degré  in  et  pour  une 
de  degré  2  n  4- 1  (  bien  que  dans  les  Traités  d'Analyse  on  donne 
une  formule  spéciale  k  m-\-i  termes  pour  chaque  degré  m). 
Cette  remarque  qu'il  est  très  facile  d'établir  directement, 
comme  je  le  fais  voir  dans  mon  Calcul  graphique  et  Nomo- 
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graphie  (p.  98),  se  déduit  aussi  d'un  théorème  que  j'ai  énoncé 
dans  les  Nouvelles  Annales  sous  forme  de  la  question  2018 
(1905,  p.  240,  résolue  même  année,  p.  527). 

Mais,  si  l'on  n'a  en  vue  que  la  formule  de  cubature  ici  en 
question,  la  vérification  est  immédiate.  Elle  se  résume  à  re- 
marquer que  non  seulement  pour  m  =  i  et  m  =  1,  mais  en- 
core pour  m  =  3,  on  a  bien 


6. 7. '""2 


SOLITIOXS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2092. 

(1908,  p.   143.) 


D'un  point  M  variable  d'une  parabole  de  sommet  O  on 
abaisse  les  deux  normales  dont  les  pieds  sont  P  et  Q.  // 
existe  une  parabole  tangente  aux  côtés  du  triangle  MPQ 
et  ayant  son  foyer  en  O.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de 
la  droite  OM  avec  la  directrice  de  cette  parabole  est  une 
ellipse. 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Bouvaist. 
Soit 

M^  -t-  V^->r-  «'  (  a  M  +  ^V)  =  O 

la  parabole  inscrite  dans  le  triangle  MPQ  ayant  pour  foyer  le 
point  O. 
Soient 

X  =  <2, 

7  =  /  \/-?.p 
les  coordonnées  de  M. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  normales  MP, 
MQ  est 

-if 

m  -+-2  =  0. 

ip 


(  52) 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues 
de  M  à  ia  parabole  est 

nî2(a^2__  g  _  ,nt{pt  -\-  Cl.  ^/Tp)  -^  ^t  /â^  —  i  =  o. 

Identifions  ces  deux  équations,  il  vient 

'  fi-       £±11. 

"^P  tp  s/xp 

la  directrice  de  la  parabole  a  pour  équation 

a  ^  ■+-  ^y  —  2  =  0 
ou 

X  t'^-{-  p 

h  r -p^iz.  -1-2  =  0; 

•^p        tp  ^TIp 

la  droite  OM, 

X  y 

éliminons  ï,  il  vient 

Sa?^-!-  2^2 _|_  ^px  =  o. 

Autre  solution  analytique  par  M.  Pêlissier.  Solution 
géométrique  par  M.  Clapier. 

2093. 

(  1908,   p.    i',3.) 

Etant  donné  un  triangle  ot.  ^y,  une  transversale  rencontre 
les  côtés  py,  Y^t,  «^  en  M,1\,P,  et  l'on  considère  sur  ^y  le 
segment  AD  de  milieu  M  dont  les  extrémités  h.  etH  divisent 
harmoniquement  py,  sur  ya  le  segment  analogue  BE, 
sur  a^  le  segment  analogue  CF  ;  les  six  points  A.D,  B,  E,  G,  F 
sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet.  Si  la 
droite  MNP  reste  tangente  à  une  conicjue  S  circonscrite  au 
triangle  ajEy,  chacun  des  quatre  côtés  DEF,  DBC,  EGA, 
FAB  du  quadrilatère  complet  passe  par  un  point  fixe,  et 
les  quatre  points  obtenus  sont  les  sommets  d'un  quadrangle 
dont  a^y  est  le  triangle  diagonal.  Examiner  le  cas 
particulier  où  la  conique  S  est  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  a^y.  (Sur  ce  cas  particulier,  voir  Koehler, 
Exercices,  p.  177.) 

(G.  FONTENÉ.) 
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SOLUTION 

Par  M.  Parrod. 

Soient  m,  n,  p  et  a,  6,  c  les  coordonnées  homogènes 
de  M,  N,  P  et  A,  B,  G  ;  celles  de  D,  E,  F  sont  —  «,  —  6,  —  c. 

On  a 

m  =  a*,         n  =  b^        et        p  =  c'K 

Or 

in.n.p  =  i; 

donc 

a.b .c  =±\  \ 

La  première  partie  est  ainsi  établie. 

En  prenant  pour  triangle  de  référence  a^Y?  l'équation  tan- 
gentielle  de  la  conique  est 

\/«  +  \/v  4-  yfïv  =  o; 

l'équation  de  la  droite  MNP  étant 

ux  ^  l'y  -h  wz  =  o, 
on  a 

IV  II 

—  =  km  —  =  lin. 

k  et  h  sont  des  nombres  qui  ne  dépendent  que  des  élé- 
ments du  triangle  de  référence.  Portons  les  valeurs  de  u  et  v 
dans  l'équation  de  la  conique,  on   a 

au  y//j .  k  -+-  a  \/7c  -i-  i  =  o  ; 

donc  le  côté  AB  passe  par  un  point  fixe;  de  même  pour  les 
trois  autres  côtés. 

Lorsque  la  droite  MN  est  tangente  en  a,  les  points  B,  G,  E 
et  F  sont  confondus  en  x,  et  les  points  fixes  par  lesquels 
passent  les  côtés  BG  et  EF  sont  alignés  sur  a;  donc  a^y  est 
le  triangle  diagonal  du  quadrangle  de  ces  points  fixes. 

Quand  la  conique  est  le  cercle  circonscrit,  les  quatre  points 
fixes  sont  évidemment  les  quatre  centres  des  cercles  inscrit  et 
exinscrits. 

Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist  et  Sondât. 
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2094. 

(1908,  p.   m.) 

Démontrer  que  les  cercles  bitangents  à  une  hyperbole  et 
ayant  leur  centre  sur  l'axe  non  transverse  sont  vus  d'un 
foyer  sous  angle  fixe. 

(M,  TÊTU.) 

SOLUTION 

Par  M.  F.  Boulad. 

Soient  C  le  centre  d'un  cercle  bitangent  à  une  hyperbole  de 
centre  0  et  M  son  point  de  contact  avec  la  bianche  du  côté 
d'un  foyer  F  de  cette  hyperbole.  Il  suffit  de  prouver  que  le 
rapport  du  rayon  CM  de  ce  cercle  à  la  distance  CF  est  con- 


stant. Pour  cela,  projetons  le  foyer  F  respectivement  en  T  et  N 
sur  la  tangente  et  la  normale  en  M.  Je  dis  que  les  deux  angles 

FTO  et  TOF  du    triangle  FTO   sont   respectivement   égaux 

aux  angles  FMG  et  MGF  du  triangle  F.MC. 

En  effet,  on  sait  que  les  trois  points  O,  T  et  N  sont  situés 
sur  une  droite  parallèle  au  rayon  vecteur  F'M.  Gomme  l'angle 

NTF  =  l'angle  FMN,  leurs  suppléments  FTO  et  FMG  sont 
égaux.  En  outre,  le  quadrilatère  FOGN,  ayant  ses  deux  angles 
opposés  O  et  N  droits,  est  inscriptible  dans  un  cercle.  On  a, 
par  suite, 

angle  NOF  =  angle  NGF. 
Il  s'ensuit  que  les  deux  triangles  FMG  et  FTO  sont  sem- 
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blabies  et  donnent 

MC  _  TO  _  g 
fC  ~  OF  ~  c' 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien,  Betto,  Bouvaist,  Bros, 

PaRROD,  PÉLISSIER. 

2095. 

(1908,  p.  240.) 

Si  deux  quadriques  ont  en  commun  deux  génératrices 
Ox,  Oy,  le  long  desquelles  elles  se  raccordent,  elles  ont 
en  0  un  contact  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  qu'une  per- 
pendiculaire au  plan  xOy  rencontre  les  deux  quadriques 
en  deux  points  M  et  M',  dont  la  distance  est  un  infiniment 
petit  du  quatrième  ordre  en  prenant  OM  comme  infini- 
ment petit  principal. 

(G.  F.) 

SOLUTION 

Par  M.  TÉTU. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  Ox^  Oy  et  la  perpendi- 
culaire Oz  menée  par  O  au  plan  xOz.  Les  équations  des  deux 
quadriques  sont 

"kz^  -h  2 Ayz  -h  îBzx  -\-  "îCxy  +  -iDz  —  o, 
X' 5^  -t-  2  Ayz  -h  ^Bzx  -h  'iCxy  +  ïDz  =^  o. 

Je  vais  montrer  que  les  sections  par  des  plans  passant 
par  Oz  sont  des  coniques  ayant  en  O  un  contact  du  troisième 
ordre.  Coupons  par  y  =  mx,  les  projections  des  coniques 
sur  xOz  sont 

Iz^  -H  2  (  A  m  -I-  B)xz  ^  'i.Cmx--h  .iT>z  =  o, 
1'  z^-\-  2  (  A  m  -h  B)xz  -h  2  G  m  57-  +  2  D  z  =  o, 

équations  qui  représentent  deux   coniques  ayant  en  O  quatre 
points  communs  confondus. 
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OIESTIOXS. 


2113.  Si  l'on  définit  un  tétraèdre  SABG  en  donnant  les 
faces  X,  |i.,  V  du  trièdre  S  et  les  longueurs  a,  p.  y  des  arêtes 
issues  de  S,  le  tétraèdre  est  orthocentrique  sous  les  deux 
conditions 

'-^      ^      ^      ^      ï 

COSÀ  C0S[JI  COSV 

Cela  étant,  dans  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD  dont  H 
est  l'orthocentre,  on  donne  les  valeurs  algébriques  a,  p,  y,  S 
des  segments  HA,  HB,  HC,  HD,  le  sens  positif  sur  chaque 
hauteur  allant  de  la  base  vers  le  sommet  :  déterminer  la  valeur 
commune  des  rapports  égaux 

cos(  b,c)        cos(c,  a)        cos(«,6)        cos(d,a) 

ôx         ~         0^         ~         oy  jiiY         ~''  '■' 

la  notation  (b.c)  indiquant  le  dièdre  relatif   aux  plans   des 
faces  è  et  c,  . . . .  (G.  Fontené.) 

2H6.  Soient  Aj,  Aj, ...  des  points  fixes  dans  l'espace,  et  OAj, 
OA2, ...  un  système  de  demi-droites  qu'on  déplace  de  toutes 
les  manières  possibles  autour  du  point  O  sans  le  déformer. 
Aux  points  Al,  As,  ...  on  applique  des  vecteurs  Vj,  V2, ...  de 
grandeurs  déterminées  parallèlement  aux  demi-droites  OAj, 
OA2,  •••.  Déterminer  l'ordre  du  complexe  formé  par  les  axes 
centraux  des  systèmes  de  vecteurs  ainsi  obtenus  f). 

Si  l'on  impose  la  condition  que  les  vecteurs  aient  une  résul- 
tante, le  complexe  est  remplacé  par  la  congruence  des  droites 
qui  portent  les  résultantes:  déterminer  l'ordre  et  la  classe  de 
cette  congruence. 

Même  question,  si  l'on  impose  la  condition  que  le  système 
des  vecteurs  ait  un  moment  donné  par  rapport  à  un  axe  paral- 
lèle à  la  résultante  générale.  ('G.  Fontené.) 

(')  M.  d'Ocagne  a  montré  que,  dans  le  plan,  la  résultante  des 
vecteurs  V  passe  par  un  point  fixe.  Il  en  est  de  même  dans  l'espace 
pour  des  vecteurs  parallèles. 


(  5;  ) 


[K13ca] 

CO\rUII{liriO\  A  LA  TIIÉOUIE  DU  TÉTRAÈDRE; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Celle  Noie  esl  une  conlribulion  à  la  Géométrie  élé- 
mentai/'e  du  létraèdre.  J'indiquerai  loulefois  les  faits 
généraux,  donnés  par  la  Géométrie  analytique,  qui  do- 
minent les  faits  jDarticuliers  dont  j'aurai  à  m'occuper. 

Je  signale  à  l'attention  des  lecteurs  du  Journal 
un  fait  de  situation  {fin  du  n"  12)  que  J'ai  pu  éta- 
blir seulement  pour  un  tétraèdre  avant  un  trièdre 
trirectangle,  mais  qui  reste  très  probablement  exact 
pour  un  tétraèdre  simplement  orthocentrique. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

TÉTRAÈDRES     QUELCONQUES. 

1.  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux 
quadriques  conjuguées  à  un  tétraèdre  donné  et  passant 
par  un  point  donné  est  une  surface  du  troisième  ordre 
passant  par  les  arêtes  du  tétraèdre  (Paijnvin).  Voici  un 
cas  particulier.  Les  quadriques  qui  passent  par  les  cen- 
tres des  huit  sphères  inscrites  à  un  tétraèdre  ABGD 
ont    pour   équation    générale,  si   on   les  rapporte  à   ce 

tétraèdre, 

a  372 -H  by^-^  cz^-+-  dt^  =  o, 

sous  la  condition 

a  -\-  b  -h  c  -ir  d  =  o; 

Ann.  de  Mathëmat.,  4°  série,  t.  I\.  (Février  igoq,  )  •> 


(  58  ) 
ces  quadrlqiies  sont  les  hjperl)oloïdes  équilatères  qui 
adniellenlcomme  lélraèdre  conjugué  le  télraèdie  ABCD 
(Salmon,  p.  256).  Le  lieu  des  centres  de  ces  quadriques 
est  la  surface  qui  ;i  j)Our  équation 

A        B        G        D 

■■ '■ ■■ =o, 

T        y         z         t 

A,  B,  C,  D  étant  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  ;  cette 
.surface  est  le  lieu  des  points  dont  les  projections  ortho- 
gonales sui-  les  pians  des  faces  du  tétraèdre  sont  dans 
un  même  plan.  (A.  Saktiaux,  JVoui'elles  Annales, 
i864,  p.  370.) 

Parmi  les  quadriques  considérées,  il  s'en  trouve  une 
ajant  pour  centre  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  deux 
.quelconques  dts  huit  points  en  question,  attendu  que 
ces  points  forment  un  sjstènie  de  Lamé;  on  arrive 
ainsi  à  ce  résultat  : 

Les  points  milieux  des  vingt  huit  droites  qui 
/oignent  deux  à  deux  les  cent/es  des  huit  sphères 
inscrites  dans  un  tétraèdre  quelconque  sont  sur  une 
même  sur/ace  du  troisième  ordre  qui  contient  les 
arêtes  du  tétraèdre. 

(Bkltrami,  N.  a.,  i863,  p.  336.) 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'un 
de  ces  points  mdieux  sur  Les  plans  des  faces  du 
tétraèdre  sont  dans  un  même  plan. 

(A.  Sautiaix,  /V.  a.,  1864,  p.  36;.) 

Il  va  sans  dire  que  l'idée  de  rattacher  le  théorème 
de  Bcltrami  au  théorème  de  Painvin  n'est  pas  nouvelle. 

{N.  A.,  18G4,  j>.  225  et  i865,  p.  74.) 

^.  Avant  de  démontrer  géométriquement  le  théorème 
énuncé  en  dernier  lieu,  je  rappelle  que  les  Jiuit  splières 
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tangentes  aux  plans  des  faces  cV un  tétraèdre  for- 
ment deux  systèmes  bien  distincts :Viin  des  systèmes 
est  formé  de  la  sphère  inscrite  et  des  trois  sphères 
inscrites  dans  les  espaces  nommés  combles  (nombre 
pair  de  plans  bissecteurs  extérieurs)  ;  l'autre  système 
est  formé  des  quatre  autres  splières  (nombre  impair  de 
plans  bissecteurs  extérieurs).  Les  centres  des  huit 
sphères  forment  ainsi  deux  tétraèdres 

(i,r,r,  r"j   et   (i,,io,  13,1^). 

Dune  part,  chacune  des  douze  arêtes  de  ces  deux 
tétraèdres  rencontre  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
primitif  ; 

D  au  Ire  part,  chacune  des  seize  droites  qui  joignent 
l'un  des  points  1,  F,  l",  I"'  à  l'un  des  points  I,,  L,  I3. 
l i  passe  par  un  sommet  du  tétraèdre  primitif. 

On  a  bien  ainsi  vingt-huit  droites. 

Soient  [  et  J  les  centres  des  deux  sphères  que  1  on 
considère,  et  qui  peuvent  appartenir  à  des  systèmes  dif- 
férents ou  à  un  même  système;  soit  K  le  milieu  jde  IJ. 
Introduisons  les  deux  cônes,  de  sommets  S  et  S',  qui 
sont  circonscrits  à  la  fois  aux  deux  sphères;  les  plans 
des  quatre  faces  du  tétraèdre  sont  tangents  à  l'un 
ou  à  l'autre  de  ces  deux  cônes  (soit  qu'il  y  ait  trois 
plans  tangents  à  l'un  des  cônes  et  un  plan  tangent  à 
l'autre,  soit  qu'il  y  ait  deux  plans  tangents  à  l'un  des 
cônes  et  deux  plans  tangents  à  l'autre).  On  doit  prou- 
ver que  les  projections  du  point  K,  n)ilieu  de  IJ,  sur 
les  plans  tangents  à  l'un  quelconque  des  deux  cônes, 
sont  dans  un  même  plan  ;  or,  si  l'on  coupe  le  système 
des  deux  sphères  ei  des  deux  cônes  par  un  plan  conte- 
nant la  droite  IJ,  le  fait  à  établir  se  réduit  au  f.iit  ana- 
logue de  géométrie  plane,  et  celui-ci  résulte  du  théo- 
rème de  Simpson.  Le  plan  qui  contient  les  projections 
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du   point    R    est    d'ailleurs    perpendiculaire  à  la 
droite  IJ. 

3.  Relativement  à  ce  dernier  fait,  qui  ressort  de  la 
dénnonslration  donnée,  je  ferai  la  remarque  suivante. 
La  surface  du  troisième  ordre  considérée  ici  est  en 
même  temps  le  lieu  d'un  point  M  dont  le  point  inverse 
est  rejeté  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  la  droite  inverse 
de  la  droite  AM  par  rapport  au  trièdre  A,  et  les  trois 
droites  analogues,  sont  parallèles;  le  plan  qui  con- 
tient les  projections  du  point  M  est  perpendiculaire 
à  la  direction  de  ces  droites.  (Cette  remarque  donne 
même  une  démonstration  du  fait  qu'un  point  M  dont 
les  coordonnées  véiifient  l'équalion  de  la  surface  à  ses 
projections  sur  les  plans  des  faces  du  tétraèdre  situées 
dans  un  même  plan.) 

Dès  lors,  si  l'on  prend  comme  point  M  le  milieu  R 
du  segment  IJ,  lorsque  les  centres  I  et  J  sont  alignés 
avec  le  point  A  (sphères  appartenant  à  des  systèmes 
différents),  la  droite  AIKJ  est  sa  propre  inverse  par 
rapport  au  trièdre  A,  et  le  plan  qui  contient  les  pro- 
jections du  point  K  est  perpendiculaire  à  cette 
droite. 

4.  Si  le  tétraèdre  est  orthocentriqiie,  son  ortho- 
cemre  étant  H.  le  plan  qui  contient  les  projections 
du  point  M  partage  le  segment  MH  dans  le  rapport 
de  1  à  2.  Cetli^  propriété,  que  j'avais  indiquée  sous 
Ibrme  de  question,  a  été  établie  par  M.  R.  Bouvaisf 
(iV^.  /4.,  1906,  p.  479)  de  la  manière  suivante  :  Pour 
un  tétraèdre  quelconque,  deux  points  inverses  sont  les 
loyers  d  une  quadrique  de  révolution  inscrite,  les  pro- 
jections de->  deux  points  sur  les  plans  des  faces  étant 
sur  une  même  sphère  qui  est  la  sphère  principale  de 
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la  quadriqiie.  La  surface  du  troisième  ordre  considérée, 
surface  inveise  du  plan  de  l'infini,  est  le  lieu  des  fovers 
des  paraboloides  de  révolution  inscrits  au  tétraèdre,  les 
plans  qui  contiennent  les  projections  des  points  delà  sur- 
face sur  les  plans  des  faces  du  tétraèdre  étant  les  plans 
tangents  au  sommet  de  ces  j)araboloïde5.  Or  on  sait  que  le 
plan  orthoptique  d'un  paraboloïde  inscrit  à  un  tétraèdre 
orthocentrique  passe  par  l'orthocentre  de  ce  tétraèdre 
(fOiV,  par  exemple,  Uuporcq,  Premiers  principes  de 
Géométrie  moderne,  p.  i  18);  la  proposition  énoncée 
résulte  de  là,   la  distance  du  sommet  d'un  paraboloïde 

elliptique    au   plan    orthoptique  étant —^    ce    qui 

donne/»  pour  un  paraboloïde  de  révolution. 

Nous  aurons  l'occasion  d'ap|)liquer  cette  propriété 
au  point  K,  milieu  du  segment  [J,  les  points  I  et  Jetant 
en  ligne  droite  avec  le  point  A.  (s|)hères  appartenant  à 
des  systèmes  différents  );  il  serait  intéressant  d'en  avoir 
une  démonstration  élémentaire. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

I.   —    GÉOMÉTRIE    PLANK.    TrIANGLES. 

o.  Un  cercle  U  et  une  conique  V  étant  donnés,  la 
condition  d'existence  de  triangles  inscrits  à  U  et  con- 
jugués à  V,  ou  de  triangles  circonscrits  à  V  et  conju- 
gués à  U,  est  (jue  le  cercle  U  soit  orthogonal  au  cercle 
orthoptique  de  la  conique  V  (Steiner  et  Faure).  Con- 
.sidérons  alors,  pour  un  triangle  ABC  : 

Le  cercle  circonscrit,  de  centre  O  et  de  rayon  R, 

Le  cercle  inscrit,  de  centre  1  et  de  rajon  r, 

Le  cercle  conjugué,  de  centre  H  et  de  rayon  p, 

ce  dernier    étant   d'abord    supposé    réel  ;    en    prenant 
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pour  U  et  V  les  cercles  O  et  H,  puis  les  cercles  O  et  I, 
on  peut  dire  : 

Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  obtusangle  est 
orthogonal  au  cercle  orthopticjue  du  cercle  conjugué 
à  ce  triangle. 

Le  cercle  conjugué  à  un  triangle  obtusangle  est 
orthogonal  au  cercle  orthoptique  du  cercle  inscrit 
à  ce  triangle. 

On  a  les  formules 

Hl'      =   p2    -f-  2/2. 

6.  Les  pieds  des  hauteurs  étant  P,  Q,  R,  posoas 
(H)  =  HÂxHP=ïrBxHQ  =  HCxHR. 

Dans  le  cas  d'un  triangle  obtusangle  on  a  p^  =  ('H). 
On  peut  donc  écrire  pour  un  triangle  quelconque,  en 
vertu  du  principe  de  continuité, 

(i)  OH    =     R^^-iCH), 

(2)  ÏH^     =  17-^~-+-      (H). 

La  formule  (i)  est  facile  à  établir  géométriquement  :  il 
suffit  de  considérer  la  puissance  du  point  H  par  rapport 
au  cercle  circonscrit,  cette  puissance  étant  HA  X  2HP.    ' 

Pour  démontrer  géométriquement  la  formule  (2), 
nous  écrirons  (fig-  i) 

Ïh"  =  Âï' ^  ÂH^  —  2  AH(  AP  —  r; 
=  Âï''  — AH(AP  — 2/j  — AH.HP 
=  Âï'  -  AH  (  AP  —  2  /■  )  +  (  H  ). 

Or,  le  point  A  étant  centre  d'homothétie  directe  des 
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cercles  I  et  F,  on  a  sur  la  figure  El  =  IF  =  r,  de  sorte 


que  Ml  est  parallèle  à  E'F  ;  on  a  donc,  dans  les  trian- 
gles sennblables  AUl  et  KMl, 


u  ou 


Al 


AI  _    Kl 
T  ~  kE' 

KÂ.KI  _  KM.KN  _  KN 
KM 


KM  3 


KM  2 


D'autre  part,   pour  taire    intervenir   AP  —  2/",    me- 
nons EV  |)arallèle  à  MU  ;  on  a 

FV  _  EV  ou  JU        UA 

ou 


MI 


KM 


AP  -a, 


On  a  donc 


KM 


—2  liN  — AU 

^"    ^  '"-       KM 


(II) 


ou,  en  rcniplaçanl  AH  par  2OM, 
OK  — OM 


IH    =2r- 


KM 


-4-  (  H  )  =  -2  /--i  -H  (  H  ). 
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7.  Si  l'on  élimine  (H)  cntie  les  relations  (i)   et  ('^), 


on  a 
i3j  Ôh'— 9,rïï'=  R2_4r-2 


or,  le  cercle  des  neuf  points  avant  son  centre  ù  an  mi- 
lien  de  OH,  le  théorème  de  la  médiane  donne,  dans  le 
triangle  lOH, 


I 


77~-       777-         7-"-       0H2 


el  la  relation  [précédente  donne 

2ÎÔ"  — 410^=  R2—  4/'-; 

en  tenant  coni|>le  de  la  formule  d  Euler, 

012=^  R2— -^Rr, 

on  a  donc 

— 2 
(  R  —  f.r  >-=  4t>I  , 

on,  à  cause  de  K^'2/', 

L>  I  = /•  : 

on  vérifie  ainsi  le  théorème  de  Feuerbach,  -^ 

Si  l'on  considère  les  triangles  inscrits  à  un  cercle  O 
et  circonscrits  à  un  cercle  I,  le  lien  des  centres  Ù  des 
cercles  des  neuf  points  de  ces  triangles  est  un  cercle  de 
centre  I;  le  lieu  des  orthocentres  est  un  cercle  ayant 
son  centre  sur  la  droite  OI.  comme  on  le  voit  directe- 
ment par  la  formule  (3);  le  lieu  des  centres  de  gravité 
cst  de  même  un  cercle  ayant  son  centre  sur  la  droite  01. 

8.  Les  formules  (i)  et  (2),  avec  leurs  conséquences, 
restent  applicables  en  remplaçant  le  cercle  inscrit  par 
un  cercle  exinscrit.  La  démonstration  du  n"  6  subi- 
rait seulement  de  légères    modifications,  et,  au  n"  7, 
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/■  serait  changé  en  — '/•.  Le  fait  suivant,  qui  est  un  fait 
d'inégalité,  concerne  seulement  le  cercle  inscrit. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  «  un  triangle  est  inté- 
rieur au  cercle  décrit  sur  GH  comme  diamètre,  ou 

encore  C angle  GIH  est  obtus. 
Ou  a  en  eflet 

— 2  /R  \  2         /R 

et  [jar  suite  (en  écartant  le  cas  du  triangle  équilatérai) 

comme  les  points  G  et  H  divisent  le  segment  Où  dans 
le  rapjiort  de  2  à  i ,  le  lieu  des  points  pour  lesquels  on 

a  — rr  =  2  est  le  cercle  décrit  sur  GH  comme  diamètre  ; 

donc  le  point  1  est  intérieur  à  ce  ceicle. 

(  Le  cercle  décrit  sur  GH  comme  diamètre  est  connu 
dans  la  théorie  du  triangle;  il  fait  partie  du  même 
faisceau  que  le  cercle  circonscrit,  le  cercle  des  neuf 
points,  le  cercle  conjugué.  On  le  rencontre  dans  l'étude 
du  tétraèdre  orthocentrique,  à  propos  de  la  deuxième 
sphère  des  douze  points  :  cette  sphère  contient,  pour 
chaque  face,  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  droite 
joignant  le  centre  de  gravité  de  cette  face  à  son  ortho- 
centre.) 

II.  —  Géometrik  dans  l'espace.  Tétraèdres  orthocentriqces. 

9.  L'extension  à  l'espace  du  théorème  de  Steiner  et 
Faure  donne  pour  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD 
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les  résultais   suivants.    Les   pieds  des    hauteurs    étant 
P,  Q,  R,  S,  si  Ton  pose 

(  H  1  =  ÏÏÂ  X  HP  =  HÏÏ  X  HQ  =...  =  ... , 
on  a 

(1)  OÎÎ' =     R2+3(H), 

(2)  TÏÏ'   =  37-2+    (H). 

La  formule  (t)  est  facile  à  établir  géométriquement; 
il  suffit  de  considérer  la  puissance  du  point  H  par  rap- 
port à  la  sphère  circonscrite,  cette  puissance  étant 
HA  X  3  HP  :  la  sphère  circonscrite  est  en  effet  directe- 
ment homotétique  à  la  seconde  sphère  des  douze  points 
(sphère  PQRS  ),  le  centre  d'homothétie  étant  H  et  le 
rapport  d'Iiomolhétie  étant  3. 

Pour  démontrer  géométriquement  la  formule  (2), 
nous  emploierons  la  figure  2  dans  laquelle  le  pointK  est, 
par  construction,  le  milieu  de  II',  et  la  droite  AN  est, 
par  construction,  perpendiculaire  à  ia  droite  AK  ;  la 
droite  MT  est  aussi  perpendiculaire  à  la  droite  AK,  et 
l'on  a  (voir  plus  loin)  HT  =  2 RM. 

On  a  d'abord,  comme  au  n"  6,  K  étant  le  milieu 
de  II'  et  l'angle  KAN   étant    droit   par    construction, 

pour  achever  le  calcul,  nous  menons  la  droite  MT  per- 
pendiculaire à  la  droite  AK,  et  nous  écrivons 

KN  —  AH        KM  -^  HT 


KM  KM 

la  formule  (2)  sera  établie  si  l'on  prouve  qu'on  a 

HT  =  2  KM. 
Or  cela  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  au  n°  4,  la  droite  MT 
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ilanl  la  trace  sur  le  plan  de  la  fioure  du  plan  cpii  con- 

Fig.    2. 


tient  les  projections  du  point  K  sur  les  plans  des  f;ices 
du  tétraèdre. 

10.  Si  Ton  élimine  (Hj  entre  les  relations  (i)  et  (2), 
on  a 

(3)  ÔÏÏ'  — 3Ïh'=  R2— 9'-'; 

mais  on  n'a  plus  ici  l'analogue  de  la  formule  de  géomé- 
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trie  plane,   OI  :=  R-  —  2R7',   et,   par  exemple,  la   se- 
conde sphère  des  douze  points,  dont  le  centre  Q  est  au 

tiers  du  segment  HO  et  dont  le  ra^on  est  —,  n'est  pas 

tangente  à   la   sphère   inscrite  :    ce  contact   exigerait, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  la  condition 

ÔÏ"=(R  — 3/-KR-Hr). 

On  peut  toutefois  déduire  de  la  formule  (3;  des 
conséquences  intéressantes.  Etant  données  deux  sphè- 
res (O,  R)  et  (I,  /■),  dont  la  seconde  est  supposée  inté- 
rieure à  la  première,  il  existe  une  double  infinité  de 
tétraèdres  orthocentriques  inscrits  à  la  première  et 
circonscrits  à  la  seconde.  D'après  la  relation  (3),  le  lieu 
de  Torthocentre  H  est  une  sphère  ayant  pour  centre 
un  point  O'  situé  sur  le  prolongement  de  01  (Jig.  3) 

Fi  g.  3. 


O'I 


et  tel  que  l'on  ait  -r-y-^  =  :r-  Si  l'on  considère  la  deuxième 

sphère  des  douze   points  du  tétraèdre,  celle  qui  passe 
par  les  centres  de  gravité  des  faces,   par  les  pieds  des 
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hauteurs  du  tétraèdre,  etc.,  le  centre  Q  de  cette  sphère 
est  situé  au  tiers  de  HO,  et  l'on  arrive  à  ce  résultat  : 

Etant  données  deux  sphères  (O,  R)  et  (I,  r),  dont 
la  seconde  est  supposée  intérieure  à  la  première,  il 
existe  une  double  infinité  de  tétraèdres  orthocen- 
triques  inscrits  à  la  première  et  circonscrits  à  la 
seconde;  le  lieu  des  centres  ^  des  deuxièmes  sphères 
des  douze  points  de  ces  tétraèdres  est  une  sphère  con- 
centrique à  la  sphère  inscrile  (I,  /■).  Ces  sphères  des 

douze  points  ont  d'ailleurs  même  rayon  —  • 

On  a  marqué  sur  la  (ignre  3,  outre  les  points  O,  H,  li, 
le  centre  de  gravité  G  du  tétraèdre  et  le  point  de  con- 
cours F  des  perpendiculaires  aux  faces  menées  parleurs 
centres  de  gravité  :  dans  les  conditions  qui  viennent 
d'être  indiquées,  chacun  des  qualre  points  H,  Q,  G,  F 
se  déplace  sur  une  sphère  ayant  naturellement  son 
centre  sur  la  droite  01. 

[Par  analogie  avec  un  théoi'ème  de  géométrie  plane 
dû  à  Burnside,  on  peut  démontrer  que  le  lieu  de  l'or- 
thocentre  d'un  tétraèdre  orthocentrique,  inscrit  à  une 
quadrique  S'  et  circonscrit  à  une  quadrique  S,  est  une 
quadrique  passant  par  la  courbe  d'intersection  de  la 
quadrique  S'  avec  la  sphère  orthoptiqiie  de  la  qua- 
drique S  ;  si  la  quadrique  S'  est  une  sphère,  le  lieu  est 
donc  une  sphère,] 

11.  Pour  voir  directement  que  le  lieu  du  point  ù  est 
une  sphère  de  centre  I,  et  pour  calculer  en  même 
temps  le  rayon  de  cette  sphère,  il  suffit,  en  imitant  ce 
qui  a  été  fait  au  n"  7,  d'appliquer  le  théorème  de 
Stevvart  aux  trois  obliques  10,  IH,  II)  ;  on  a  ainsi 


I0'+2lH"— 3IÛ    =  f  OH  , 
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et  la  relation  (3)  donne 

(4)  K>'_3Ïâ'=  |(R2-9r'-); 

si  l'on  donne  01,  R  et  /',  la  distance  IQ  est  constante. 
Les  sphères  0  sont  égales  et  ont  leurs  centres  à  une 
même  dislance  du  point  I  :  on  peut  se  demander  à  quelle 
condition  elles  seront  tangentes  à  la  sphère  (l,  /•).  comme 
cela  a  lieu  sans  condition  en  géométrie  plane  (théorème 

de  Feuerbach).  En  remplaçant  QT  par  —  :^  /',  afin  d'em- 
brasser le  cas  d'une  sphère  exinscrite,  on  obtient  la 
condition 

ÔT'  =  (R3:37)(R±/'). 

Pour  obtf^nir  deux  sphères  qui  satisfassent  à  l'une 
de  ces  égalités,  on  peut  partir  d  une  pyramide  triangu- 
laire régulière  (deux  paramètres),  et  prendre  comme 
sphère  O  la  sphère  circonscrite,  comme  sphère  I  la 
sphère  inscrite,  ou  la  sphère  exinscrite  qui  touche  la 
base  en  son  centre.  Les  deux  sphères  O  et  I  étant  ainsi 
choisies,  tout  léiraèdre  orthocenlrique  inscrit  à  Ih  pre- 
mière et  circonscrit  à  la  seconde  a  sa  seconde  sphère 
des  douze  points  tangente  à  la  S|)hère  1  ;  deux  de  ces 
tétraèdres  (clni  duquel  on  part  et  un  autre)  sont  des 
pyramides  triangulaires  régulières. 

[La  condition  ci-dessus  est  indiquée  à  tort  comme 
condition  d'existence  de  tétraèdres  inscrits  à  une 
sphère  O  et  circonscrits  à  une  sj)hère  l,  dans  les  An- 
nales de  Gergonne  (t.  XIV,  p.  56);  Iriuteur  suppose 
qu'il  existe  néce.-<sai rement,  parmi  ces  téli'aèdres,  des 
pyramides  triangulaires  régulières,  ce  qui  est  évidem- 
ment inexact.  Painvin,  dans  son  Traité  de  Géométrie 
analytique^  propose  comme  exercice  la  démonstration 
de  cette  formule,  qu'il  emprunte  aux  Annales  de  Ger- 
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goniie  (p.  2  1 -3,  exercices  18  et  19V  L'idée  fausse  que 
deux  quadriques  ii'admettenl  de  létraèdres  inscrits  à 
l'une  et  circonscrits  à  l'autre  que  sous  une  condition 
invariante  a  d'ailleurs  été  reproduite  depuis,] 

Inégalités  relatives  au  tétraèdre  orthocentrique. 

12.  Les  formules  (i)  et(2),  avec  leurs  conséquences, 
restent  applicables  en  remplaçanl  la  sj^lière  inscrite  par 
une  sphère  exinscrite.  Dans  ce  qui  suit,  il  faut  distin- 
guer. 

En  appelant  I  le  centre  d'une  sphère  inscrite  ou 
exinscrite,  on  a,  par  la  formule  (4), 

— 2         JÔ'  2 

IQ    =  -;i -(R2_c),.2). 

9  ■ 

i"  (a).   La  sphère  il  enveloppera  la  sphère  1  si  l'on  a 

R 


ou 


lû 


■'y  9 


— —  <  -(R  —  J/)(3R  -+-3/-), 
■>  9 

ou  enfin 

(>)  ÏÔ'<(R  — 3;)!  R-^;). 

L'inégalité   écrite  tout   d'abord    exprime   seulement 
que  les  sphères  0  et  1  sont  l'une   intérieure  à  l'autre  ; 

R 
d'après  (5)   on   a  —  >> /•,   et  c'e.^t  bien   la  sphère  12  (pii 

enveloppe  la  splière  l. 

i"  (6).  Les  deux  sphères  seront  extérieures  l'une  à 
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l'aulre  si  l'on  a 

(6)  ÏÔ%  (R-^3;-)('R  — ;•)• 

2°  Enfin  les  deux  splières  seront  sécantes  si  l'on  a 

(7)  (R  — 3/-MR-^  /')<  rô'<(R-f-3r)(R  — r). 

Ces  condilions  perinetlent  d'établir  le  théorème  sui- 
vant : 

Dans  un  tétraèdre  orthocentrique  SABC  quia  un 
trièdre  trirectangle  (une  condition)  : 

I  "  (a).  La  deuxième  sphère  des  douze  points  enve- 
loppe la  sphère  inscrite  [condition  (5)]; 

i"  (6).  Elle  est  extérieure  à  chacune  des  trois 
sphères  exinscrites  situées  dans  les  combles  SA  ou 
BC,  SB  ou  CA,  se  ou  AB  [condition  (6)]; 

2°  E lie  coupe  les  quatre  sphères  exinscrites  situées 
dans  les  trièdres  S,  A,  B,  C  [condition  (7)]. 

On  remarquera  que  la  première  sphère  des  douze 
points  n'a  aucun  point  commun  avec  les  quatre  sphères 
du  groupe  formé  |jar  la  sphère  inscrite  et  les  sphères 
exinscrites  dans  les  combles,  tandis  qu'elle  coupe  les 
quatre  sphères  de  l'autre  groupe. 

(Je  pense  qu'il  en  est  de  même  pour  un  tétraèdre 
orthocentrique  quelconque,  mais  je  n'ai  pns  réussi  à 
établir  la  démonstration.  On  trouvera  plus  loin  une 
Note  à  ce  sujet.) 

13.  Le  trièdre  S  étant  trirectangle,  prenons  comme 
axes  de  coordonnées  les  droites  SA,  SB,  SC,  et  soit 

SA  =  a,         SR  =  6,         SC  =  c. 
Les  coordonnées  du  point  O  sont 
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ei  Ton  a 


R  = 


i"  (a).  S'il  s'agit  de  la  sphère  inscrite,  les  coordon- 
nées du  point  l  sont  égales  au  rayon  r,  et  l'on  doit 
avoir,  d'après  (5), 

ou,  en  divisant  par  /■, 

(a)  2R  —  6r£a-hé-i-c; 

on  a  d'ailleurs 

abc 


bc -r  ca -k- ab -^  Jb'^c- 
bc  -t-  ca  -1^  ab  —  \/b'-  c- 


•li  a  -\-  b    -ri 

1°  [b).  Pour  une  sphère  exinscrile  située  dans  e 
comble  AB,  les  coordonnées  du  centre  I  sont  /•, 
/•.   —  r,  et  l'on   doit  avoir,  d'après  (6), 

_  a--<-  è^-t-  c- 

> h  2  R  r  —  3  r2  ; 

A 

celte  condition  se  déduit  de  celle  du  cas  précédent  en 
changeant  r  en  —  /•,  «  en  —  a,  6  en  —  6,  et  en  chan- 
ge;inl  le  sens  de  l'inégalité  ;  en  divisant  donc  ici  par  —  /•, 
on  obtient 

(«i)  2R -t- 6r'£rt'-H  6'-i- c, 

/•'  représentant  —  /■,  etc.  On  a  d'ailleurs 

abc 


ca  -h  cb  —  ab  —  y/ô^  c-  -r- .  .  . 
Ann.  de  Mut/iémat.,  4°  série,  L.  I\.  (Février  1909.) 
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ou 

a' b' c 


(pi) 


ca  —  cb'  —  a  b' ~  \' c'-a 


celle  forrpule  çsi  celle  jdu  cas  piécédent,  où  l'on  rem- 
place également  r,  a,  b  par  —  /•,  —  a,  —  h  ou  r',  a',  h' . 
Il  faut  d'ailleurs  observer  ceci  :  d'après  la  formule  (j3,), 
/''  élanl  négatif,  l'expression  ca' -\-  cb' -\-  a' b'  esl  néga- 
tive: comme  on  a  aussi 


,       ca' -^  cb' ^-  a' b' —  \' c'a"-  —  .  .  . 
■2( a' ~  b' —  c ) 

(a  quantité  a'  -\-  b'  -j-  c  est  positive. 

Si  la  sphère  est  dans  le  comble  S(v,  les  coordonnées 
du  centre  sont  —  r,  —  r.  r,  et  l'on  di)it  avoir 

•(f-'r-(^'r-<i-'-;' 

>-i  ■  i'   ;''ri!i'':   :-î_ia--i-  b--r-  i 


•2  R  r  —  3  /•-, 


avec 


ca  -1-  ct>  —  ab  —  \lb'-c'-  — .  . . 

il  faut  donc,  dans  ce  qu'on,  vient  de  dire,  changer  a 
en  —  a.  b  en  —  6,  c  en  —  c,  et  écrire 

:(o4;)  '  ■■    l:2'R-H-'«/-'Sa -^  6  -f-  c'. 

.lûii.:  ;r:  \v.  ,<>,—  ■.'.•    (■■   ...  abc' 

(?2)      ^.    .     J 


^a  quantité  a  -{-  b  -^  c'  est  d'ailleurs  positive. 
En  effet,  si  l'expression  d a -\- c' b -\- ab  esl  négative, 
comme  on  a  aussi 


.  .;       c  a  -^  c  b  -\-  ab  —  \/ c'-a- 
'?.{  a  -k-  b  ->r-  c'  ) 
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le  fait  annoncé  est  exact.  Si  l'on  a 

c' a -h  c' b -^  ah  ^  o  ou  c' ]>  — 

-  a 

on  a 

,         ,               ,           ab 
a  -h  b  -h  c  ^  a  -\-  b y  >  o. 


ab 


~b' 


2"  Pour  la  sphère  exinscrite  située  dans  le  trièdre  S, 
les  coordonnées  du  centre  sont  r,  /•,  /*,  et  Ton  doil 
avoir  d'une  part 

r  )    -t-  .  .  .  5  ; •).  R  /• 5  /'^ , 


ou,  en  divisant  par  /', 

(y)  2  r -f- 6/-f  a -f- 6 -f- c, 

avec 


abc 

bc  -h  ca 

-\-  ab  — 
•4-  «6  -1- 

v/Si 

c 

-4-.  .  . 

bc  -+-  ca 

^b- 

c- 

^-. . . 

a  (  a  4-  6  -t-  c  ) 
On  doit  avoir  d'autre  part 

b'^  -f-  c2 


\  •''  <72  _|_  (^-2  _j_  c2 

•j  +.. -h  2  R/— 3  re- 


cette condition  se  déduit  de  (y)  en  changeant  r,  a^  b,c 
en  —  /',  —  a,  . . . ,  et  en  changeant  le  sens  de  l'inéga- 
lité; en  divisant  donc  ici  par  — /%  on  obtient 

(yi)  2R -H  6r'^a'+ 6'-f- c'; 

on  peut  d'ailleurs  écrire 


,>                     ,       6'c'-t-  c'a' -+-  a' b' -^  Jb'-c'-- 
(0,)  /•  =  ^ 


2(a'-+-  6'  -t-  c') 

Pour  une  s|)hère  exinscrite  située  dans  le  trièdre  C, 
les  coordonnées  du  point  I  sont  r,  /',  '^—  f\  et  l'on  doit 


(  :6) 

avoir 


abc 


bc  -^  ca  —  ab  -~  ^b'^c'^  -h  . .  . 

ces  inégalités  et  cette  formule  ne  diUèrenl  de  celles  du 
cas  précédent  que  par  le  changement  de  c  en  —  c;  on 
aura  donc  l'écriture  (v,  o)  ou  l'écriture  (v,,  5,),  avec  c' 
au  lieu  de  c  ou  c  au  lieu  de  c' . 

14.  Il  suffira  de  vérifier  fjue  l'inégalité  (a),  avec  la 
valeur  (!ÎJ)  de  r,  et  l'inégalité  (y),  avec  la  valeur  (o) 
de  r,  sont  exactes  quels  que  soient  les  signes  des  quan- 
tités a,  b,  c,  sauf  toutefois  l'hypothèse  «  +  6  +  c  >  o 
pour  linégalilé  (a). 

Considérons  «,  6,  c  comme  les  racines  de  l'équa- 
tion 

x^  —  px"^  -^  qx  —  /•  =  o. 

On  doit  avoir  d'abord 

y— -ri X       "iibc -\- ca  ^- ab  —  \/b-c--\- .  .  .)  ^  , 

s/a^ ■+■  b^-+-  c--. ^ ; -^  a  -4-  o  -t-  c 

a  -(-  6  -ï-  c 

ou,  en  multipliant  par  a  -\-  b  -\-  c  qui  est  supposé  po- 
sitif pour  celle  inégalité, 


p  \J [)''■  —  iq  —  3  \' q''-  —  ipr  Ip-  —Zq. 

Le  second  membre  élanl  positif,  si  le  premier  est 
négatif,  l'inégalité  a  lieu;  sinon  on  doit  avoir,  par  élé- 
vation au  carré  et  en  divisant  par  p^ 


ie)  ipq  —  9/'i  3  /(/j^ —  ^ }  ^9' —  '^P^)  • 

Avant  d'aller  plus  loin,  considérons  de  même  l'iné- 
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galité  (y),  pour  laquelle  on  n'a  plus  l'hypothèse /?  >»  o. 
Cette  inégalité  ne  diffère  primitivement  de  l'autre  que 
par  le  changement  du  signe  devant  le  radical  qui  entre 
dans  l'expression  du  ravon  ;*,  et  par  le  sens.  Si p  est 
positif,  on  doit  donc  avoir 


P  Z/''  —  2  ç'  -f-  3  \/q^ — ifî'^p'^ — 2^; 

on  peut  élever  au  carré,  diviser  par/),  et  l'on  a,  d'après 
le  calcul  relatif  à  (e), 


"^Pl  —9''>—  3  v/r/?2—  ■iq){q-^—'i.pr) 


< £i )  9 ^'  —  '^p(i  <  3  \/(p-—-iq){ q-  —  ipr ) . 

Si  p  est  négatif,  la  multiplication  par  p  change  le 
sens  de  l'inégalité,  ce  qui  donne 

P  y  P''  —  2^  -)-  3  v/^2 —  -ipr^p^ —  2<7; 

si  le  premier  membre  est  négatif,  l'inégalité  a  lieu; 
sinon  on  peut  élever  au  carré  et  diviser  paryo  en  chan- 
geant le  sens  de  l'inégalité;  on  a,  d'après  le  calcul 
relatif  à  (e), 

2/'5'  —  9 '•  >  —  3  \J( p^—iq)...  ; 

c'est  l'inégalité  i^^  ). 

15.  Considérons  les  inégalités  (e)  et  (si).  Si  le  pre- 
mier membre  de  l'une  de  ces  inégalités  est  négatif, 
dans  les  conditions  où  l'on  doit  l'appliquer,  elle  est 
exacte.  Il  suffira  donc  de  vérifier  qu'on  a  toujours 

{ipq  —  9'')^^9(/'^—  2<7)  {q^—ipr). 

Or,  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré  que 
l'on  considère  étant  réelles,  on  a  l'inégalité  identique 
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en  a.  b.  c, 

cela  conduit  à  mettre  l'inégaliLé  à  établir  sous  la  forme 

et  l'on  voit  ainsi  que  cette  inégalité  en  a,  6,  c  est  iden- 
tique a  fortiori. 

Le  cas  limite  n'est  atteint  ici  que  dans  l'hypo- 
thèse ar=:b=.c]  en  effet,  la  quantité  { pq  —  9'")"; 
étant  inférieure  ou  au  plus  égale  à  4 -'^6?  ^^  peut 
atteindre  la  valeur  6AB  que  dans  l'hypothèse  AB  =  a; 
on  a  alors 

pq  —  gr  ^  o,  .... 

16.  Dans  un  tétraèdre  orthocentrique,  le  centre 
le  la  sphère  iivscrtte  est-il  intérieur  à  la  sphère  dé- 
crite sur  GH  comme  diajnètre,  ou  encore  Vungle  GIH 
est-il  obtus? 

Comme  les  points  G  et  H  divisent  le  segment  OQ 

dans  le  rapport  de   3   à  i,  la   sphère  décrite  sur  GH 

comme  diamètre   est  le  lieu   des  points   pour  lesquels 

on  a 

OM  _ 

Q  M  -  ^  ' 

la  propriété  énoncée  aura  donc  lieu  si  l'on  a 

%>- 

Or,  la  formule  (4)  donne 

(8)  fô'  — 9H)"  =:  j  (  R'-— g/-"  — ÏÏÎ^); 

on  doit  donc  avoir 

(9).  Ôï'<R2— 9;-2; 
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si  l'inégalité  (5)  est  exacte  (il   s'agit  ici  de  la  sphère 
inscrite),  celle-ci  l'est  a  fortiori. 


17.   L'une  ou  l'autre  des  égalités 


01    ^fRqrSrji-Ri/-) 


a  lieu  dans  des  conditions  qui  ont  été  indiquées  an 
n°  11;  avec  les  signes  supérieurs,  la  seconde  sphère 
des  douze  points  est  tangente  à  la  sphère  inscrite, 
qu  elle  enveloppe;  avec  les  signes  inférieurs,  elle  est 
tangente  extérieurement  à  une  sphère  exinscrite  dans 
l'un  des  trièdres  du  tétraèdre. 

Poui    la    sphère    inscrite,    la    quantité   OI     ne   peut 
atteindre  la   limite  R- — 9/"-  que  si  la  limite 

s'élève  à  la  valeur  R^ — pr-,  ce  qui  exige 
R  =;  3  /•         ou         /•  =  o. 

Si  l'on  écarte  la  seconde  hypothèse,  on  doit  avoir 

R  =  3  /-, 

ce  qui  exige 

01  =0, 

et  le  point  I  est  en  O  ;  on  a  alors 
ûl  =  o, 

de  sorte  que  Q  est  en  O,  ou  encore  H  est  en  O,  ainsi 
que  G  et  r  :  les  centres  de  gravité  des  faces  du 
tétraèdre  coïncidant  avec  les  centres  des  cercles  cir- 
conscrits, ces  faces  sont  des  triangles  équilatéraux,  et 
l'on  a  affaire  à  un  tétraèdre  régulier.  On  indiquera  au 
n''  21  des  tétraèdres  évanouissants  (/-r^o)  pour  les- 
quels l'angle  GIH  est  droit. 
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Note.  —  Si  la  seconde  sphère  des  douze  points  enve- 
loppe réellement  la  sphère  inscrite,  le  point  de  con- 
tact t  de  celle-ci  avec  le  plan  ABC,  par  exemple,  doit 
être  intérieur  au  cercle  suivant  lequel  celle  sphère  des 
douze  points  coupe  le  plan  ABC,  c'est-à-dire  au  cercle 
décrit  sur  gli  comme  diamètre,  Ii  étant  l'ortliocentre 
du  triangle  ABC.  g  élanl  le  centre  de  gravité.  Si  l'on 
se  donne  le  triangle  ABC,  le  cercle  en  question  est 
déterminé  et  le  point  t  doit  être  à  l'intérieur  de  ce 
cercle,  quelle  que  soit  la  hauteur  AD  du  tétraèdre. 

Or,  si  l'on  donne  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  ABCD, 
et  le  pied  h  de  la  hauteur,  sans  supposer  que  le  tétraèdre 
est  orthocenlrique,  quel  est  le  lieu  des  points  de  con- 
tact avec  le  plan  ABC  des  huit  sphères  tangentes  aux 
faces  du  tétraèdre?  Si  I  est,  par  exemple,  le  centre 
de  la  sphère  inscrite,  la  droite  DI  contient  encore  le 
centre  1'  d'une  sphère  tangente  aux  quatre  faces;  les 
j)oinls  (le  contact  t  et  t'  nw.c  le  plan  ABC  sitnt  en  ligne 
droite  avec  h;  les  coordonnées  du  point  ^,  rapporté  au 
trianjile  ABC,  sont 


/•cot->      'cot-j      rcot-> 

2  2  2 


a,  [î,  y  étant  les  dièdres  suivant  BC,  CA,  AB,  et  les 
coordonnées  du  point  t'  sont 

^         ,  'p         ,  ^{ 

r  lanïf-)      r  tane  — >      /■  tan?-» 

■2  •>,  2 

de  sorte  que  ces  deux  points  sont  inverses  par  rapport 
au  triangle  ABC.  Le  lieu  des  points  de  contact  t  est 
donc  le  lieu  des  points  qui  sont  alignés  a%ec  leur 
inverse  sur  le  point  h.  C'tsL  une  courbe  du  troisième 
ordre,  passant  en  /i ,  et  toute  sécante  menée  par  h 
la   coupe   en    deux    points    inverses    :    elle    passe    aux 
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points  A,  B,  C  et  par  les  points  a,  [i,  y,  où  les 
droites  A/i,  B/i,  G/i  percent  les  côtés  opposés;  elle 
passe  par  les  centres  /,  ?',  f",  i'"  des  cercles  tangents 
aux  trois  côtés  du  triangle  ABC,  et  les  tangentes  en 
ces  points  passent  en  h\  elle  passe  en  A,  comme  on  la 
dit,  et  aussi  par  le  point  inverse  o,  la  tangente  en  h 
passant  par  ce  point  inverse;  l'équation  de  la  courbe 
montre  que  les  tangentes  aux  points  A,  B,  G  passent 
aussi  par  ce  point  inverse. 

Lorsqu'il  s'agit  de  tétraèdres  orlhoceutriques,  h  est 
l'orlhocentre  du  triangle  ABC,  les  points  a,  ^,  y  sont 
les  pieds  des  hauteurs,  le  point  o  est  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle.  Si  les  angles  A,  B,  C 
sont  aigus  ('),  la  partie  du  lieu  qui  est  relative  à  la 
sphère  inscrite  est  un  arc  de  courbe  qui  va  de  h  en  «', 
la  tangente  en  h  passant  au  centre  o  du  cercle  circon- 
scrit, la  tangente  en  i  passant  en  h;  on  voit  (n"  8)  que 
le  point  «est  intérieur  au  cercle  décrit  sur  gh  comme 
diamètre,  et,  dans  diverses  constructions  graphiques 
que  j'ai  effectuées  par  la  m'thode  de  iNI.  Hermarj,  j'ai 
toujours  trouvé  que  l'arc  de  courbe  en  question  est 
intérieur  à  ce  cercle.  Si  l'angle  A  est  obtus  {^),  la 
partie  du  lieu  qui  est  relative  à  la  sphère  inscrite  est 
un  arc  de  courbe  qui  va  de  A  en  «",  la  tangente  en  A 
passant  en  o,  la  tangente  en  i  passant  en  h  ;  j'ai  obtenu 
le  même  résultat  que  dans  l'autre  cas. 

[On  construit  facilement  les  points  t,  d'après  la  mé- 
thode de  M.  Hermary,  en  prenant  sur  les  hauteurs  du 
triangle  ABC  (je  suppose  le  tétraèdre  orlhocenlrique) 


'j  Le  plus  petit  angle  du  triangle  étant  C,  la  courbe  se  compose 
d'une  branche  infinie  Coifiyi'"  et  de  deux  branches  hyperbo- 
liques i'  aB,  i"  [i  A. 

(^)  Le  plus  petit  angle  du  triangle  étant  encore  C,   la  courbe  se 
compose  d'une  branche  infinie  i'oCi"yh,  et  d'un  ovale  A/aBt''^. 
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trois  points  D,.  Do,  D3  tels  qu'on  ait 

AD2=AD3.         BD3=BD,,         d'où         CDi=GD.2, 

ce  (jui  laisse  un  de  ces  points  arbitraires,  et  en  prenant 
le  centre  du  cercle  D,  D2D3.  J'observe  en  passant  ceci. 
La  figure  ABCDiD^Ds  dépend  de  quatre  paramètres 
au  point  de  vue  de  la  grandeur.  Si  l'on  se;  donne  le 
triangle  DjDaDs,  il  existe  donc  un  lieu  du  point, ^  tel 
que,  A,  B,  C  étant  les  intersections  des  droites  hDf, 
AD2,  AD3  avec  les  perpendiculaires  menées  aux  côtés 
du  triangle  D,D2D3  en  leurs  milieux,  le  point,  A  soit 
l'orthocentre  du  triangle  ABC;  en  prenant  comme 
triangle  de  référence  le  triarigle  D,.D2D3,  on  trouve 
qu'un  tel  point  h  et  son  inverse  par  rapport  à  ce 
triangle  sont  aligués  avec  l'orthocentre  du  triangle.  Le 
point  h  est  donc  le  point  de  contact  avec  le  plan  ABC 
d'une  sphère  tangente  aux  quatre  faces  d'un  certain 
tétraèdre  orthocentrique  ayant  pour  base   le  triangle 

TROISIÈME  PARTIR. 

— 2 
Transfoumxtion  de  l'inégalité  01  1  f  R  —  3  r  )(  R  -H  r  ). 

18.   Je  me  bornerai  dan'^  ce  paragraphe  à  ce  qui  cou- 
cerne  la  sphère  inscrite. 

Les  sommets  A,  B,  C,  D  d'un  tétraèdre  quelconque 

étant  affectés  des  coefficients  ^,  ^,  •  •  • ,  le  barycentre 
est  le  centre  I  de  la  sphère  inscrite,  avec  le  coeffi- 
cient  -;   on  a  donc,   pour  tout  point  M, 


2 


MA     _  AH_  ^ç 

/il  /■  ' 


C  étant  une  conslaute    Si  l'on   met  le  point  M  en  O, 
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on  a 

ou 

R2  — 01'=  G  X  /■, 

/•  étant  un  facteur. 

19.    Si  le  lélraèdi'e  est  orlhocentriqne,  la  constante  C 
de  la  formule  générale  donnée  d'abord  peut  être  déter- 
minée en  mettant  le  point  M  en  H.  En  remplaçanl  IH 
par  3/"^+  (H),  on  a 


3/- 


— . .  .  —  3  /• 


HA  étant  positif  dans  le  sens  PA. 

La  formule  relative  à  R^— 01    prend   donc,  pour 
un  tétraèdre  orthocentrique,  la  forme  intéressante 


C 

HA 

-+...— 

HA 

-  -4-.  .  . — 

(H) 

lu       ■■■ 

HA' 

-t-  HA  X 

PH 

Al 

=  2  HA -3;-, 

(0  R2— 01    =/-x  (  y  HA  — 3rV 

Au  moyen  de  cette  relation,  l'inégalité  (5)  du  n"  12, 
à  savoir 

C)Ï^<R2— ■j'.R/-- 3/-2, 

équivaut  à  la  suivante  : 

2  R  -+-  3  /•  ^  y  ÏIÂ  —  3  / 


(  84  ) 
ou 

(2)  2R-+-6/iy  ÏÏÂ. 

(l'est  ainsi  que,  au  n°  13,  avec  un  tétraèdre  ayant  un 
Irièdre  trirectangle,  on  a  obtenu  (après  avoir,  comme 
ici,  divisé  par  ;•) 

2R-+-67'la-)-6-4-c: 

le  second  membre  n'a  alors  que  trois  termes,  au  Heu 
de  quatre. 

20.  La   formule   (8)    du   n"^    16    devient,    en    vertu 

de  (i), 

(3)  iÔ^  — 9Fq^  =  2/Y  V  HÂ  — i; 

l'inégalité  777  ^  3,  indiquée  au  n"  16,  équivaut  donc 
à  celle-ci  : 

qui  rentre  d'ailleurs  dans  l'inégalité  (2),  si  l'on  a  R>3/', 
comme  on  l'a  dit  au  n°  12. 

21.  La  présence  du  facteur  r  dans  les  expressions 
des  quantités 

R2—  01       et     10   —  9H2 

s'explique  aisément.  Si,  dans  un  tétraèdre  orthocen- 
trique,  la  face  ABC  ayant  en  A  un  angle  qui  diffère 
infiniment  peu  d'un  angle  droit  {Jig-  4)>  l'arête  AD 
est  infiniment  petite,  dans  une  direction  qui  est  d'ail- 
leurs simplement  orthogonale  à  BG,  le  centre  I  de  la 
sphère  inscrite  est  infiniment  voisin  des  points  A  et  D, 

de  sorte  que  la  quantité  R.-  —  Ul  est  infiniment  petite. 


(  85  ) 
en  même    temps    que   ;•   est  infiniment   petit,    le  fac- 
teur   N  HA —  3/*   restant    fini.    Le    centre    O    de    la 
sphère  circonscrite  est   alors    sur    la    perpendiculaire 
au  plan   ABC  menée   par  le   milieu   M  de   BC,   et  les 


poinis  H  el  O  sont  symétriques  par  rapport  au  point  G 

milieu  de  AM  ;  le  point  I  étant  en  A,  l'angle  GIH  est 

droit,   le  point   I  est  sur  la   sphère  de  diamètre  GH  ; 

on  a 

10 


lû 


=  3; 


on  vérifie  aisément  cette  dernière  égalité  :  en  appe- 
lant g  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC,  situé  ati 
tiers  de  MA,  on  a 

I0  =  3^Û  =  3IQ. 

La  formule  (8),  dans  laquelle  on  fait  /•  :=  o,  H  =  01, 
donne  naturellement 

1^  =  3 


(  86) 
Si  l'an  donne,  dans  un  tétraèdre  orlhocentrique,  les 
points  O,  H,   l,  ce  tétraèdre  dépend  d'un  paramètre. 
Sup[)OSons  que  le  point  l  soit  donné  sur  la  sphère  de 
diamètre  GH,  de  sorte  c|u'on  ait 

GIH  =  i''. 

On  aura,  avec  un  paramètre,  des  tétraèdres  évanouis- 
sants (  fig.  4)  a}ant  deux  sommets  A  et  D  confondus 
en  I  :  les  faces  ABC  seront  dans  le  plan  mené  par  D 
perpendiculairement  à  DH ,  et  ces  faces  seront  des 
triangles,  reciangles  en  A,  et  inscrits  au  cercle  de 
centre  M  qui  passe  en  A;  pour  chaque  position  de 
l'hjpoténuse  BC,  la  direction  AD  sera  la  direction 
orthogonale  à  BC  dans  le  plan  tangent  en  A  à  la 
sphère  de  centre  O  qui   passe  en  A. 

Note.  —  La  première  sphère  des  douze  points  d'un 
tétraèdre  orthocentiique,  celle  qui  passe  par  les  mi- 
lieux des  arêtes  et  par  les  pieds  des  perpendiculaires 
communes  aux  arêtes,  est  bien  moins  intéressante  que 
la  seconde  sphère  des  douze  points,  dont  les  centres 
d'^homothétie  avec  la  sphère  cii'conscrile  sont  les 
points  H  et  G.  Voici  toutefois  un  fait  intéressant.  La 
quantité  désignée  par  (H)  est  la  puissance  du  point  H 
par  rapport  à  la  première  sphère  des  douze  points  :  on 
le  voit  en  évaluant  celte  puissance  suivant  la  perpendi- 
culaire commune  à  deux  arêtes  opposées  du  tétiaèdre. 
Tl  suit  de  là  que  la  sphère  conjuguée  à  un  tétraèdre 
orthocentrique  est  ortiiogunale  à  la  première  sphère 
des  douze  points  de  ce  tétraèdre.  Cette  sphère  con- 
juguée a,  en  effet,  pour  centre  le  point  H,  et,  si  p  est 
son  rayon,  on  a 

p-  =  (  H  )  =  puissance  de  H . . . . 


(  8;  ) 
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SIH  CERTAINS  SYSTEMES  ORTIIOGOXAIX  1)1  PLAX  ET  SIR 
LES  SLRFACES  l\TE«RALES  [)E  L'EOL'ATIOX  DE  LAPLACE 

r  -h  i  =^o; 

Par  m.  Emile  TURRIÉRE. 


Dans  le  plan  Oxy  rapporté  à  des  axes  reclangii- 
laires  Ox,  Gj',  soit  une  Cainille  de  ccjiirbes  (C), 

dépendant  du  paramètre  /,.  J^  angle  a  avec  Ox  de  la 
langenle  en  un  point  M(x,  y)  du  plan  à  l'une  des 
courbes  (C)  qui  passent  par  M  est,  après  élimination 
de  ).,  une  fonction  de  (^x,y). 

L'objet  de  cette  Note  est  de  déniontier  les  propriétés 
suivantes  : 

1  "   Si  a  est  une  intégrale  de  léquation  de  Laplace 

.  A2a  =  o, 

les  trajectoires,  sous  un  angle  constant  donné,  des 
courbes  (G)  se  déterminent  par  quadratures. 

u"  Le  réseau  formé  par  les  courbes  (C)  et  leurs  tra- 
jectoires orthogonales  est  constitué  par  l'ensexnble  çles 
projections  des  asymplotiqiies  d'une  même  surface.  La 
détermination  de  cette  surface  dépend  de  quadratures. 

Réciproquement,  si  les  asymptotiques  d'une  surface 
se  projettent  sur  Oxr  suivant  un  réseau  orthogonal, 
cette  surface  est  intégrale  de  léquation  de  Laplace 

As  -S  =  o. 


(  88  ) 
et  les  courbes  du  réseau  jouissent  de  la  propriété 
A,  a  =  o. 

3"  Dans  cette  troisième  Partie,  j'indique  des  cas 
particuliers  de  ces  surfaces  et  une  étude  des  surfaces 

a-  =  /-cosO,         y  =  r  i[n%,         z  =  ar^sinKH. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Introduisons  les  coordonnées  Isotropes  du  plan 
u  ^=  X  -^  iy  =  re' ^,         v  ^^  x  —  tj^  =  r(r~*^; 

le  ds^  du  plan  est 

ds^  =  du  dv  ; 

définissons  l'angle  a  par  les  relations 

dx  dy  . 

cosa        sina 

c'est-à-dire  par  la  relation 

dv  =  e-2/a  du. 

Théorème.  —  Si  a  est  une  intégrale  de  Inéquation 
de  Laplace,  les  courbes  {Çj)se  déterminent  par  qua- 
dratures. 


Soit 


a  =  U  —  V, 


U  et   V  étant  des  fonctions  res|)ectives  de  u  et  de  c; 
l'équalion  (liflerenlielle  des  courbes  (C)  est 

e-^'^  du^  e-'^'"^  dv\ 

les    variables   étant   séparées,    l'équation    s'intègre    par 
quadratures 

/  e~^'^  du  —  /  e--'^  dv  =  const. 


(  89  ) 
Théorème.  —  Si  ^2'^  ^st  nul,  les  trajectoires  sous 
un  angle  donné  des  courbes  (G)  se  déterminent  par 
quadratures. 

L'angle  y' ,  pour  les  trajectoires  sous  l'angle  ni  des 
courbes  (C),  sera 

a'  =  a  -f-  TU  ; 

Aja  et  Aaa'  seront  nuls  simultanément.  Les  trajectoires 
seront  données  par  des  quadratures. 
Pratiquement,  on  prendra 

c('=U'-V', 
avec 

U'=U+i7TT,  V'  =  V— -nr; 

l'équation  des  trajectoires  sera 

Exemples  (').  —  I.  Paraboles  homofocales  : 

\^i  ^  v^  =  const., 
4  j  a  =  logw  —  logt^  ; 

les  trajectoires  sont  les  courbes 

e'^  s/Ti  —  e-^^  /p  =  const., 

c'est-à-dire   (résultat   connu)    les  paraboles  de   même 
foyer 

\/  r  sin  (m  -\ 6  j  =  const. 


(')  A  propos  des  ti'ajecloires  obliques,  voir  la  queslion  1105  des 
Nouvelles  Annales  (Haloii  de  la  Goiipillicre).  La  méthode  précé- 
dente peut  être  appliquée  à  cerlains  des  exemples  proposés  dans 
cette  question. 
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(  90  ) 
II.   Hyperboles  équilatères  xy  =  consl.  : 

—  iÎT.  =  logj/  —  logp; 

les  trajectoires  ol)liqnes  sont  les  hyperboles  éqiiilatères 
d'un  faisceau 

e-icjp2 —  e'CTu2  =  const., 

sinarfr^ — y'^  i  -j-  ■ïcoscraT/  =  const., 

r-s'\n(2h  —  rCT)  =  const. 

Remarque  I.  —  L'équation 

Aia  =:  o 

est    invariante    lorsqu'on    prend    une    autre    direction 

j)Our  Ox.  En  outre,  comme  la  fonction  0=  arc  tang  — 

satisfait  à  Téquation  de  Laplace,  l'angle  V  du  rayon 
vecteur  issu  du  point  O  avec  la  tangente  en  M  satis- 
feia,  lui  aussi,  à  l'équation  de  Laplace.  Si  donc,  pour 
un  point  O  du  plan,  on  a 

A2V=o, 

cette  relation  sera  vraie  lorsqu'on  remplacera  O  par 
tout  autre  point. 

Remarque  II.  —  En  égalant  à  une  constante  a^  la 
fonction  a,  on  obtient  une  courbe  fjui  est  le  lieu  des 
points  de  contact  des  courbes  C  avec  les  tangentes 
de  direction  donnée,  ou  encore  le  lieu  des  points 
d'incidence  des  normales  de  direction  donnée. 
Lorsque  ao  varie,  les  courbes  correspondantes  consti- 
tuent une  famille  de  courbes  à  un  paramètre  :  elle  sera 
isotherme  quand  Aoa  sera  nul. 

Comme  premier  exemple,  citons  les  paraboles  homo- 
tocaies  .  les  courbes  x  =  'j.q  sont  les  droites  issues  de  O. 
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Comme    second    exemple    ('),    citons    les    coniques 
homofocales   :   les  courbes  a  ^  ao  sont  les   hyperboles 
équilalères  du  faisceau 

V^  —  X-  ^  c- 

=:  const., 

xy 

trajectoires    orthogonales   des    cartésiennes    lieux    des 
points  M  tels  que 

MF  X  MF'  =  const., 
F  et  F'  étant  les  foyers  des  coniques  homofocales. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

Prenons  pour  équation  des  projections  orthogonales, 
sur  le  plan  O^i  ,  des  asjmptoliques  d'une  surface 

r  dx'''  -\-  -i.  s  dx  dy  -^  t  dy"^  —  o. 

Théorème.  —  Pour  que  les  projections  sur  Oxy 
des  asyniptotiques  d'une  surface  constituent  un 
réseau  orthogonal,  il  faut  et  il  suffit  que  la  surface 
soit  une  surface  intégrale  de  V équation  de  Laplace 

\.iZ  =  o     (  2  ). 


(  '  )  Ce  lieu  constitue  la  question  n"  119  des  ;V.  C.  (  Nicolaïdés). 
Pour  une  généralisation,  cf.  les  Noiwelles  Annales,  question  1200 
(Gambey)  et  les  Nouvelles  Annales  de  1876,  p.  549  (  Moret- 
Blanc). 

(^)  Cette  équation,  /• -f- f  =  o,  a  été  pour  la  première  fois,  du 
point  de  vue  géométrique,  considérée  par  Meusnier;  il  se  proposa 
de  chercher  les  surfaces  minima  la  vérifiant.  Le  résultat  auquel  il 
parvint  (c'est-à-dire  le  théorème  de  Catalan)  découle  immédiate- 
ment de  l'interprétation  géométrique  que  nous  donnons  ici  de 
l'équation  /•  h- f  =  o  et  de  la  propriété  connue  des  asyniptotiques 
d'une  surface  minima. 


(  g-2  ) 
Théorème. —  La  détermination  des  asymptotiques 
dUine  surface  A2^  =  o  s'effectue  par  quadratures. 


En  posant 


y 


3  =  u  —  V, 


on  Irouve,  pour  éqiialion  des  asymptotiques, 
\]"du'-—\"dv''-=  o, 


d'où 


/  ^\j"  du  ±  /  /V"  dv  =  const. 


Exemples.   —  I.  Surface  à^z^^o^  de  révolution 
autour  de  Os. 

La  seule  surface  A2S  =  o,  de  révolution,  est  la  sur- 
face engendrée  par  la  courbe  logarithmique 


z  ^=  a  loe 


■y 


Les  asymptotiques  déterminées  en  la  considérant 
soit  comme  une  surface  de  révolution,  soit  comme  une 
surface  de  Jamet,  soit  comme  une  surface  A2S  =  o, 
sont,  en  projection,  les  spirales  logaiilhmiques 

rd^=±  clr     (  1  ). 


(')  Il  est  curieux  de  signaler  la  gramie  analogie  de  calculs  et  de 
résultats  qui  se  présentent  dans  cette  question  et  dans  Tétude  ther- 
mique d'un  plan  indélîni  ;  dans  le  cas  d'une  source  de  chaleur 
punctifornie  et  le  potentiel  thermique  étant 

T  =  T^,  \o<^{x-^ y-), 
les  lignes  de  flux  sont  les  spirales  logarithmiques 

dr 
db  =■—  a  —  • 
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II.  s  =  x^ — ■Çix'^y'^  -\-y'^  :  les  asymptotiques  se  pro- 
jettent suivant  les  faisceaux  orthogonaux  d'hyperboles 
équilatères 

.r^  —  j2  —  ^^  2^jr  _f_  const.     (1). 

Nous  donnerons  d'autres  exemples  dans  la  troisième 
Partie  de  cette  Note. 

■  Condition  pour  qiC un  réseau  orthogonal  soit  con- 
stitué par  les  projections  des  asymptotiques  d^une 
même  surface. 

L'équation  différentielle  d'un  réseau  orthogonal  est 

Pour  que  l'équation  prenne  la  forme 

W  du'^  —  y"  dv-^^o, 
il  faut 

—  \i%  =:{o^\]i" — logV",  d'où  A2  3;  =  0. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  a  satis- 
fasse à  l'équation  de  La  place. 

La  détermination  de  la  surface  correspondante  est 
équivalente  à  celle  de  U  et  de  V  connaissant  U"  et  V", 
c'est-à-dire  à  quatre  quadratures  au  plus. 

Remarque.  —  Je  signale,  afin  de  simplifier  certains 
calculs,  qu'étant  donné  le  réseau  orthogonal 


(')  Sur  cette  surface  et  ses  asjmptotiques,  cf.  les  compositions 
de  licence  données  à  Montpellier  en  1896  et  à  Grenoble  en  1895. 
Les  asymptotiques  dans  l'espace  sont  des  courbes  du  quatrième 
ordre;  deux  asymptotiques  qui  se  rencontrent  sont  situées  sur  une 
même  quadrique.  La  détermination  des  asymptotiques  de  cette 
surface  peut  être  encore  faite  en  la  considérant  coin->t».  -ine  surface 
de  Jamet. 


(  94  ) 
la  condilion  A^a  =:  o  s'écrit 

A,  P  2  P 


AiP       P^-^i 


TROISIEME  PARTIE. 


Surfaces  A22  =  o  5e  rencontrant  dans  une  repré- 
sentation des  fonctions  analytiques.  —  Dans  sa 
Thèse  ('),  M.  Laurent  associe  à  toute  fonction 
f{oc-\-iy)  la  surface  obtenue  en  portant  sur  la  per- 
pendiculaire au  plan  (ic,  y),  au  point  (^,j'),  un  seg- 
ment z  égal  au  module  de  f. 

Le  calcul  montre  que  ces  surfaces  ne  sont  pas  arbi- 
traires et  satisfont  à  l'équation 

^■2^    ^    I 
\\Z  z 

En  posant  z  =  e^,  elle  devient 

D'où     une     interprétation     intéressante     des    surfaces 
\^z  =  o. 

Surfaces  A22=o  se  rencontrant  dans  te  calcul 
des  variations.  —  Le  calcul  des  variations  appliqué  à 


//' 


i  p"--^  q-  )  dx  dy 
conduit  aux  surfaces  Ao5  =  o.  Cette  propriété  est  im- 


(')  H.  Laurent,  Sur  la  continuité  des  fonctions  imaginaires. 
Thèse,  i865. 

(^)  Ce  dernier  calcul  se  trouve  fait  par  Jamet  {N.  C,  1877, 
p.  364);  i'  démontre  que,  si  A^^  est  nul,  on  a 

A,(iogAiZ)  =  0. 
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portante  au  point  de  vue  de  l'existence  [cf.  les  travaux 
de  Riemann,  Hilbert,  etc.). 

Une  classe  particulière  de  surfaces  Ao5=o.  — 

Puisque  la  fonction  0=:arctang;—  satisfait  à  l'équation 

de  Laplace,  la  fonction  a  =  (/;«4-i)9  satisfera  à  cette 
équation.  Le  réseau  des  courbes  (C)  est  formé  par  les 
courbes  (spirales  sinusoïdes) 

/•'«    =  a'"  sin/nG, 
,.-,«_  jym  sinmÔ. 

La  surface  correspondante  est 

z  =  A/— 2'"  sin  2  m  9. 

Théorème.  —  Pour  une  surface 
x  —  rcos(i,         y  =  rsinO,  z  =  \r^s\nKfi  (Kjzéi), 

les  lignes  de  niveau,  les  lignes  de  plus  grande  pente, 
les  lignes  asymplotiques  {constituant  un  réseau 
orthogonal  en  projection),  sont  des  courbes  du  type 

rV-  =  «F-  sin  fjif). 
Pour  une  telle  surface,  le  calcul  donne 

H2=    EG—   F2=  ,-2+  A2K2/-2K^ 

D  =  AK{K  — i)rK-isinK8, 
D'=  AK(K— i)rK  cosKB, 
D"  =  — AK(K  — i)/-K+isinK9, 

D'2_  DD"=  A2K2(K  —  1)2^2». 

La  courbure  totale  ne  dépend  donc  que  de  la  dis- 
tance du  point  à  l'axe  Oz. 

Par  suite,  la  torsion  en  un  point  de  toute  asynip- 
totique  ne  dépend  que  de  la  distance  du  point 
à  l'axe  O  z. 


(96) 

Remarque.  —  Les  surfaces  de  paramètres  R  et  — K 
se  correspondent,  du  point  de  vue  des  lignes  de  niveau 
et  de  plus  grande  pente  et  des  lignes  asymptotiques, 
projetées  sur  O.ry,  par  inversion  de  pôle  O  dans  ce 
plan, 

La  surface  K  =  —  i  seule  fait  exception,  car  il  faut 
excepter  de  tout  ce  qui  précède  la  valeur  K  =:  i .  Pour 
cette  valeur  R  =  —  i,  la  surface  (')  a  pour  équation 
cartésienne 

-3  =  — ; — - — ;  • 

C'est  une  surface  cubique  dont  les  lignes  de  niveau  et 
de  plus  grande  pente  sont  des  cercles  en  projection 
sur  Oxy  (^),  et  dont  les  lignes  asymptotiques  se  pro- 
jettent %y\xOxy  suivant  deux  faisceaux  orthogonaux  de 
cardioïdes. 

Exemples  de  surfaces  de  la  classe  précédente.  — 
En  plus  de  l'exemple  précédent,  nous  citerons  les  cas 
suivants  : 

Equation  Lignes  de  niveau  Projections 

Valeurs  de  et  des 

de  K.  la  surface.  de  plus  grande  pente.  asymptotiques. 

paraboloïde        i  hyperboles     équila-  /    , 
^  .  droites 

z  =  xy  {       teres  \ 

xy  \  lemniscates  de  Bar-  / 

z  = <'  ...  >  cercles 

(  J7--+-  y-  )'-     (       noulli  \ 

\  hyperboles      équila 
J'  -f    '  tares 


(*)  Cette  surface  remarquable  a  été  rencontrée  par  M.  Bous- 
sinesq  comme  transformée  par  traction  horizontale  d'un  sol  hori- 
zontal élastique  {Application  des  potentiels  à  l'étude  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  des  corps  élastiques,  p.  189). 

(')  Pour  une  étude  détaillée  de  ces  lignes  de  plus  grande  pente 
et  de  niveau,  cf.  Boussinesq,  Cours  d'Analyse,  l.  l,  p.  232. 
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Équation 

Lignes  de  niveau 

Projections 

valeurs 

de 

et 

des 

de  K. 

la  surface. 

de  plus  grande  pente. 

asymptotiques. 

-4.-. 

» 

,  lemniscates    de    Ber 
noulli 

2 

polaires  réciproques 

» 

de  leinniscales  àe 

orlhogénides 

Bernoulli 

2  \  podaires  de  lemnis-  )  cubiques  de  Tschirn- 
—  •••                      ))                  <  .  } 

3  (       cates  de  Bernoulli  )       hausen 

Renicwque.  —  Les  surfaces  précédentes  consliluent 
un  cas  particulier  des  surfaces  qui  sont  telles  que 
leurs  lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  se 
projettent  sur  Oxy  suivant  un  réseau  orthogonal 
de  courbes  intégrales  de  l'équation  de  Laplace 

A^a  =  o. 

Définissant  une  telle  surface  par  son  équation  carté- 
sienne, on  trouve 

p 
a  =  —  arc  tang-^  j 

A2-      , /,        \-<z        \ 
A2  a  = J    loe  — ^—  )  ^    , 

J  désignant  le  jacobien. 

La  condition  Aga  =  o  est  donc  équivalente  à 

A,^         .  .         , 

^  lonction  de  z, 

Aj  z 

et,  par  suite,  ces  surfaces  sont  celles  dont  les  lignes 
de  niveau  sont  isothermes. 

Ce  sont  encore  les  surfaces  provenant  de  l'applica- 
tion du  calcul  des  variations  aux  intégrales  doubles  de 
la  fortne 

J  Jf(z)(p^~q^)dxdy. 
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CERTIFICATS  D  ASTRONOMIE. 


Caen. 


ÉpRiîuvE  ÉCRiTE.  —  1°  EcUpses  de  Lune. 
2°  Expression  du  temps  dans  le  mouvement  parabolique 
d'une  comète. 

Éprelve  pratique.  —   A    un  instant   donné,    l'anomalie 
moyenne  de  Vénus  est 

r  =  1 8°  3o'  1 5"  ; 
les  éléments  de  son  orbite  elliptique  sont  : 


T.^f> 


Longitude  du  nœud  ascendant..  ..  6   =    75"ig'52 

Inclinaison  du  plan  de  l'orbite...  i   ^=      3°2'3'3i" 

Longitude  du  périhélie ro  =  i29"27' i.V 

Excentricité e   =  o,o68  433 

Demi-grand  axe a  =  0,723  33 

Calculer  l'anomalie  excentrique  u.^  V anomalie  vraie  iv , 
la  longitude  et  la  latitude  a  et  p,  la  distance  de  Vénus 
au  Soleil,  r. 

Solution. 

On  trouve 

M  =  1 9"  5o'  4  ",         HJ  =  2 1  "  1 2'  40", 
a  =  i5o''38'26",  p  =  3"  lô'Sô",         r  =  0,676  77. 

(Juin  1908.) 
Dijon. 

Épreuve  écrite.  —  L  Mesure  des  hauteurs  au  théodolite. 
IL   Détermination  des  éléments  de  V ellipsoïde  terrestre. 

Épreuve  pratique.  —  Déterminer  la  longueur  de  l'arc 
de  \"  sur  le  méridien  et  la  parallèle  à  la  latitude  de  42". 
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Données.  —  Rayon  équatorial  de  la  Terre  6378  753"". 
Aplatissement  2Î-3. 

(Juillet  1907.) 

Épreuve  écrite.  —  I.  Théorie  du  niveau  à  bulle  d'air. 

II.  Détermination  de  la  latitude  par  une  hauteur  de  la 
Polaire, 

(Pas  d'épreuve  pratique.) 

(Novembre  1907.) 

Grenoble. 

Epreuve  écrite.  —  Deux  grandeurs  x,  y  sont  liées  à  trois 
grandeurs  mesurables  A,  B,  N  par  une  relation  linéaire 

(I)  AX-4-BY  =  N. 

On  a  effectué  jjl  mesures  n\,  n^.  . .  . ,  iin  de  N  correspondant 
à  [Ji  systèmes  de  valeurs  exactes  («i,  ôj  ),  {a^,  b^)  ...,  («jj,,  b^) 
de  K  et  de  B.  Déterminer,  par  la  méthode  des  moindres 
carrés,  les  valeurs  les  plus  probables  x,  y  de  X  et  de  Y. 

Erreur  moyenne  des  mesures  de  N  ;  erreurs  à  craindre 
sur  X  et  sur  y. 

Epreuve  pratique.  —  Calcul  des  longitude  et  latitude 
héliocentriques  de  Mars  pour  le  i  juillet  1908,  midi,  temps 
moyen  de  Paris. 

Données  numériques  : 

Pour  le  i'"^  janvier  i85o,  midi,  temps  moyen  de  Paris, 

Iq=  83"4o'3o"; 


Pour  1908, 


Enfin,  on  a 


Ts  =  333"  17' 54", 
^=  48°  23' 53", 
i    =       i"5r    2". 

n  =  i886",5i84,         e  =  0,093  26[. 

(Juillet   1908.) 
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QUESTIONS. 


2117.  Étant  données  dans  l'espace  deux  figures  égales  F  et  F', 
soient  A  un  point  de  la  première  et  B  le  point  correspondant  de 
la  seconde  ;  le  point  B  étant  considéré  comme  point  de  F, 
soit  C  le  point  correspondant  de  F'  ;  le  point  C  étant  considéré 
comme  point  de  F,  soit  D  le  point  correspondant  de  F'.  Les 
deux  triangles  ABC  et  BGD  sont  égaux.  Démontrer  directe- 
ment que,  si  O  est  le  centre  de  la  sphère  qui  passe  en 
A,  B,  G,  D,  on  ne  peut  généralement  faire  coïncider  les  deux 
tétraèdres  OABG  et  OBGD  (qui  sont  d'ailleurs  égaux)  en  met- 
tant A  en  B,  B  en  G,  G  en  D.     '  (G.  F.) 

2118.  L'équation  j"  —  e  sin  {m -^  x)  =o  peut  s'écrire 

/          m\         p  -h  e            m               ,                         r 
tang  (x^ = tang  —,  ou  p  =  -. 


Construire  le  lieu  de  l'intersection  des  droites  menées  par 
les  extrémités,  A  et  B,  du  segment  AB  =  e,  et  faisant  avec 
ce  segment  respectivement  les  angles  m  et  m  -+-  x. 

(A.  Pellet.) 

2119.  Lorsqu'une  courbe  (C)  roule  sur  une  droite,  le  symé- 
trique, par  rapport  au  point  de  contact  P  de  la  courbe  avec 
la  droite  à  un  instant,  du  centre  de  courbure  de  la  roulette 
décrite  par  un  point  M,  invariablement  lié  à  la  courbe,  se 
trouve  sur  la  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  osculateur 
de  (G)  au  point  P.  (A.  Pellet.  ) 

2120.  On  donne  une  surface 

X  -j-  Y  -t-  Z  =  I , 

X  étant  fonction  de  la  seule  coordonnée  x,  Y  de  r,  Z  de  z  : 
trouver  les  transformées  telles  que  les  systèmes  conjugués 
se  correspondent  sur  la  surface  et  sa  transformée. 

(A.  Pellet.) 
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[0>3gy] 

ÉTUDE  SUR  LES  EWEEOPPES  M  COLKBES 
A  m  PARAMÈTRE; 

Par  m.  barré, 

Capitaine    du    Génie. 


l.  Considérations  préliminaires.  —  Conformément 
à  leur  significalioi)  géoraélriqiie  la  plus  naluixlle,  nous 
définironsdans  celle  étude  une  enveloppe  decourbes  dé- 
pendanld'unparamèlrecomme  unecourbefîxe  à  laquelle 
restent  constamment  tangentes  les  courbes  mobiles  (en- 
veloppées). Il  est  à  rem  arquer  que  ce  point  de  vue,  adopté 
en  général  pai-  les  auteurs  classiques  pour  les  courbes 
gauches,  ne  l'est  pas  pour  les  courbes  planes  et  les 
surfaces.  On  considère  alors,  en  général  (  '  ),  l'enveloppe 
comme  un  lieu  de  points  (ou  de  courbes)  caractéris- 
tiques. On  montre  i)ien  que  ce  lieu  est  une  enveloppe 
au  premier  sens  du  mot,  mais  on  omet  de  prouver  la 
réciproque,  à  savoir  que  toute  cette  enveloppe  a  bien 
été  déterminée  ainsi.  Dans  ce  qui  suit,  nous  démon- 
trerons, pour  les  courbes  à  un  paramètre,  l'équivalence 
des  deux  définitions  et  nous  établirons  que  les  coor- 
données des  points  de  l'enveloppe  peuvent,  en  général, 
s'exprimer  par  des  fonctions  continues  et  dérivables 
du  paramètre  dont  dépend  l'enveloijpée.  Ce  fait  est 
admis  par  tous  les  Traités  que  nous  avons  pu  voir  et 
qui  définissent  l'enveloppe  par  la  propriété  de  langencc. 
Il  n'est  nullement  évident  et  nous  aurons  l'occasion,  au 
cours  de  ce  Mémoire,  de  rencontrer  des  cas  où  celte 

(  ')  M.  G()ursat,dans  soa  Cours  d'Analyse,  conserve  uniforménieni 
le  premier  point  de  vue. 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  IX.  (Mars  1909.)  8 
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hypothèse  cesse  d'être  vérifiée.  Leur  considération 
nous  conduira  même  à  des  propriétés  relatives  aux 
singularités  que  présente  le  problème  des  enveloppes 
de  courbes  à  un  paramètre. 


(I) 


II.  Recherche  de  C enveloppe.   —  Soient 

1  /2(^,7,  -',  «)  =o 


les  équations  (dont  nous  supposons  les  premiers 
membres  analytiques  par  rapport  aux  quatre  variables 
qui  y  figurent)  de  l'enveloppée. 

Si  l'enveloppe  existe,  elle  peut  être  représentée  par 
des  équations 

{1)  œ=f{t),         y  =  '^(t),         5  =  •W^), 

dans  lesquellesy,  es  et  <];  sont  des  fonctions  analytiques 
du  paramètie  f,  sauf  peut-être  pour  des  valeurs 
isolées. 

Soit  alors  ^  =  ^^  la  valeur  du  paramètre  correspon- 
dant à  un  point  ordinaire  Mo  de  l'enveloppe  (E).  Les 
conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour  que(E)  touche 
en  Mo  une  certaine  enveloppée  (Co),  coirespondant  à 
la  valeur  cIq  du  paramètre  a,  sont 


(3) 

et,  en  posant 

on  a  également 

(4) 


XSAf^h)-  ?(^oj,  ^(t^),  ao]  =o; 


dv 


dA 


a  =11 


o, 


(  io3  ) 
en  désignant  par  [F] ,  _,Ja  valeur  que  prend  une  fonc- 

tion  F(i,  a)  pour  ^  =  ^o  et  a  =  «o- 

Si  l'on  fait  varier  le  point  Mo  il  en  sera  de  même  de 
la  courbe  Cq  ;  autrement  dit,  lorsque  nous  (erons 
varier  t  il  en  sera  de  même  de  la  valeur  de  a  correspon- 
dante. 

Je  dis  que  pour  chaque  système  de  valeur  de  a  et  de 
i  correspondantes  on  doit  avoir 

En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  la  succession  des 
valeurs  de  a  correspondant  aux  diverses  valeurs  de  t 
formerait  une  fonction  de  t  analvtique  dans  les  environs 
du  point  considéré:  a  =  \[t)  qu'on  pourrait  tirer  de 
celle  des  deux  équations  (i)  dont  la  dérivée  par  rapport 
à  a  ne  sérail  pas  nulle. 

Cette  fonction  devrait  satisfaire  aux  deux  équations 

\  Ox  '         dv   '         àz   '         da 
(6)  ■ 

'    dx  •'         dy  àz   '         da 

Mais,  d'autre  part,  pour  un  système  de  valeurs  cor- 
respondantes quelconques  («0?  '0)  les  équations  (4) 
doivent  être  vérifiées.  11  devrait  en  être  de  même  des 
équations  obtenues  en  remplaçant  dans  les  relations  (6) 
les    variables  a  et  <  par  un  tel  système,  ce  qui  exige 

que  les  dérivées  -f-  et  -^"  s  annulent  pour  a  =  ûto  el 
^  da  aa  r  « 

t  =  ta.  Comme  Iq  et  Uq  sont  d'ailleurs  quelconques  il  v 

a  contradiction  avec  l'hypothèse  faite  que  la  fonction 

).(i)  ne  satisfaisait  pas  aux  deux  équations  (5). 

Les  coordonnées  x,  y,  z  du   point   de  contact    de 

l'epveloppe  et  de  l'enveloppée  doivent  donc  vérifier  le^ 
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(jualre  équations 

1/1(^7^.  *,  «)     =0,  ,U{x^y,z,a)     =0, 


(1) 


àA 


àh 


\^ix,y,z,a)  =  o,  ^{x,y,z,a)^o. 


Ces  équations  déterminent  en  général  des  points 
isolés.  Si  elles  se  réduisent  à  trois,  elles  définissent 
x^  y  el  z  comme  des  fonctions  analytiques  de  a,  sauf 
exception  possible  pour  les  [)oints  dont  les  coordonnées 
vérifieraient  en  outre  les  deux  équations 


A,= 


(8) 


dx 

dz 

àA 
ôx 

ày 

àA 
dz 

àA 
da  dx 

àA 
da  dy 

àA 
da  dz 

dx 

àA 

ày 

àh 
dz 

dx 

àA 
dy 

'!A 

df, 
da  dx 

àA 
àady 

oA 

da  dz 

=  o, 


A,= 


Ces  nouvelles  équations  ne  pourraient  qu'excepiion- 
nellement,  même  en  des  points  isolés,  être  vérifiées 
en  même  temps  que  les  trois  équations  auxquelles  se 
réduirait  le  système  {"])• 

Si  donc  l'enveloppe  existe,  les  coordonnées  de  son 
point  de  contact  avec  l'enveloppée  sont  des  fonctions 
analytiques  du  paramètre  a  dont  dépend  celle-ci  : 

Inversement,   s'il  existe  trois  fonctions    analytiques 


^9) 


ar=y"(a),         y=L':,(a),         z^='l{a), 


satisfaisant  aux    quatre   équations   (n),   la   courbe  (E) 
représentée  par  les  équations  (8)  est  une  enveloppe  des 
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courbes  (C).  En  efTet,  eu  difTéreii liant  les  équations  (8), 
on  obtient  sur  la  courbe  (E)  les  différentielles 

lx=fia)da,  Zy  =  <^'a,ia)  da,         oz  =  <Y(a)da, 

qui  satisfont  aux.  équations  suivantes  tirées  de  la  dififé- 
rentiation   des  deux  premières  étjuations  (7), 

ox  dy  ùz  ôa 

-f-  037  -f-  -r-  07  +  —-dz-^  -f^  da  =  o. 
ax  ây  ôz  aa 

lesquelles  se  réduisent,  en   vertu   des  deux   dernières 
équations  (7),  aux  suivantes  : 


(10) 


,    ■  ùx  ■ 
ax 

-r OX  ■ 

ax 


ây    -^ 

ôz 

dy    ■^ 

dz     ^  " 

Le  point  défini  par  les  formules  (g)  appartient  évi- 
demment à  la  courbe  (C)  de  paramètre  a  en  vertu  des 
deux  premières  équations  (7)  auxquelles  satisfont  iden- 
tiqnem<nt  y,  es  el  '|.  D'autre  part,  les  équations  (10) 
qui  définissent  dx,  oy,  oz  ne  diffèrent  |ias  de  celles 
qui  définissent  dx,  dy,  dz  différentielles  des  coordon- 
nées de  renvelop|)ée  (-). 

La  courbe  (E)  touche  donc  la  courbe  (C)  au  point 
{x,  y,  s,  a). 

Cas  de  dégénérescence  de  V enveloppe.  —  Il  peui 
arriver  que  les  fonctions  y,  o  et  ^j/  se  réduisent  à  trois 
constantes  ^,,  y, ,  2,.  Les  équations  (6)  seraient  alors 
vérifiées  pour  ^  =  :r, ,  y  =  r,,  :;  ^  ^,,  quelle  que  soit  bt 
valeur  de  a.  Dans  ce  cas,  la  courbe  mobile  c  passerai! 
constamment  par  le  poini  fixe  (a?,,  y, ,3,)  (|ui  pourrait 
être     considéré    comme    appartenant    à    l'enveloppe. 
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Inversement,  si  une  courbe  mobile  passe  par  un  point 
fixe,   celui-ci   peut  être  considéré   comme   constituant 
une  enveloppe  de  la  courbe. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  vérifi- 
cation consistant  à  exprimer  que  les  quatre  équations  (7) 
sont  vérifiées  quel  que  soit  a  pour 

Il  se  peut  d'ailleurs  qu'il  v  ait  ou  qu'il  n'y  ait  pas    de 
véritable  enveloppe. 

En  résumé  :  1°  Une  courbe  variable  de  V espace 
appartenant  à  une  famille  à  un  paramètre  na  pas, 
en  général,  d'' enveloppe. 

2°  S  il  existe  un  ensemble  de  trois  fonctions  ana- 
lytiques fi^a)^  'f(^))  ^('^'^)  cp^i-i  substituées  respecti- 
vement àx,  y  et  z^  dans  les  équations  ( -).  satisfont  à 
celles-ci,  la  courbe  mobile  (C)  admet  pour  enveloppe 
la  courbe  représentée  par  les  équations 

Ces  conclusions  supposent  que  le  point  considéré 
n'est  singulier  ni  sur  la  courbe  mobile  ni  sur  la  courbe 
enveloppe,  car  nos  calculs  comportent  en  effet  cette 
restriction  ('  ). 


(' )  La  présence  sur  l'enveloppe  d'un  point  singulier  de  l'enve- 
loppée serait  d'ailleurs  exceptionnelle,  car  il  correspondrait  à  la  véri- 
fication des  deux  conditions  nouvelles 


^/, 

àÂ 

àf. 

ùx 

ày 

dz 

ôf,  - 

'  ^)f. 

''  àf. 

<)X 

ày 

OZ 

qtw     se     traduisent     [après     substitution     x=f{a),    y=-s(a) 
z  =  v(<ï)]   par  deux   équations  pour  déterminer  une  valeur  de  a. 


(    lo?   ) 
3°  Quand  V enveloppe  existe,  elle  peut  s'obtenir 
sous  la  forme 

Fi(^)JK, -S)  =  o,         ¥.i{x,y,  z)  —  o, 

en  éliminant  a  de  deux  façons  entre  les  équations  (  7  ) . 

Toutefois,  l'emploi  de  cette  inéthode,  pour  être  cor- 
rect, doit  exiger  (juelqiies  précautions  sur  lesquelles 
nous  reviendrons  plus  loin. 

Théorème.  —  Si  les  courbes  d\ine  famille  à  un 
paramètre  ont  une  enveloppe,  deux  de  ces  courbes 
infiniment  voisines  quelconques  peuvent,  aux  infi- 
niment petits  d'ordre  supérieur  près,  être  consi- 
dérées comme  ayant  un  point  commun  au  moins 
dont  le  lieu  se  confond  avec  l'enveloppe. 

Un  calcul  tout  à  fait  classique  montre  que  les  points 
communs  à  deux  courbes  infiniment  voisines  d'une  fa- 
mille dépendant  d'un  paramètre  variable  a  sont  déter- 
minées parles  équations  de  la  courbe 

/■i(j',JK,  ^,  aj  =  0,         f,{x,y,  z,a)  =  o 
jointes  aux  suivantes  : 

da  ^  da 

En  général,  il  y  aura  un  nombre  limité  ou  tout  au 
plus  une  infinité  discontinue  de  courbes  ayant  un  point 
commun  avec  la  courbe  infiniment  voisine.  Au 
contraire,  dans  le  cas  où  il  existe  une  enveloppe,  à 
toute  valeur  de  a  correspond  au  moins  un  système  de 
valeurs  àex,y  et  z  satisfaisant  aux  équations  précé- 
dentes, c'est-à-dire  un  point  commun  à  la  courbe  de 
paramètre  (a)  et  à  la  courbe  infiniment  voisine. 

Réciproque.  —  Si  une  courbe  quelconque  d' une 
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famille  à  un  paramètre  possède  avec  la  courbe 
infiniment  voisine  un  point  commun  au  moins, 
les  courbes  de  la  famille  admettent  une  en- 
veloppe. Celle-ci  est  confondue  avec  le  lieu  des 
points  communs  à  deux  courbes  infiniment  voisines. 

JNoiis  nous  dispenserons  de  donner  de  celle  réci- 
proque la  démonslralion  qui  peut  se  calquer  sur  celle 
du  ihéorème  direcl. 

Tll.  Cas  particuliek .  —  La  courbe  est  déter- 
minée par  une  surface  fixe  [F(j7,  y,  z)  =  o]  et  une 
su/ face  mobile  Yf{x,  y,  ^,  «)  =  o]. 

f^a  courbe  considérée  admet  en  général  une  enve- 
loppe, carlesqualre  équalions  (7)  se  réduisent  dans  ce 
cas  aux  trois  suivantes  : 

(11)  F(a7,_y,  z)  =  o,     f(x,y,  z,  a)  =  o,     —(x.y,z.a}  =  o. 

La  théorie  des  enveloppes  planes  rentre  immédia- 
tement dans  ce  cas.  En  prenant  pour  plan  :;  =  o  le  plan 
des  courbes  planes  étudiées,  celles-ci  sont  déterminées 
dans  leur  plan  par  deux  équations  de  la  forme 

S(x,y,  a)  =  o 

et  elles  admettent  une  courbe  enveloppe  obtenue  en 
cherchant  le  lieu  des  intersections  des  deux  courbes 

(12)  ^{x,y,a)^o,         —{x,y,a)=o. 

Ces  deux  équations  sont  celles,  bien  connues,  aux- 
quelles conduit  la  théorie  classique  des  enveloppes 
dans  le  plan. 

La  conclusion  relative  au  cas  d'une  courbe  quel- 
conque, déterminée  par  une  surface  fixe  et  une  surface 
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mobile,  donne  lieu  à  une  remarque  intéressante.  En 
effet,  une  courbe  mobile  (C)  quelconque,  déterminée  par 
l'intersection  de  deux  surfaces  mobiles  (S,)  et  (Sa) 
dépendant  d'un  paramètre,  engendrera  une  surface 
fixe  (S)  dont  l'équation  cartésienne 

(i3  )  ^(a:-,y,  z)  =  o 

s'obtient  en  éliminant  a  entre  les  équations 

(i4)  f^(x,y,z,a)=^o,        f^(x,y,z,a)=:o, 

des  surfaces  mobiles.  Cette  élimination  se  fera  en  tirant 
a  en  fonction  de  a;,  y  el  z  de  celle  des  équations  (  i4) 
pour  laquelle  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  a  n'est 

pas  nulle.  Si  par  exemple  -fi  est  difFérent  de  zéro  aux 
'  '  '       a« 

environs  d'un  système  de  valeur  déterminée,  nous  tire- 
rons de  la  seconde  équation  (i4) 

a  =  \(a;,y,z), 

et,  en  portant  dans  la  première  équation  (i4)j  nous  ob- 
tiendrons 

(i5^  ^=fi[x.y,z,l(x,y,z)]=o. 

Mais,  pour  avoir  l'enveloppe  de  la  courbe  considérée 
comme  déterminée  par  la  surface  fixe  (S)  d'équa- 
tion (i5)  et  la  surface  mobile  (S2),  nous  devonsjoindre 
aux  deux  équations  correspondantes 

*(a-,jK,  ^)  =  0,        f2(x,y,z,a)  =  o 

l'équation 

■^{x,y,z,a)  =  o, 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  l'h^'potlièse  fondamen- 


(    '»o   ) 

taie  que  nous  avions  faite   au  début  (—  7^  o  )  •  Ceci 

'  (Ja-  / 

explique  le  paradoxe  apparent  consistant  en  ce  que 
toute  courbe  niobile,  pouvant  être  considérée  comme 
appartenant  à  une  surlace  fixe  et  à  une  surface  mobile, 
devrait  avoir  une  enveloppe. 

Si  toutefois  on  fait  le  calcul  qui  vient  d'être  exposé, 
la  {oncùon\{  X ,  y ,  z)  sera  analytique  en  tout  point  n'an- 
nulant pas  -r-^  •  Il  en  sera   de  même  de  la  fonction  4> 
^       oa 

obtenue  tandis  que  le  contraire  se  présentera  pour  les 
points  pouvant  appartenir  à  l'enveloppe  de(C).  Il  peut 
d'ailleurs  arriver  [par  exemple  en  rendant  rationnelle 
l'équation  (i5)  lorsque  celle-ci  se  réduit  à  la  somme 
d'un  polynôme  et  d'un  radical  du  second  degré]  qu'on 
puisse  mettre  l'équation  (i5)  sous  une  forme  dépour- 
vue de  singularités.  Mais  alors  on  a  en  général  introduit 
des  branches  étrangères,  lesquelles  d'ailleurs  peuvent 
avoir  ou  ne  pas  avoir  d'enveloppe.  Toutefois  la  courbe 
formée  |jar  l'ensemble  de  chaque  courl)e  (C)  et  des 
branches  étrangères  cori-espondanles  possédera  en  gé- 
néral une  enveloppe. 

Théorème.  —  Si  une  surface  fixe  (S)  et  une  sur- 
face mobile  (So)  qui  définissent  une  courbe  appar- 
tenant à  une  famille  à  un  paramètre  sont  constam- 
ment tangentes  en  un  point  de  celle-ci,  le  lieu  de  ce 
point,  en  général  point  double  ordinaire  de  (  C  ), 
forme  une  branche  singulière  d^ enveloppe  pour  la 
courbe  (G). 

Il  existe,  comme  conséquence  de  l'Iiypollièse,  trois 
fonctions  analytiques  de  a  qui,  substituées  à  x,j^,  et  ^ 
dans  les  équations  des  surfaces  (S)  et  (So) 

(16)  ¥{x,y,z)^o,        fi{x,y,z,a)  =  o 


(    •>•     ) 

et  dans  les  équations 

dF 

ôF         OF 

àx 
(Jx 

ôy           dz 

-    à/,    -    ôf, 

dy           dz 

les  vérifient  identiquement. 

Si  nous  différentions  les  deux  premières  en  j  consi- 
dérant x^y  el  z  comme  fonctions  de  a,  on  obtient 

ôF  ,         oF   ,         oF   , 

-—  dx  -+-  -T-  «r  -)-  -r—  «5  =  o. 

ôx  dy     '  Oz 

-r-  dx  -H  ^^  rîv  H-  -7—  «3  -h  -^^  da  =  o. 
dr  oi^K  o^  (^a 

d'où  l'on  déduit,  en  tenant  compte  des  équations  (  i-), 

da 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

IV.  Discussion  des  singularités  que  peut  pré- 
senter la  solution  du  problème  des  enveloppes 
de  courbes  à  un  paramètre.  —  Lorsque  l'enveloppe 
existe  on  peut,  avons-nous  dit,  la  représenter  par  deux 
équations 

(18)  F^{x,y,z)  =  o,         F^_{x,y,  z)  =0, 

obtenues  en  éliminant  a  entre  les  équations  (y).  Or 
nous  allons  voir  que  celte  opération  ne  peut  se  faire 
qu'en  tirant  a  de  l'une  des  équations 

Oa  da 

et  portant  le  résultat  obtenu  dans  deux  des  trois 
autres. 

L'enveloppe  existant,  la  courbe  ainsi  définie  dans  le 


(  "2  ) 

domaine  du  poinl  considéré  appartiendra  également  à 
la  surface  représentée  par  celle  des  équations  (j)  dont 
il  u'a  pas  été  fait  iisaf>e. 

Nous  reviendrons  ci-aprés  sur  cette  opération  :  nous 
nous  bornerons  ici  à  faire  remarquer  qu'on  ne  peut, 
pour  obtenir  a  en  fonction  analytique  des  coordon- 
nées ^,y,  z  du  point  considéré,  songer  à  utiliser  l'une 
des  deux  premières  équations  ('j),  car  précisément  au 
point  envisagé  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  a 
des  fonctions  y,  elf-,  doivent  être  nulles.  D'autre  part, 
pour  la  même  raison,  nous  ne  sommes  assurés  de  la 
légitimité  de  l'opération  que  nous  venons  de  définir 
que  si  aux  points  considérés  on  n'a  pas  à  la  fois 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  la  réalisation  des  éga- 
lités (19),  même  pour  des  points  isolés  de  l'envelop[)e, 
sera  un  fait  exceptionnel  en  général  et  par  suite  aussi 
la  difficulté  qui  en  résulte.  Toutefois  elle  se  présentera 
normalement  pour  des  points  isolés  de  l'enveloppe 
lorsque  la  courbe  mobile  sera  définie  par  une  surface 
fixe  et  une  surface  mobile.  Si  les  équations  de  ces  der- 
nières sont 

les  points  de  l'enveloppe  présentant  les  particularités 
dont  il  s'agit  seront  déterminées  par  les  quatre  équa- 
tions 

F(a7,jK, -s)  =  0,        f^(x,y,z,a)  =  o, 


(19  àis)        ^  à/i  _  d2/i 


âa        ^'  cla^        "■ 


Ils  pourront  être  en  nombre  fini  ou  infini,  formant 
une  succession   de  valeurs  isolées  de  a:,  y,  ^,  a.  En 


(   >i3  ) 
pai'ticulier,    si   F    est  un    |)olynoine    de    degré    m  en 
x^  y  et  :;   et  si  /"(    est   un    polynôme  de  degré    n   en 
X,  y  el  z  et  de  degré />  en  «,  l'enveloppe  présentera  en 


général 


mi  n  -^  p){  Il  -^  p  —  I  )  (  n  H-  /j  —  a  ) 


points  possédant  la  particularité  dont  il  s'agit. 

Laissons  pour  le  moment  ces  points  et  revenons  au 
cas  général. 

L'une  au  moins  des  deux  dérivés  secondes  n'est  pas 

Il       c  •    à^'f\ 

nulle,  supposons  que  ce  sôit^-^- 

De  la  troisième  équation  (^)  nous  pourrons  tirer 

(20)  «  =  [jLf.r,  j^,  i). 

En  portant   cette  expression  de  a  dans  les  deux  pre- 
mières équations  (^)  on  obtient  les  deux  suivantes  : 


(•^-U 


/i(-r,r,  -,  IJ.)  =  Fi(ar,y,  z)  =  o, 
/■2{^,r,z,  ix)~  Foix.y,  3)  =  o. 


Puisque  nous  supposons  Tcxislence  d'une  enveloppo 
pour  l'une  au  moins  des  déterminations  de  ijl,  la  courbe 
re|)résenlée  par  les  équations  (21)  forme  une  branche 
située  entièrement,  dans  le  domaine  du  point  considéré, 
sur  la  surface  dont  l'équation  est 


(•22) 


âa 


{x,y,z,  (0.)  =  o. 


Inversement,  si,  par  une  détermination  de  u.,  la 
branche  de  la  courlic  définie  par  les  équations  (  "î  •  )  est 
située  sur  la  surface  représentée  par  l'équation  (22),  je 
dis  que  cette  branche  est  bien  une  enveloppe.  En  effet, 
dans  ce  cas,  les  équations  (21)  et  (20)  permettent  de 
tirer  x,  y^   z   en  fonction    de   a   tant  que    le   jacobien 

D(Fi,F2,  jjL)     ,     ^  111  '      I      . 

— r- Il  est  pas  nul  ;  les  valeurs  correspondantes 


(  m4  ) 

satisfaisant  à  réquation  (22),  il  existe  bien  trois  fonc- 
tions a:{a),  y{a),  -(«)  satisfaisant  aux  quatre  équa- 
tions (j).  La  branche  de  courbe  considérée,  représentée 
par  ces  fonctions,  est  bien  une  enveloppe  de  la  courbe  C. 

TT  11-  I  !•  !•  ^(Fl.Fo.lJ.) 

Un  calcul  simple  montre  que  le  lacobien  — p- -~ 

se  réduit  simplement  au  déterminant  A,.  Si  A,  était 
nul  on  pourrait  tirer  x^  y  e[  z  en  fonction  de  a  des 
équations  (21)  jointe  à  iéqualion 

oa 

les  valeurs  obtenues  portées  dans  l'équation  (20)  j  sa- 
tisferaient identiquement.  Une  condition  de  légitimité 
du  même  genre  que  celle  déjà  rencontrée  s'impose  ici  : 
c'est  que  le  déterminant  A2  ne  soit  pas  nul.  jNotre  mé- 
thode cesse  d'être  applicable  pour  les  systèmes  de  va- 
leurs qui  satisferaient  à  la  fois  aux  conditions 

(î3)  Al  =  0.         Ao  =  o. 

C'est  là  un  fait  exceptionnel.  Mais  nous  verrons  plus 
loin  <|ue  les  points  correspondants  de  l'enveloppe  sont 
encore  en  général  réguliers.  Seule  la  représentation 
|)aiamétrique  au  moyen  du  paramètre  a  tombe  en 
défaut.  La  possibilité  de  ce  dernier  fait  a  déjà  été  indi- 
(|uée  au  début  de  celte  étude,  car  nous  avons  vu  que 
les  conclusions  relatives  à  la  représentation  au  mojen 
du  paramètre  a  étaient  subordonnées  à  la  non-vérifica- 
tion simultanée  des  égalités  (23)  par  les  systèmes 
X,  y^  z^  a  étudiés. 

Passons   maintenant  aux  poinis  de  l'enveloppe  pour 
lesquels  on  aurait  à  la  fois 

(24)  — :^    =  o,  — :i-l  =  o. 

Differentions  les  équations('y  )  après  j  avoir  remplacé 


(  ïi5  ) 
x^  y  el  z  par  les  fonctions  /(«),   ^{^)i  4'('^)  ^"'  ^o"' 
rent  dans  les  équations  de  l'enveloppe  (9)  ;  on  obtient, 
en  tenant  compte  des  deux  dernières  dans  le  résultat 
obtenu  en  difîerentiant  les  deux  premières  (<), 


(25) 


àfî        ^,        4/2  ,        à/,  ,, 


fi      ri  'J     12         I  "     ft       1 


da  dx  du  dy  ùa  dz  i)a'^ 

SI  •  '     1         1  1  /    •     /        à'^  fi     à- 1\ 

I,  au  point  étudie,  les  deux  dérivées  — =—  »  --^—  sont 
'  ^  da-      da^ 

nulles  les  équations  (25)  conduisent  immédiatement  au 

résultat   suivant  :   les   trois  dérivées  y,   o'    et  (!/'    sont 

nulles  pour  ce  point.  Il  ne  peut  y  avoir  exception  que 

si  les   déterminants    A,   et  Ao  sont  nuls  tous  deux   en 

même  temps.  Le  point  considéré  sera  donc  en  général 

un  point  singulier  sur  l'enveloppe.  Donc  : 

Théorème.    —  Si  une   courbe    mobile    dépendant 
d^ un  paramètre,  définie  par  les  équations 

admet  une  enveloppe  dont  certains  points  appartien- 
nent aussi  à  la  courbe 

d\n    ^      o\f\ 


(  '  )  La  considération  de  ces  équations  conduit  à  un  résultat  inté- 
ressant   lorsque    l'une    des    deux  dérivées  -r^  est   nulle  sans  que 

l'autre  le  soit.  Le  point  de  l'enveloppe,  avons-nous  vu,  est  alors 
régulier;  /',  <p'  et  il*'  ne  sont  pas  nuls  en  général  pour  ce  point  et 
l'on  conclut  de  là  sans  peine  que  le  déterminant  A,  est  nul. 
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ceux-ci  seront  des  points,  du  genre  rebroussement, 
de  V enveloppe  de  la  courbe  mobile  étudiée.  Celte 
proposition  sera  en  général  en  défaut  dans  le  cas 
tout  à  fait  exceptionnel  où  les  points  en  question 
appartiendraient  en  outre  à  la  courbe  ('  ) 

Aj(ir,^,  s,  «)  =  o,         ^iix^y,  z,  a  )  =  o. 

En  ces  points  i^enveloppe  touche  encore  Venve- 
loppée. 

Celle  dernière  partie  reste  à  démontrer.  La  tangente 
de  rebroussement  à  la  courbe  enveloppe  admet  pour 
paramètres  directeurs  les  trois  dérivées  /"(a),  cp",  <V . 

Or,  si  l'on  dilférentie  l'équalion 


''    dx         '    (>v  àz 


on  obtient  la  suivante  : 

•^    àr         '    Oy         '    âz  da  dx 

'    da  dy         '    da   dz 
qui,  au  point  considéré,  se  réduit  à 

()x         '    dy         '     ôz 

On    voit    de    même    que    les    trois    dérivées    secondes 
/"",  es",  'l"  vérifient,  au  point  considéré,  l'équation 

•'    dx         '    dy         '    fiz 


(  '  )  Le  inarique  de  place  ne  nous  [jcrmeL  pas  de  disculer  cumplé- 
lement  ce  cas  tout  à  fait  spécial.  Le  lecteur  pourra  examiner  deux 
dispositions  différentes  qui  se  présentent  en  examinant  l'enveloppe 
de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  paraboles 

.r^  +  2  "ky  -h  (  À  —  I  )^  =  G  x--h  2  \y  -+■  \^  =  o. 
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Les  deux  équations  précédenLes,  homogènes  en  /",  cp" 
el  Yi  étant  précisément  celles  qui  définissent  les  para- 
mètres directeurs  de  l'enveloppée,    notre  proposition 
est  complètement  démontrée. 

Des  développements  précédents  résulte  le  corollaire 
suivant  : 

Corollaire.  —  L'enveloppe  d'une  courbe  déter- 
minée par  une  surface  fixe  et  une  surface  mobile 
présente  en  général  des  rebroussements  ('). 

Soient  en  effet 

les  équations  de  la  courbe  mobile.  Les  rebroussements 
de  son  enveloppe  seront  donnés  par  le  système  des 
quatre  équations 

F(a7,jK,  s)  =  o,  f{x,y,z.a)  =  ii, 

àf  ,  à^-f, 

-^^{x,y,  z,a)  =  o,  -^{x,y,z,a)  =  o, 

qui,  admettant  en  général  des  systèmes  isolés  de  solu- 
tions communes,  déterminent  sur  l'enveloppe  au  plus 
une  suite  discontinue  de  points  de  rebroussements. 
Leur  nombre  sera  fini  si  les  équations  F  et  /  sont  algé- 
briques, il  a  d'ailleurs  été  donné  plus  haut. 


(')  Elle  présente  aussi  normalement  des  points  réguliers  pour 
lesquels  la  représentation  paramétrique  par  a  cesse  d'être  analy- 
tique car  les  deux  équations  A,  =  o.  Aj  =  o  se  réduisent  dans  ce  cas 
à  la  seule  équation  ^  {x,  y^  z,  a  )  =  o  en  posant 

A  = 


D{x,y,z)  ' 

Ce  résultat  est  évidemment  applicable,  comme  celui  du  texte,  aux 
enveloppes  dans  le  plan. 
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Ce  résultai  s' applique  immédiatement  à  l'enve- 
loppe d' une  famille  de  courbes  planes  mobiles  dans 
un  plan  fixe. 

Il  nous  reste  à  établir  que,  ainsi  que  nous  l'avons 
annoncé,  les  points  de  l'enveloppe  dont  les  coordonnées 
et  la  valeur  correspondante  du  paramètre  a  vérifient 
les  équations  (aS)  ne  présentent  en  général  aucune  par- 
ticularité, en  supposant  bien  entendu  que  les  deux  dé- 

rivées  secondes  -r-r  el  t^  'i  y  sont  pas  nulles  en  même 

o  I     '^Vi  I 

temps,  supposons  par  exemple  -r-^  =  o  ;  on  peut  alors 

tirera  en  fonction  de  JC^y  et  j  de  la  troisième  équa- 
tion (-j)  : 

(26)  CI  =  ii(ar,y,z). 

D'autre  part,  le  point  considéré  étant,  comme  dans 
toute  cette  étude,  supposé  simple  sur  l'enveloppée,  on 
pourra  toujours  tirer  des  équations  de  celle-ci  deux 
des  coordonnées  en  fonction  de  la  troisième  et  du  pa- 
ramètre a  ;  par  exemple 

( 27)  ■''  =  "/,! (^.  «  ).      y  =  7.2'  s,  «  j- 

Si  I  on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (26)  on  ob- 
tient la  relation 

("28)  B( z,  a)  ^^  txlyii  a),  -/iia),  z]  —  a  =  o. 

Mais  on  a 

f)0  dx    d/i  r>ix    à/j, 

da        d/i    da         d/i    r)a  ' 

et  d'autre  pari  les  dérivées  -^  el  -f^  satisfont  évidem- 

^  da  da 


(   '19  ) 
ment  aux  équations 


âx    da 

_^  àA  à/j  _^  df, 
dy     da         da 

=  o, 

dx    da 

^  df,  dl,  ^  df^ 
dy    da          da 

=  o, 

I     It  I  >    '^/'t  à  fi  I 

qui,  en  un  point  de  l  enveloppe  ou  ^  et  y^  sont  nuls, 

entraînent 

da   ~    da  ' 

,         .  D  f  /i ,  A  )     1  '  I  •  j 

le  mineur   ^ ,  n  étant  pas  nul  aux  ensirons  de  ce 

point  puisque  nous  avons  supposé  légitime  la  formation 

du  système  (27).  Dès  lors,  au  point  considéré,  —  se 

réduit    à   —    i.   On    en    conclut    que   I  équation    (28) 

définit  a  en  fonction  analytique  de  :;  aux  environs  du 

point  étudié,  soit 

(•^9)  «  =  a(z), 

Kn  portant  ce  résultat  dans  les  équations  (27)  on 
obtient  x  el y  en  fonction  analytique  de  z 

(•}o)  x  =  \{z),         y  =  r,{z). 

Le  point  considéré  est  donc  un  point  ordinaire  de 
l'envelo|)pe.  On  démontrerait,  comme  nous  l'avons  fait 
dans  une  élude  précédente,  que  l'enveloppe  touche 
encore  l'enveloppée  correspondante  en  ce  point.  Ce 
dernier  est  donc  tout  à  fait  régulier  comme  nous 
l'avions  annoncé. 

V.   Afin   d'éclairer  cet  exposé  par  quelques  appli- 


(')  On  aurait  pu  prévoir  ces  relalimi^  l-ii  )iiiUml  clireclL'iiitiii   de 
i.i  considération  des  équ. liions  (2-;). 


(■      I  M)       , 

calions,  y  éliidierai soiiiiiiuiraini^iil  les  Liais  exemples 
suivants  : 

1°  Enveloppe  de  la  droite  déterminée  par  les  deux 
équations 

:  fii X. y -z.  t)  ^  it- X — z — t'  =o: 

on  lrou\  e  sans  peine  que  la  droite  admet  une  enveloppe 
dont  les  équations  en  fonction  du  paramètre  t  sont 

X  =  f^,         y  =  f^~  «3,         z  =  t^; 

Torigine  est  un  rebioussement.  L'application  de  notre 
méthode  [)ermetlait  de  le  prévoir.  Les  rebroussemenls 
de  l'enveloppe  doivent  en  effet  s'obtenir  en  joignant 
aux  équations  de  celle-ci  les  relations 

^==  — Gir  =  o,         ^^  =  4^  — 3«2=o. 

J^  ensemble  de  toutes  ces  équations  admet  le  seul  sys- 
tème de  solutions 

X  =zy  =  5  =  o,         ^  =  o. 

Ije  point  corres|jondaiit  de  l'enveloppe  est  Torigine, 
l'enveloppée  corres|jondanle  est  la  droite 

X  =    K,  ^  =:  o, 

qui  est  bien,  conformément  à  notre  lliéorie,  la  tan- 
gente à  l'enveloppe  au  point  considéré. 

2"  Enveloppe  de  la  droite  mobile  dans  un  plan 
donné  représentée  par  l'équation  suivante,  dans  laquelle 
A  est  le  paramètre  variable  et  a  une  constante  donnée  : 

2'/.^x  —  'iC/.'^-r-  a'^  )y  -^  6'/  =  o. 
L  eni{>li>i    de   notre    métliode  donne  immédiatement 


(  '^'  ^ 

les    coorcloiinéos 

de  deux  rebroussements  à  distance  finie.  Je  laisse 
an  lecteur  le  soin  de  développer  ces  calculs  et  de 
retrouver  ces  résultats  au  moyen  de  l'étude  directe  de 
l'enveloppe,  quartique  unicursale. 

3°  Enveloppe  de  la  parabole  représentée  par  l'équa- 
tion 

a72-f-'aXjK-t-K2(X2-}-i)  =  o, 

dans  laquelle  K  est  une  constante  donnée  et  A  le  para- 
mètre de  la  famille. 

Ici  nous  ne  trouvons  plus  de  rebronssement.  Dans  le 
cas  où  la  constante  K  serait  nulle  l'enveio|)pe  dégénère 
en  un  point  :  l'origine.  Lorsque  R  a  une  valeur  quel- 
conque on  trouve  deux  points 

x  =  o,       y  =  t\i-       (£=±i), 

correspondant  aux  valeurs  Â=:e  du  paramètre  A  pour 
lesquels  le  déterminant  A  est  nul.  En  ces  points  la  re- 
présentation de  l'enveloppe  au  mojen  de  X  tombera  en 
général  en  défaut,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  :  c'est  ce 
qu'on  vérifie  immédiatement  sur  l'exemple  actuel,  les 
équations  donnant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'en- 
veloppe étant 

a:  =  ±  K  v/X2  -  I ,         ^  =  — K5>. 

dont  la  première  présente  un  branchement  pour 
l  =  ±:i. 

On  vérifie  facilement  que  cette  courbe  est  une 
hyperbole  admettant  pour  diamètres  conjugués  les  axes 
de   coordonnées   et  qu'elle    touche    bien   l'enveloppée 


correspondante    aux   |)oinls  particuliers   dont   il    vient 
d'être  question. 

VI.  Dans  les  discussions  précédentes  nous  avons 
laissé  syslématif|iiemenl  de  côté  le  cas  où  les  singula- 
rités formeraient  une  suite  continue.  Nous  allons 
maintenant  examiner  le  cas  où,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  a,  il  existe  en  .r,  y,  z  une  solution  commune  au 
système  des  six  équations 


(3i) 

fiKX,y,  z,a)  =  o, 

fiix.y.  z,a)  =  o, 

(3i) 

da 

(33) 

"'■f'  =  „, 

Oa- 

7-  =  "■ 

ôa- 

1°  Si  le  système  de  solutions  communes  est  fixe, 
c'est-à-dire  si  un  ou  plusieurs  points  fixes  [xi^yi^  Zi) 
satisfont,  quelle  que  S(>itla  valeur  de  «,  aux  sixéquations 
(3 1  ),  (  Sa)  et  (33),  la  courbe  mobile  passe  par  ces  points 
fixes  qui  peuvent  être  consiilérés  comme  une  enveloppe 
dégénérée.  D'ailteuis,  inversement,  si  la  courbe  mobile 
passe  par  un  point  fixe,  les  coordonnées  de  ce  dernier 
et  le  paramètre  a  vérifieraient  le  système  (3i), 
(32),  (33). 

2°  En  général  le  svstème  de  solutions  x, y,  z  corres- 
pondant à  une  valeur  de  a  variera  avec  celle-ci.  xA.utre- 
ment  dit  l'enveloppe  aura  une  brancbe  commune  avec 
la  courbe  avant  pour  équations  les  deux  équations  (33). 
Or,  on  peut  toujours  supposer  que  deux  des  coordon- 
nées d'un  point  de  la  courbe  mobile  (G)  représentée 
par  les  équations  (3i)  peuvent,  dans  le  voisinage  d'un 
point  régulier,  s'exprimer  en  fonction  de  la  troisième, 
par  exemple  r  et  ;.  en  fonction  de  x;  dans  ces  expres- 
sions figurera  le  paramètre  a,  qui.  sui-  une  courbe  C, 
doit  être  re£:ardé  comme  constant.  Deux  différent iation s 


(   '^^3  ) 
successives  donneni  alors 


(■îî) 


ox         ôy  Oz 


1    dcr         dy  -^  "^       dy 

1  dz'^  ày  -^  dz 

f    .,  ')■'/:  ()U     "         ^/'    ■' 

-       '-  dx'^  dy  -^  dz 

Mais  pour  obtenir  la  branche  commune  aux  courbes 
représentées  respectivement  par  les  équations  (3i),(32) 
et  (33),  il  suffit  de  tirer  a  de  l'une  des  équations  (33), 
opération    légitime    saul    aux    points    (exceptionnels) 

ou  — ^   et  —r^  seraient    nuls  et  de   porter  le   résultat 
da*  aa^  ' 

[r/  =  à(x,^,  z)\  dans  les  autres  équations.  On  obtiendra 
ainsi  les  équations  de  cinq  surfaces  fixes  ayant  en 
commun  la  branche  considérée.  Désignons  par  Y(^)  et 
Z(.r)  les  fonctions  qui  donnent  les  coordonnées  d'un 
point  de  cette  courbe  en  fonction  de  Tune  d'elles, 
celle-ci  étant  la  coordonnée  x  pour  fixer  les  idées.  En 
difTérenliant  les  équations  (3i)  et  tenant  compte  des 
équations  (Sa),  après  substitution  au  paramètre  a  de 
In  fonction  \{x^y,  ^),  on  obtient  les  relations 


(3G) 


En  comparant  an  svstrme  (34),  on  conclut 


àj\ 
dx 

dy      ■^        dz      ' 

àf, 
dx 

(  124  ) 

La  branche  de  courbe  considérée  est  donc  tangente 
en  ce  point  à  la  courbe  mobile  correspondante.  C'est 
donc  une  branche  d'enveloppe  ordinaire.  En  difFéren- 
tianl  les  équations  (  36),  toujours  après  substitution  de 
la  fonction  A  au  paramètre  «,  on  obtient  par  un  calcul 
facile 

'  d.T  \da  é.r       da  ay  Oa  Oz 

En  difFérentiant  les  équations  (Sa),  on  obtient  sans 
peine 

da  ôx        Oa  dy     '        da  àz    ^  dx  Oa^  ' 

Oa  Ox        dady     ^  '    Oa  dz  "^  dx    Oa- 

de  telle  sorte  qu'en  tout  point  de  la  branche  d'enve- 
loppe considérée,  les  équations  (3-)  se  réduisent,  en 
vertu  des  équations  (33),  aux  relations  suivantes  : 

(39j  Hifj-,  Y.  Z)  =  o.         Hi(x,Y,Z)  =  o. 

Si  l'on  compare  aux  équations  (35  )  en  tenant  compte 
des  équations  (3-)  on  trouve 

La  branche  d  enveloppe  étudiée  possède  donc  en 
chacun  de  ses  points  un  contact  du  second  ordre  avec 
V enveloppée  correspondante.  On  fera  une  application 
intéressante  de  cette  théorie  en  l'appliquant  à  l'étude 
de  l'enveloppe  d'un  cercle  mobile  dans  le  plan  et  com- 
parant avec  les  résultats  connus  (  '  ). 

(';  Voir  par  exemple  :  Goursat,  Cours  d'Analyse  mathématique, 
n»  204. 
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Il  resterait  à  voir  ce  que  deviennent  les  propriétés  de 
l'enveloppe  aux  points  exceptionnels,  lorsqu'ils  existent , 

ou  les  dérivées  --4^  '  —rr  sont  nulles  toutes  deux.  C'est 

une  étude  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  faire. 
Les  points  correspondants  sont  en  général  des  singula- 
rités s'ils  sont  isolés  et  forment  une  enveloppe  ordinaire 
possédant  avec  l'enveloppée  un  contact  du  troisième 
ordre  s'ils  forment  une  branche  de  courbes.  Ces  résul- 
tats se  généralisent  de  proche  en  proche. 

VII.  Eni-e/oppe  d'une  courbe  définie  sous  forme 
paî^amé trique.  —  Nous  venons  d'établir  la  théorie  des 
enveloppes  des  courbes  données  sous  formecartésienne. 
Il  nous  resterait  à  chercher  à  déterminer,  lorsqu'elle 
existe,  l'enveloppe  d'une  courbe  mobile  donnée  sous 
forme  paramétrique.  L'exposé  théorique  de  cette  re- 
cherche serait  très  simplifié  par  le  fait  que  nous  pour- 
rions faire  usage  de  certaines  propriétés  qui  nous  sont 
acquises  et  qui  sont  indépendantes  du  mode  de  repré- 
sentation de  l'enveloppée.  11  nous  resterait  à  rechercher 
les  conditions  qui  caractérisent  alors  les  diverses  singu- 
larités. JNe  voulant  pas  charger  outre  mesure  la  présente 
étude,  nous  nous  bornerons  à  ce  simple  exposé,  ren- 
voyant aux  Traités  classiques  pour  les  calculs  habituels 
relatifs  à  cette  question. 


(  ''-^6  ) 

[LHOa] 

NOTE  SUR  MM  PROPRIÉTÉ  DES  OIADRIQIES  HOMOFOCALES; 

Par  m.  m. -F.  EGA.N. 


M.  Bricard  a  démontré  le  théorème  suivant  (  ')  : 

Si  l'on  mène  par  une  tangente  variable  à  une 
ligne  géodésique  {ou  à  une  ligne  de  courbure)  d^ une 
quadrique  (P)  des  plans  tangents  aux  diverses  qua- 
driques  lioinofocales  à  (P),  ces  plans  forment  un 
faisceau  de  grandeur  constante. 

Ce  théorème,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Bricerd, 
fournit  une  nouvelle  interprétation  de  l'intégrale  pre- 
mière de  Téquation  difi'érentielle  que  vétifietit  les  lignes 
géodésiques.  L'objet  de  cette  Note  est  d'indiquer  une 
démonstration  de  ce  théorème  qui  mettra  en  évidence 
ses  ra|)ports  avec  l'interprétation  classique  de  cette  in- 
tégrale donnée  par  le  théorème  de  Joachimslhal. 

Considérons  un  système  de  quadriques  homofocales 
à  paramètre  A.  Soient  ).,,  À2  ^^s  quadriques  du  système 
qui  touchent  une  droite  L.  Soit  a  le  paramètre  de  l'une 
quelconque  des  quadriques,  et  soit  A  l'angle  entre  le 
plan  tangent  à  Ào  q"i  passe  j)ar  L  et  l'un  ou  l'autre  des 
plans  tangents  qu'on  peut  mener  par  L  à  a.  On  trouve 
sans  peine  la  formule  suivante  (*)  : 


(') 


Xi  sin^  A  -t-  Xo  cos^  A  =  a. 


(')    Nouvelles    Annales,   janvier    1908.    —    Internacia   Scienca 
Bevuo,  janvier  1907. 

(^ )  Voir  \ouvelles  Annales,  juin  1907,  p.  287. 
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Or,  les  lliéorèmes  de  M.  BricarH  et  de  Joachinislhal 
se  déduisent  immédialenient  de  celle  formule. 

Soit  d'abord  L  une  tangente  variable  à  une  ligne  de 
cotirbure  ou  une  ligne  géodésique  de  la  quadrique  Ài- 
Dans  l'un  el  l'autre  cas,  la  surface  Aa  esl  donnée;  et, 
par  consé(]uenl,  si  l'on  se  donne  la  surface  a,  les  deux 
valeurs  supplémentaires  de  A  sont  données  aussi;  ce 
qui  démontre  le  théorème  de  M.  Bricard. 

Soit,  d'autre  |)art,  L  la  normale  à  la  quadrique  A3 
en  un  point  variable  Pd'une  ligne  géodésitpie.  Alors  À, 
et  X2  sont  les  deux  autres  surfaces  du  système  qui 
passent  par  P.  Soit  a  la  surface  touchée  par  les  tan- 
gentes à  la  ligne  géodésique;  A  sera  alors,  il  est  facile 
de  le  voir,  l'angle  entre  la  tangente  en  P  à  la  ligne  géo- 
désique et  Tune  des  lignes  de  courbure  au  même  point. 
Cela  posé,  la  formule  (i)  exprime  précisément  le  théo- 
rème de  Joachimsthal,  sous  la  forme  f|ue  lui  a  donnée 
Liouville  ('  ). 

La  valeur  de  pYi  pour  les  points  de  la  ligne  géodé- 
sique s'exprime  comme  il  suit  en  fonction  des  axes  de 
la  quadrique  et  du  paramètre  a  de  la  surface  touchée 
par  les  tangentes  de  la  ligne  géodésicjue. 

Mettons  A3  =  o,  comme  on  peut  évidemment  le  faire, 

el  soit 

x-  y'^  z- 

a  —  >,         h  —-  >,         c  -i-  À   ~ 

l'équation  du  s\slème. 

Alors  on  a  (^voir  Salmow,  loc.  cit.) 

I  cos"^  A        si  11 -A 


D* 

-X, 

1 

Aj  Aj 

p'  ~ 

abc 

(')    f'oir  Salmun,  Geonietry  uf  three  dimensions,  ch.  XII. 


d'( 


p-^  D2  =   r^ 
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—  abc 


"/,2  cos*A  -H  Xj  sin^ A 
OU,  en  tenant  compte  de  léqualion  (i), 


—  abc 


[L221C] 

SIR  LES   OUAHRIQIES  circonscrites  a  DELX  SPHÈRES; 

Par  m.  R.  BRICARD. 


I 


1.  J'ai  démontré  antérieurement  (')  le  théorème 
suivant  : 

Si  une  droite  vaine  en  touchant  constamment 
deux  quadriques  homofocales,  les  plans  tangents 
menés  par  cette  dioite  aux  diverses  quadriques 
homofocales  aux  deux  premières  forment  un  fais- 
ceau de  grandeur  constante. 

Je  me  propose  de  démontrer  dans  celte  Note  une 
propriété  toute  semblable  relative  aux  quadriques  cir- 
conscrites à  deux  sphères  et  dont  voici  renoncé  : 

Si  une  droite  varie  en  touchant  constamment 
deux  sphères,  les  plans  tangents  menés  par  cette 
droite  aux  diverses  quadriques  (nécessairement  de 
révolution)  circonscrites  à  ces  deux  sphères  forment 
un  faisceau  de  grandeur  constante. 


(';  Nouvelles  Annales.  1908.  p.  21. 
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La  démonstialion  de  ce  tliéoiènie  est,  comme  on  va 
le  voir,  tout  à  fait  analogue  à  celle  du  premier. 

2.  Soient  (S)  et  (S')  deux  sphères,  (Q)  l'une  quel- 
conque des  quadriques  de  révolution  qui  sont  circons- 
crites à  ces  deux  sphères  {fig-  i).  Remarquons  en  pre- 

Fig.  I. 


mier  lieu  que  la  quadrique  (Q)  est  complètement 
déterminée  si  l'on  se  donne  le  plan  de  son  parallèle  de 
contact  C  avec  la  sphère  (S).  Soit  en  effet  m  un  point 
de  ce  parallèle.  Les  génératrices  de  (Q)  qui  passent 
par  m  sont  nécessairement  les  deux  tangentes  menées 
de  ny.  au  cercle  suivant  lequel  le  plan  tangent  à  (S) 
coupe  la  sphère  (S').  (Q)  est  engendrée  par  l'une  ou 
l'autre  de  ces  tangentes  tournant  autour  de  la  ligne  des 
centres  des  deux  sphères  (il  est  clair  que  les  deux  tan- 
gentes, étant  symétriques  par  rapport  au  plan  mené 
par  m  et  la  ligne  des  centres,  engendrent  la  même  qua- 
drique). 

On  définira  donc  sans  ambiguïté  la  quadrique  (Q) 
au  moyen  d'un  paramètre  A  correspondant  d'une  façon 
univoque  à  la  position  du  plan  du  cercle  G.  Je  choi- 
sirai ce  paramètre  de  la  façon  suivante  :  soient  p  le  pôle 
du  plan  du  cercle  C  par  rapport  à  la  sphère  (S),  et  a, 
3-'    les   centres    de    similitude    des   deux    sphères.    On 


(   i3o  ) 

posera 

-^  =  À. 
pi 

On  voit  que  si  ).  =  o  on  x^,  la  qiiadrique  (Q)  devient 
l'un  des  deux  cônes  de  révolution  circonscrits  à  (S)  et 

à  (S'). 

Soit  maintenant  D  une  droite  fixe,  tangente  com- 
mune à  (S)  et  (S').  Par  D  faisons  passer  un  plan  va- 
riable (P),  auquel  on  fait  correspondre  d'une  façon 
univoque  un  paramètre  [j..  On  peut  s'arranger  de  ma- 
nière que  le  paramètre  u  prenne  les  valeurs  o  et  go 
quand  le  plan  ( P)  passe  respectivement  par  les  points  a- 
et  t'.  (Cherchons  de   quelle  forme  doit  être  la  relation 

reliant  entre  eux  les  paramètres  A  et  >x  d'une  qiia- 
diique  (Q)  et  d'un  plan  (P^  assujettis  à  être  tangents 
entre  eux. 

Tout  d'abord  à  une  quadrique  (Q)  cori-espondent 
deux  plans  {V ).  La  relation  (i)  est  donc  du  second 
degré  en  p..  En  second  lieu,  je  dis  que  cette  relation 
est  du  premier  degré  en  /..  Il  faut,  pour  le  faii'e  voir, 
montrer  qu'il  existe  une  seule  quadrique  (Q)  tangente 
à  un  plan  (P)  passant  par  une  droite  D.  Soient  en 
effet  {Jig.  2)  G  et  G'  les  cercles  suivant  lesquels  le 
plan  (P)  coupe  les  sphères  (S)  et  (S').  La  quadrique  (Q) 
doit  couper  le  plan  (P)  suivant  deux  génératrices  qui, 
devant  loucher  (S)  et  (S'),  sont  des  tangentes  communes 
à  G  et  G'.  D  est  lune  de  ces  tangentes  communes. 
Appelons  D'  celle  des  autres  tangentes  communes  qui 
coupe  D  en  l'un  des  centres  de  similitude  des  deux 
cercles  G  et  G'.  D  et  D'  engendrent,  eu  tournant  autour 
de  la    ligne  des   centres  des   deux  sphères,  une  même 


I 
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quadrique  qui  ne  dépend  pas  du  plan  (P)  et  qui  ne  doit 
pas  être  considérée  comme  répondant  à  la  question. 
La  quadrique  (Q)  cherchée  est  donc   nécessairement 

Fig.  2. 


engendrée  par  la  rotation  de  l'une  ou  l'autre  des  deux 
autres  tangentes  communes  A  et  A',  et  cette  quadrique 
est  bien  unique. 

Il  est  donc  établi  que  la  relation  (i)  est  du  premier 
degré  en  X  et  du  second  degré  en  jj..  Cette  relation  est 
de  la  forme 


(^; 


A  !J.2  H-   2  B  U  -f-   C  =;   O , 


A,  B  et  C  étant  du  premier  degré  en  X.  Les  deux  va- 
leurs de  a  qui  correspondent  à  une  même  valeur 
de  X  deviendront  égales  si  X  satisfait  à  la  relation  du 
second  deeré 


(3) 


AG 


Or,  les  deux  plans  (P)  qui  corres|)ondent  à  une 
même  quadrique  (Q)  ne  peuvent  être  confondus  que 
dans  deux  cas  :  d'abord  si  la  quadrique  (Q)  est  tan- 
gente à  la  droite  D.  Mais  le  raisonnement  même  qui 
précède  montre  que  cela  ne  peut  avoir  lieu  que  si 
la  quadrique  (Q)  contient  la  droite  tout  entière,  cas  à 
exclure.  En  second  lieu,  les  deux  plans  seront  con- 
fondus   si    la    qiiadri(^ue    (Q)   dégénère    en    un    cône, 
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c'est-à-dire  si  le  point /j  de  la  figure  i  vient  en  l'un  des 
centres  de  similitude   rs  et  a'.    La  relation  (3)  a  donc 
pour  racines,  d'après  la  manière  dont  le  paramètre  ).  a 
été  choisi,  o  et  oc. 

Pour  chacune  des  quadriques  particulières  dont  il 
s'agit,  les  deux  plans  (P)  viendront  se  confondre  avec 
le  plan  qui  passe  par  le  centre  de  similitude  correspon- 
dant; les  racines  doubles  de  l'équation  (2)  en  p.,  cor- 
respondant aux  valeurs  o  et  00  de  )>  sont  donc  respec- 
tivement o  et  30.  Il  est  bien  facile  de  conclure  de  là 
que  la  relation  (i)  est  nécessairement  de  la  forme 

(4;  .jl2=KX, 

K  étant  une  constante. 

Soit  alors  D)  une  autre  tangente  commune  aux  deux 
sphères  (S)  et  (S'j.  Par  D,  menons  un  plan  tan- 
gent (P,)  à  la  quadrique  variable  (Q)  et  soit  a,  le  pa- 
ramètre de  ce  plan,  défini  comme  celui  du  plan  (P). 
On  a  entre   |j.,  et  )>  la  relation 

IV)  étant  une  nouvelle  constante;  d'où,  par  comparai- 
son avec  la  relation  (4), 


V-\ 


v 


1Ï 

K 


Ainsi  (P)  et  (P,  )  engendrent  des  faisceaux  honio- 
graphiques. 

Parmi  les  quadriques(Q)  circonscrites  auxsphères(S; 
et  (S')  (quadriques  qui  doivent  être  considérées  au 
point  de  vue  tangentiel)  figurent  celles  qui  sont  dégé- 
nérées en  coniques  :  ce  sont  le  cercle  F  commun  aux 
deux  sphères  (S)  et  (S')  et  l'ombilicale.  La  consi- 
dération de   cette   dernière  prouve  que,  dans  les  fais- 
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ceaiix  homographiques  engendrés  par  (P)  et  (Pi),  les 
plans  isotropes  se  correspondent.  Autrement  dit  ces 
faisceaux  sont  égaux.  On  voit  aussi  que  les  plans 
tangents  issus  de  D  et  de  D,  au  cercle  F  se  corres- 
pondent. 

La  forme  de  la  relation  (4)  met  un  autre  fait  en  évi- 
dence :  les  paramètres  des  deux  plans  tangents 
issus  de  Y)  à  une  même  quadrique  (Q)  sont  opposés. 
Cela  veut  dire  que  ces  deux  plans  engendrent  des  fais- 
ceaux en  involntion  dont  les  plans  doubles  sont  ceux 
qui  passent  par  les  points  o- et  i' .  Les  plans  isotropes 
issus  de  D  se  correspondant  dans  cette  involution,  les 
deux  plans  doubles  sont  rectangulaires  et  sont  les 
plans  bissecteurs  de  l'un  quelconque  des  dièdres  for- 
més par  les  plans  langents  issus  de  D  à  une  même  qua- 
drique. 

On  peut  résumer  toute  celte  étude  en  énonçant  les 
théorèmes  suivants  : 

Soient  S  et  S'  deux  sphères,  D  une  tangente  quel- 
conque commune  à  ces  deux  sphères.  Considérons 
les  diverses  quadriques  (  Q)  circonscrites  à  la  fois 
à  ces  deux  sphères.  Les  plans  tangents  issus  de  D  à 
toutes  les  quadriques  de  ce  système  font  deux  à  deux 
des  angles  indépendants  de  la  position  de  la 
droite  D;  autrement  dit,  quand  cette  droite  varie 
en  restant  tangente  aux  deux  sphères,  le  faisceau 
formé  par  les  plans  tangents  issus  de  D  à  toutes  les 
quadriques  (Q)  constitue  une  figure  de  grandeur 
invariable. 

Les  plans  bissecteurs  des  plans  tangents  issus 
de  D  à  une  même  quadrique  (Q)  passent  par  les 
centres  de  similitude  des  deux  sphères. 

En  particulier  les  plans  langents  issus  de  D  au 
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cercle  commun  aux  deux  sphères  forment  un  dièdre 
de  grandeur   constante  et  ses    deux  plans   bissec- 
teurs passent  par  les  deux  centres  de  similitude . 

3.  Pour  compléter  celle  élude,  je  montrerai  que 
l'angle  des  deux  plans  dont  il  est  question  dans  la 
dernière  partie  de  cet  énoncé  est  précisément  égal  à 
V angle  des  deux  sphères. 

11  ne  serait  pas  difficile  d'élablir  analjtiqiiement  ce 
résultat.  Je  préfère  en  donner  une  démonslralion  géo- 
métrique, qui  m'a  été  indicjuée  par  M.  Fouché,  à  qui 
j'avais  communiqué  le  résullat  qui  précède. 

Soit  m  le  point  de  contact  de  la  droite  D  et  de  la 
sphère  (S).  Transformons  la  figure  par  rajons  vecteurs 
réciproques  en  prenant  comme  pôle  le  point /w. 

La  sphère  (S')  devient  une  sphère  (S').  La  sphère  (S) 
devient  un  plan  (II)  parallèle  à  la  droite  D,  que  la 
transformation  change  en  elle-même. 

Les  deux  plans  tangents  menés  par  D  au  cercle  com- 
mun aux  sphères  (S)  el  (S')  sont  également  changés 
en  eux-mêmes.  Ils  sont  tangents  au  cercle  commun  à 
la  sphère  (S')  et  au  plan  (II). 

Or  l'angle  de  ces  deux  plans  est  manifestement  égal 
à  l'angle  de  la  sphère  (S')  et  du  plan  (Q),  comme  on 
le  voit  tout  de  suite  en  faisant  une  projection  orthogo- 
nale de  la  figure  sur  un  plan  perpendiculaire  à  D. 

Comme  l'angle  de  la  sphère  (S')  el  du  plan  (II)  est 
égal  à  l'angle  des  deux  sphères  (S)  et  (S'),  le  théorème 
énoncé  se  trouve  établi. 
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NOIE  AU  SUJET  ÏÏM  ARTICLE  DE  M.  S.  CERVERA; 

Par  m.  C.-A.   L. 


La  proposition  très  intéressante  de  M.  S.  Cervera  ('  ) 
semble  pouvoir  se  démontrer  comme  il  suit  avec  un 
peu  plus  de  simplicité  : 

Si  la  fonction  y  (j7,  y,  .  .  .)  est 

(07  — I)   (JK  — I),       ..., 

les  m  variables  étant  liées  par  la  relation 
I         1  _ 

et  ses  variables   étant  positives,  le  minimum  de  cette 
fonction  est  obtenu  pour 

X  ^  y  =  .  .  .^=  m. 
Donc 

(.c —  \){y  —  i)  .  .  .  >  (m  —  i)"«. 

Remplaçant  x  par  — >  y  par  —  ,  •  •  ■  >  on  a 

(i  — a7,)(i  —  jij...  >(m  — i)'«a:-,j'i  •  .■■ 


(')    Voir   l'article    intitulé    Généralisation    d'une   question    de 
Wolstensholrne  (Nouvelles  Annales,  1908,  p.  21  G). 
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CORRESPO^'DAXCE. 


M.  H.  Brocard.  —  Le  très  intéressant  article  de 
M.  Deteuf  :  Sur  un  point  particulier  du  quadrilatère 
inscriptihle  (1908,  p.  442-448)5  n'est  pas  absolument 
nouveau.  Les  droiies  3°,  5" et  les  quatre  cercles  désignés 
après  le  paragraphe  '^"  ont  été  déjà  indiqués  (iï/aMe^w, 
1901,  p.  aS-aô)  par  M.  Mathot,  qui  a  également 
observé  que  ce  point  est  le  symétrique  du  centre  O  par 
rapport  au  point  I  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  mi- 
lieux des  diagonales. 

M.  J.  Neuberg  [loc.  cit.)  a  rappelé  que  les  pi'o- 
priétés  signalées  dans  cette  Note  étaient  connues, 
du  moins  en  partie. 

Le  lecteur,  en  effet,  ne  sera  pas  étonné  d'apprendre 
que  le  point  commun  à  quatre  droites  de  Simson  et  aux 
quatre  cercles  d'Euler  a  été  indiqué  par  M.  E.  Lemoine 
dans  le  présent  journal  (1869,  question  908,  p.  A~), 
résolue  avec  figures,  pages  1^4  et  3i^  (C.-A.  Laisakt, 
Problèmes,  t.  IV,  p.  16-17). 

M.  Lebesgue.  —  A  l'occasion  de  l'article  de 
M.  G.  Lerj  {Nouvelles  Annales,  août  1908),  je  ferai 
une  remarque,  rapidement  car  elle  n'est  pas  nouvelle 
et  que  je  l'ai  développée  dans  un  petit  article  que  doit 
publier  la  Revue  de  l' Enseignement  des  Sciences  (  '  ). 

(')  Cet  arlicle  a  été  écrit  à  l'occasion  <le  travaux  de  M.  Monlel 
et  de  M.  Thybaut  publiés  par  la  Revue  de  V Enseignement  des 
Sciences.  M.  G.  Mouthon  et  d'autres  auteurs  ont  adressé  à  cette 
occasion  au  Directeur  de  la  Bévue  des  remarques  analogues  à  celle 
dont  il  s'agit  ici. 
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Quand  on  raisonne  comme  le  fait  M.  Lerj,  on  prouve 
que,  si  les  six  conditions  classiques  d'équilibre  sont 
remplies  pendant  un  certain  temps  pour  la  position  ini- 
tiale du  solide  et  pour  toutes  les  positions  voisines,  il  j 
a  équilibre  pendant  le  temps  considéré,  si  les  vitesses 
initiales  sont  nulles.  On  étudie  ainsi  un  équilibre  en 
un  certain  sens  indifférent,  mais  on  ne. démontre  pas 
que  les  six  conditions  d'équilibre,  telles  qu'on  les  com- 
prend ordinairement,  sont  suffisantes  et  les  conditions 
qu'on  démontre  être  suffisantes  ne  sont,  bien  entendu, 
nullement  nécessaires. 

Si  l'on  suppose  seulement,  comme  on  prétend  géné- 
ralement le  faire,  que  les  vitesses  initiales  sont  nulles 
et  les  conditions  d'équilibre  remplies  pour  la  position 
initiale,  les  six  équations  du  mouvement  du  solide,  d'où 
tout  doit  se  déduire,  montrent  seulement  que  les  accé- 
lérations initiales  sont  nulles;  mais  il  est  des  cas  où  ces 
équations  fournissent  d'autres  solutions  que  le  repos. 
Par  exemple  ce  serait  le  cas  pour  un  solide  réduit  à  un 
point  placé,  sans  vitesse  initiale,  à  l'origine  des  coor- 
données dans  le  champ  de  forces 

X  =  <^x.        Y  =  o,        Z  =  o. 

Si  donc  on  veut  à  toute  force  que  les  conditions  in- 
diquées soient  suffisantes  pour  l'équilibre,  il  faut  faire 
cet  acte  de  foi  :  il  n'j  a  pas  de  mouvement  dans  lequel 
la  vitesse  et  l'accélération  s'annulent  en  même  temps  ('). 

(')  Aux  objections  précédentes,  on  ni'a  répondu  aussi  :  «  Nous 
n'étudions  en  Mécanique  que  les  cas  où  les  équations  du  mouve- 
ment admettent  des  solutions  déterminées  d'une  façon  unique  par 
les  conditions  initiales.  Dès  lors,  pour  les  conditions  indiquées, 
puisque  le  repos  répond  à  la  question,  c'est  la  seule  solution.  » 

Il  suffit,  pour  répondre  à  cela  et  faire  voir  qu'on  ne  fait  que  dé- 
placer la  difficulté,  de  remarquer  qu'on  doit  alors  adopter  l'énoncé 
quand  les  si.\  conditions  d'équilibre  sont  remplies  et  quand  les  équa- 
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C'est  ce  qu'on  admet  quand  on  construit  la  Statique 
avant  la  Dynamique,  et  l'on  dit  souvent  alors  que  l'hypo- 
thèse n'est  pas  nouvelle,  qu'elle  est  une  conséquence 
de  la  définition  newtonienne  de  la  force  :  la  force  est 
la  cause  du  mouvement  ou  des  modifications  du  mou- 
vement. 

Il  est  généralement  admis  maintenant  qu'on  peut, 
sans  manquer  de  respect  à  la  mémoire  de  Newton, 
trouver  cette  définition  peu  claire  ;  mais  ce  qui  est  moins 
clair  encore,  c'est  la  conséquence  indiquée  qu'on  en 
|)rétend  tirer,  car  il  me  semble  qu'on  ne  peut  le  faire 
sans  nier  aussi  tout  mouvement,  autre  que  le  mouve- 
ment uniforme,  dans  lequel  l'accélération  s'annule  à 
un  instant.  Or,  voyons  les  conséquences  de  cela. 

Après  avoir  traité  comme  à  l'ordinaire  un  problème 
de  Mécanique,  il  nous  faudra  en  reviser  soigneusement 
la  solution;  nous  rechercherons  si  cette  solution  ne 
nous  conduit  pas  à  attribuer  à  un  point  matériel  un 
mouvement  dans  lequel  l'accélération  s'annule  à  un 
instant  et,  si  cela  est,  nous  rejeterons  la  solution.  C'est- 
à-dire  que,  si  cette  solution  est  1  unique  solution  ma- 
thématique, on  affirmera  que  les  données  du  problème 
(champ  de  forces  et  conditions  initiales)  sont  incom- 
patibles. Par  exemple,  on  ne  peut  placer  sans  vitesse 
initiale  un  point  matériel  dans  un  champ  de  forces  cen- 
trales attractives  proportionnelles  à  la  distance,  puisque 
aucun  mouvement  matériel  ne  pourrait  être  un  mou- 
vement oscillatoire  simple. 

Par  exemple  encore,  bien  qu'un  théorème  de  Kempe 
et  Kœnigs  nous  apprenne  à  construire  un  système  arti- 
culé dont  deux  sommets  A  et  B  décrivent  Ox  de  façon 


tiens  du  mouvement  adtnellent  des  solutions  bien  déterminées;  il  y 
a  repos  si  les  vitesses  initiales  sont  nulles. 
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que  leurs  abscisses  soient  liées  par  la  relation 

nous  devons  admettre  que  cet  ensemble  de  barres  n'est 
pas  réalisable  ou  (|u'il  est  impossible  de  donner  à  son 
sommet  B  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  sur  Ox 
dans  lequel  B  passe  en  O  (  '  ). 

Mais  il  faut  bien  admettre  que  ces  mouvements  que 
l'on  déclare  impossibles,  que  ces  conditions  que  l'on  dit 
incompatibles  sont  réalisables  d'une  façon  si  approchée 
que  nous  n'apercevons  aucune  différence  entre  les 
mouvements  et  conditions  exactement  réalisés  et  ceux, 
impossibles,  que  nous  leur  avions  substitués. 

Nous  voilà  donc  arrivé  à  cette  chinoiserie  :  la  Méca- 
nique rationnelle  conduit  parfois  à  des  solutions  inac- 
ceptables ;  mais  ces  solutions,  quand  elles  sont  uniques, 
sont  toujours  d'accord  avec  l'expérience  et,  quand  elles 
ne  sont  pas  uniques,  il  se  peut  (jue  des  conditions  ini- 
tiales très  voisines  de  celles  supposées,  et  pratiquement 
indiscernables  de  celles-ci,  conduisent  à  des  résultats 
pratiquement  indiscernables  de  ceux  que  nous  avons 
rejetés. 

Ne  serait-il  pas  plus  franc,  puisque  le  résultat  pra- 
tique est  le  même,  de  ne  rejeter  aucune  solution  et 
d'avouer  qu'il  est  des  cas  où  la  Mécanique  rationnelle 
ne  suffit  pas  pour  nous  apprendre  ce  qui  se  passe. 
D'ailleurs,  même  dans  ces  cas,  la  résolution  analytique 
du  problème  n'est  pas  inutile,  car  elle  nous  enseigne 
quels  sont,  dans  la  multitude  des  mouvements  imagi- 
nables, ceux  entre  lesquels  il  nous  faut  choisir  en  uti- 
lisant les  résultats  fournis  par  l'observation  ou  l'expé- 
rience. 


{')  Ici  on   utilise  seulement  l'inexistence  d'un  mouvement  dans 
lequel  la  vitesse  et  l'accélération  s'annulent  à  la  fois. 
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Il  me  semble  que,  dès  les  classes  de  Mathématiques 
spéciales,  on  pourrait  démontrer  que  les  six  conditions 
classiques  sont  nécessaires  pour  l'équilibre  (ce  qu'on 
fait)  et  que,  si  un  système  est  placé  sans  vitesses  ini- 
tiales dans  une  position  telle  que  tout  déplacement 
imaginable  à  partir  de  la  position  initiale  corresponde 
pendant  un  certain  temps  à  un  travail  négatif  ou  nul 
des  forces,  il  est  en  équilibre.  Cette  conséquence  du 
théorème  des  forces  vives  fournit  une  méthode  régu- 
lière et  facile  pour  l'étude  des  machines  simples.  De 
plus,  grâce  à  elle,  on  peut  se  passer  de  la  théorie  ordi- 
naire des  systèmes  équivalents  de  vecteurs, 

Si  l'on  s'adresse  à  des  élèves  connaissant  la  théorie 
des  équations  différentielles,  on  pourra  leur  faire 
remarquer  que  les  six  conditions  d'équilibre  sont  suf- 
fisantes toutes  les  fois  que,  pour  les  conditions  initiales 
indiquées,  la  solution  des  équations  différentielles  du 
mouvement  est  unique,  et  le  théorème  signalé  plus 
haut  apparaîtra  alors  comme  délimitant  un  cas  particu- 
lièrement simple  dans  lequel  la  solution  est  déter- 
minée. 

M,  J.  Rose.  —  Dans  le  numéro  de  novembre  (90S  des  A^ou- 
velles  Annales  (p.  504),  M.  Têtu  indique  une  construction 
du  centre  de  courbure  en  un  point  M  d'une  ellipse.  J'ai 
donné  cette  construction  ainsi  que  de  nombreuses  autres  dans 
Mathesis  (1908,  p.  90)  par  la  considération  des  propriétés  de 
l'hexagone  de  Pascal. 

M.  Retali.  —  La  question  2104f  est  identique  à  la 
question  667  posée  par  Catalan  dans  le  Tome  II  à&s  Nouvelles 
Annales  (i863,  p.  372). 

La  question  2106  est  celle  que  j'ai  posée  sous  Je  n"  751  dans 
le  Peiiodico  di  Matematico  (t.  XXIII,  1908,  p.  286). 


(  M'  ) 

SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2099. 

{  1908,  p.  ns.) 


Si  l'on  considère  les  trois  équations 

a  b  X 

(l)  -, -H -H      7     =o, 

b  —  X  X  —  a  a  —  b 

a  b  X 

(  2  )  —; T  -^  ; -,  -^  -, ; — ;  =  o, 

(y  —  X  )-        {X — a)-        {a  —  b  )' 


(  3  )  yx  —  a  -t-  v/6  —  x  =  \/ b  —  a  , 

l'équation  (i)  du  cinquième  degré  contient  les  trois  racines 
de  l'équation  {  i  ). 

Les  deux  autres  racines  de  {i)  sont  racines  doubles  de 
r équation  (3;  qui  a  six  racines.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  J.  Rose. 

Les  équations  (()  et  ('2)  s'écrivent  encore 

\  x^ — (a  -{-  b)x- — (a- -4- 6"- — iab)x 
^  I  -f-(a-4-6)(a  — è)2=o, 

x'^  —  lia  -\'  b) x'* -\-  {a^--k-  b'^  +  ^ab)x^ 
-hia  -^  b)(a'^-^  b^^  /\ab)x^ 
^^  ^  '        —[9Ja  —  b)^(a'^-+-b^-)  —  a^b-^]x 

+  (a^+  b^){a  —  bf-  =  o. 

Or  le  premier  membre  de  {-ï )  est  égal  au   premier  membre 
de  (l'j  multiplié  par  l'expression 

x^  —  (a  -h  b)  X  -h-  a-  -h  b^  —  a  b 

qui  s'annule  pour 

_  (a-^b)±{a  —  b)^ 

(.4/  ■'"  —  ~  * 


(  i42  ) 

Donc  l'équation  (2)  contient  les  racines  de  (  1  ). 
Pour  résoudre  l'équation  H  ),  on  pose 

X  ^- a  =  y"^ ^         b — a?  =  z'',         b  —  «  =  c"  ; 

on  est  ainsi  ramené  au  système 

y-^z  =  c,        y- -i- z-i  =  c^  ; 

Or,  on  a  successivement 

■^i^z-=-  iy^z)-—'yz(y^z)^ 

-î-  i^y^z^(y  -h  zy —  7y^-^^(y  ^  -2) 
ou 

c'  =  c"^  —  'jyzc^-T-  \^y-z^c^ —  -y^  z^c 
ou 

yz(yz  —  c'-y-=o, 

qui  se  décompose  en 

y  =  o,         ^  =  o,        yz  =  c2. 

Les  deux  premières  donnent 

.r  =  a,         a?  =  6, 
et  la  troisième  donne  l'équation  comptée  deux  fois 
{ X  —  a )  i  b  —  X )  =  {  b  —  a)-. 

Or,  cette  dernière  admet  pour  racines  les  valeurs  (4).  Donc 
les  racines  doubles  de  (3)  sont  les  racines  de  (2)  qui  ne  sa- 
tisfont pas  à  (  I  ).  Déplus,  l'équation  (3)  a  six  racines. 


QIIKSTIOXS. 


I 


2121.  On  demande  d'établir  les   propriétés   suivantes  de  la 
suite  (U)  de  Fibonacci,  définie  par  la  relation  de  récurrence 


u^=  o,         ^^l  =  I   ; 


(    '43  ) 
i"  Si  a  désigne   un  nombre  premier,  la  suite  (U)  contient 
une  infinité  de  termes  multiples  de  a.  Soit  ma  le  plus  petit  de 
ces  termes.  Le  nombre  A  divise  a  —  i  si 

a  =  mult.  lo  ±  I 
et  a  4-  I  si 

a  =  mult.  lo  ±  3. 

2"  Si/)  désigne  un  nombre  premier,  on  a 

Ufj=  muh.2p  ^  1         si         /)  =  mult.  io±i 
et 

Up^^muh.-ip  —  I  si         /)  —  mult.  lo  ±  3. 

Si  Up  n'est  pas  premier,  ses  facteurs  premiers  sont  de  la 
forme 

■2kp  ±1. 

En  désignant  par  a,  p,  y,  •  •  •  ces  facteurs,  on  a 

Up—  Oip'( 

Alors  Up  est  le  plus  petit  nombre  de  la  suite  divisible  sépa- 
rément par  les  nombres  premiers  a,  p,  7,  .... 

G.    HiLLERET. 

'^  2122.  Etant  donné  un  quadrilatère  plan  circonscriptible  à 
un  cercle,  on  divise  chaque  côté  en  deux  segments  propor- 
tionnels aux  longueurs  des  côtés  adjacents.  Démontrer  que  les 
quatre  points  obtenus  sont  sur  un  même  cercle. 

Clapier. 

2123.  L'enveloppe  des  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  un 
cercle  donné  et  qui  sont  tangents  à  un  diamètre  fixe  de  ce 
cercle  est  une  épicycloïde  à  deux  rebroussements. 

E.-N.  Barisien. 

2124.  Si  Si,  S2,  S3  sont  les  sommes  des  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  quelconque,  de  leurs  carrés  et  de  leurs 
cubes,  on  a  toujours 

9Si>SS,S3. 

E.-N.  Barisien. 


(  i44  ) 

2125.  Si  deux  triangles  sont  tels  que  leurs  côtés  se  coupent 
deux  à  deux  orthogonalement  en  trois  points  situés  sur  une 
même  droite,  cette  droite  passe  par  le  milieu  du  segment 
limité  par  les  orthocentres  des  deux  triangles. 

Jan  de  Mézéas. 


ERRATA. 

1908,  p.  4' 3,  ligne  i,  lire  jr  —  —  \/m. 

1908,  p.  4*21  )  ligne  12,  lir-e  :  parallèle  à  BG. 

1908,  p.  ^12,  ligne  12,  lire  :  divise  harmoniquement. 

1908,  p.  432  (solution  de  la  question  2067).  //  manque  la 
phrase  suivante  : 

Soient  H  et  H'  les  projections  de  M  et  M'  sur  AB,  CD  le 
diamètre  perpendiculaire  à  AB,  P  le  point  commun  à  AB  et  CD. 

1908,  p.  573  (solution  de  la  question  2087),  ligne  i3  :  au 
lieu  de 

i-ht^    A' 

lire 

I  -t-  /2    A'  _ 

lignes  16  et  18,  supprimer  le  facteur  1. 

1908,  p.  58o  (Table  des  matières).  Il  manque  : 
Concours  d'ag^régation  des  Sciences  mathématiques 
en    1908    {Mathématiques    spéciales);    solution    par 
M.  P.  Favre 5o6 


(  '4fï  ) 

[Hllc]  ,j 

l^E  DEFI\ITIO\  FO\CTIO\\ELLE  DES  POLYNOMES; 

Par  m.  Maurice  FRÉGHET. 


Caucliv  a  monlré  par  une  méthode  bien  connue  ('  ) 
que  la  fonction  réelle  f{x)  la  plus  générale  vérifiant 
l'identité 

quelles  que  soient  les  variables  réelles  x^  y,  est  de  la 
forme  y(x)^Aa7,  A  désignant  une  constante  réelle 
pourvu  qu'on  suppose/(a:)  continue. 

On  en  déduit  immédiatement  la  définition  du  poly- 
nôme le  plus  général  du  premier  degré  (à  coefficients  et 
à  variables  réels)  comme  la  solution  la  plus  générale 
parmi  les  fonctions  continues  réelles  f{oc)  vérifiant 
l'identité 

f{x+y)-f{x)-f{y)-^f{o)^o. 

Jeme  propose  de  montrer  ici  qu'on  peut  généraliser 
cette  définition  et  l'étendre  aux  pol^'nomes  à  un  nombre 
fini  (et  même  infini)  de  variables. 

Dans  tout  ce  qui  suit  je  supposerai  implicitement 
que  tous  les  nombres  (coefficients  ou  variables)  inter- 
venant dans  mes  raisonnements  sont  réels. 


(  ')   Voir  par  exemple  Niewenglowski,  Cours  d'Algèbre  de  Math, 
spéciales,  t.  1,  p.  385. 

Ann.  de  Malliéniat.,  4°  série,  l.  IX.  (Avril   1909.)  Il 


(  «46  ) 

Polyjvomf.s  a  uke   variable. 

Théorème.  —   Un  polynôme  de  degré  n  en  x  est 
une  fonction  continue  vérijiant  l^ identité 

/(.ri-4-X2-t-...-t-a7„+i)  — ^/(;r/,-l-..  .-f-:r/„) 


(0 


n  —  l 

-H  (—  i;"  ^f{xi^  )  -\-  (  _  I  )«^i/(o)  =  o, 


quelles  que  soient  les  constantes  X\^  ...,  Xuj^k  sans 
vérifia-  les  identités  analogues  obtenues  en  rempla- 
çant l'entier  n  par  un  entier  inférieur. 

Dans    l'iclenlilé    (  i  ),    le    symbole  2,  indique   (ju'on 

A- 

doit  taire  la  somnie  de  tous  les  termes  obtenus  en  rem- 
plaçant, dans  le  terme  qui  suit  ce  symbole,  les  noml)res 
i'i,  ...,  ik  par  une  quelconque  des  combinaisons  k  à  k 
des  entiers  i ,  s>, ,  . . . ,  n  -\-  i . 

Le  théorème  que  nous  venons  dénoncer  conslilue 
évidemment  une  définition  fonctionnelle  des  polynômes. 
Ce  théorème,  évident  quand  n  =  o,  résulte  pour  n  =  i 
delà  {)roposition  de  Cauchy  rappelée  plus  haut.  Pour 
le  démontrer  dans  le  cas  le  plus  général,  il  suffit  de 
prouver  que,  s'il  est  vrai  lorsqu'on  remplace  n  par 
o,  1 ,  2,  . . . ,  /i  —  I ,  il  est  vrai  pour  la  valeur  n. 

Remarquons  d'abord  que,  si  Xhj^k  désigne  y\v\Q  con- 
stante arbitraire  cl  fi^x)  une  fonction  continue  vérifiant 
l'identilé  (i),  la  fonction  continue 

?C^)  =/(^  -+-  ^«+1  )  —f{x)  —  /{^n+l  )  +/(o) 

est  un  polynôme  de  degré  (  /i  —  i  )  an  plus.  En  ellcl,  on 


(  '47  ) 

voil  facilement  que  l'expression 

n  —  l 
n  —  2  1 

est  nulle  quels  que  soient  Xi,  ...,  a7„  (y, ,  y'o,  ■•■,Jk  l'e- 
présenlant  une  quelconque  des  combinaisons  A"  à  A'  des 
n  nombres  seulement  i,  2,  ...,  n)  comme  étant  iden- 
tique au  premier  membre  de  (i).  Le  théorème  étant 
supposé  vrai  jusqu'à /i  —  i,  il  en  résulte  que,  quels  que 
soient  x  el  a:,, ^i  ^  '^{f^)  6st  bien  de  degré  n  —  i  au  plus 
en  X.  Alors  l'expression 

étant  symétrique  en  x  et  y,  est  un  polynôme  en  x  et 
en  y  qui  est  de  degré  (/z  —  i  )  au  plus  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  y  séparément.  Nous  allons  montrer 
qu'en  vertu  de  l'identité  (2)  ce  polynôme  a  une  forme 
particulière.  En  effet,  on  a  d'abord,  d'après  (2), 

=/(^  +r  +  -)  -.f{^)  —f(y)  -/(2)  -t-  2/(0), 

quelles  que  soient  les  variables  x,  y,  z.  Le  premier 
membre  est  donc  une  fonction  symétrique  de  x,  y,  z. 
En  écrivant  Q(x,  y)  sous  la  forme 

(3)    Q(^,  j.)  =  Q„+Q,(,r,^)  +  Q2(:r,j) -+-...  ^Q;.(x,jK), 

chacun  des  termes  désignant  un  polynôme  homogène 
par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  x^  y,  on  voit 
immédiatement  que  chacun  d'eux  Qp(-^,.V')  satisfera  à 
cette  même  condition,  c'est-à-dire  que  la  fonction 

devra  être  symétricjue  eu  .r,  j',   z  .  Or,  Qy,  est  de  la 


i  j48  ) 

forme  , ,  :  ,,    ;^ 

Qp(T.  y)  =  Ao.r/'+  kxxP-^y  -+-  k.j.xP-'^y^-^ . .  .H-  A.,,yP, 

d'où  '-" 

•x.')C    ^  -i~ 

=  2Aoa7/'+(AijK-HAoG;,7-f-  A,c)a:-/'-' +  .  . . 

...  i.    .  -f-  AA_iCj,_^+i;7^^8--*^  AÀ'i?*JiFifl-''+... 

Les  çoeflicients  de^  difféieiites  puissances  de  ^,d.e- 
vront  êtfe^}'mé|,nqii.^  ea.pp^/y  ;  on.  voit  qjii'pa.^ai,ii:a:en 

pailic.ilier  >'[  tioU 

Ao=o,         kh-i=  Al       "^  ^  pour  /t  =  2,  ..  .,/)). 

T-V-  -11  /-^  .  .  •  i.i'îl'.fll/'  lui:. 

u  ailleurs,  (J„  eiaiil  synietriiiue  eu  j",  r,  on  aura 

^'  *  'T  )<;'j  UJp  ■(  i 

.  Ap==  Ao;.  ■  ir,qi|G'i    -ififj    ; 

^p-i  *^p  .•;i. .„:... 


el  comme 

G^tiï         G"-» 

làlIlJOiJ'l: 


G/'.-/,^i  G/, 

ou  auia  ,  ,^  .-<^_^:t^(^_^(-^^-j. .(  . 

/,Q,,  =  G/,A,a./'-i^  +...+  G^-+Ar^-7^-»rFty%A.^... 

h,n  appliquant  ce  resnllat  aux  polvnomes  l^o?  •••■>  Nir 
on  voit  que  l'ou  aura  pour  Q  uue  expression  de  la 
forme 

[.  ^ï{(:r^y)-R(x)-R(y)-^R{o), 

en  appelant  K(.c)  le  poijnome  de  degré  r 
Ri  X )^  BiX-  —  . .  .^  B,.x'', 


(  '49) 
avec  r^n^  [niisque  (^{x^y),"^\inesl(ié  de^r'é'r'—i  eux, 
doit  être  en  x  rie  degré 4i  — 'i"âiî-^J'iis'.  '"'  ^^ 

La  solu'tion  est  rtiàiriiériant  iniVirédîàte.  En  pos'ïifii'f  ' 

I  bi  j  Jn.sii'i'ifj  li'i   .lO 
S(x)-^f(T)  —  R(x), 

ridenlité  (2)  devient,  moyennant  (4)^ 

■01  ril   ...S(-y +7)  -  S(.r)  -  ^{jà&>^^i<^)miRî^in\r,m  ùo 

S(:r)  étant  une  fonction   continue  qui   doit  vérifier 

cette  identité  quels  que  soient  J^,  J',  on  a  vu  que^S(.r) 

est  nécessairement    un    polynôme   du    premier   degré 

(B,.r-hBo). 

On  a  donc  ^...hj,  ,-,,  .... 

f{x)  =  S(a;)  -h  R(:r)  =  Bo+  Bja; -h  Ba^^^-f-.  . .-+-  B^a?'- 

avec  '  .  X  1 

il  est  bien  démontré  que/(:r)  est*nécessaireme<qv|^yfl 
poljaome  de  degré  x  au  plus.  ,5- 

Inversement  totit  poXyitêthe  de  degré  n  vérifie 
V identité  i^i).  —  Il  suffit  de  démontrer  que  l'identité(i) 
est  satisfaite  quand  on  y  remplace  f{x)  ^par  x''  avec 
r^n.  Or,  le  premier  membre  devient  alors 

(  :r,  +  .  .  .  +  Xn+i  )'•  —  y  (.r/,  + . . .  +  t,,^ )''  -^ ...+  (—  i )«  ^  ^'i  ' 
«  1 

Chacune    des    puissances   qui   y   figurent    est  de   la 

forme   ,,..  ,,;  .j.  .n-'njMj.ni     -' 

,  \ 

^^4    f..^  j T ^:«l7'l''>-<q^?^0    iîil((»lt#l4.r.'riTi0foî=fe^)},riJuj 

ï'vidinf'i'    •  •  ■ ',i'Hii'>:>irnvnK   >■!!)  -mi  ;>■'.  .■..■■! ' 

OÙ  plusieurs  des  entiers  a,,  .-.^j  a;^  pejuvent  être  nuls  en 
remplaçant  alors  o!  par  i. 


(   i5o  ) 
On  voit  que  le  coefficient  est  le  même  ;  il  suffit  donc 
de  montrer  que  les  nombres  de  fois   que  ce  terme  se 
trouve  précéd'  du  signe  +  on  du  signe  —  s'équilibrent. 
Or,  en  prenant  par  exemple  le  terme 


2r  1  "H     "H  'î 


OÙ  maintenant  nous  supposons  tous  les  Ti  ^  o,  le  total 
dont  nous  venons  de  parler  est  égal  à 

La  réciproque  est  ainsi  démontrée. 

Polynômes  a   plusieurs  variables. 

Un  polynôme  de  degré  n  par  rapport  à  l'ensemble 
de  r  variables  f{x,^  X2,  ...,  .3^,)  est  une  fonction  con- 
tinue par  rapport  à  l'ensemble  de  ces  variables,  qui 
vérifie  V  iden  t ité 

f{x\^^-^  a;*!^'  +  .  .  .^-  a;i"+i',  a^y  '  -H  x'-^^-\-. .  .  -{-  x'^{'+^\ 
...,a7<.')-i-...-+-a'5."+i>) 


(5) 


n— 1 

011  les  signes  2,  indiquent  que  l'on  fait  la  somme  de 

tous  les  termes  obtenus  en  prenant  jîour  i , ,  /2?  •••?  ik 
l'un  quelconque  des  arrangements  k  à  k  des  nombres 

(1,2,  ...,  «  +  I  H  quelles  que  soient  les  valeurs  des 


(  i5i   ) 
/•(/i+i)  quantités   x\^\  x\^\    ...,    .•r',"+'',   x[J\   ..., 

En  effet,  soit 

une    ("onction    continue   satisfaisant   à   l'idenlitr     (5); 
posons 

cp(a")  ^y(  j",  o,  o,  .  .  . ,  o),  'h(x)  =f(wTi,xx-2,  .  . .,  XX,.). 

En   faisant  clans  l'identité  (5) 

pour  /,"  =  2,  3,  ...,  ;■,  on  voit  qu'elle  peut  s'écrire 

-l-(—  i)""V«p(''^'ï'')  -+  C—  1)"+'  «p(o)  =  o. 
1 

D'après  le  paragraphe  précédent  ,  ^{x)  est  donc-  un 
poljiionie  de  degré  n  au  plus. 

De  même,  en  faisant  dans  l'identité  (5) 


elle  pourra  s'écrire 

n  -1 

+  (-  0" 2^'Wr/,)  +  (-  0"^'  4^(0)  ^  o, 

1 

quelles  que  soient  les  constantes  arbitraires  j)', ,  ..., 
yn  +  i-  Donc  '\>{a:)  est  un  polynôme  de  degré  n  au 
plus. 

Il  suffit  maintenant  de  prouver  (|uey(^i,  ...,  x,-)  ?!>- 
tisfaisant  à  (5)   est   un    polynôme   pour   démontrer    le 


(   '5.  ) 
ihéorème.  Car  alors  y  est  de  la  forme 

fi^\,^i.,  .  . . ,  37,.)  =  ^  A ■r'f' a-f - . . .  a^*^ 
el  l'on  a 

<]/(^)  étant  au  plus  de  degré  n  et  comme  en  sup- 
posant y  réduit  il  n'}'  aura  a  fortiori  aucune  réduc- 
tion   dans    'hi^x')    si    les    xi   sont    arbitraires,    on    voit 

que 

a,  -t-.  .  .+  0.,:!  n, 

c'est-à-dire  quey(.r(,   ...,  ^2)  ^^t  bien  de  degré  n  au 
plus  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  :r,,  ...,  x^ 
Or,  le  théorème  est  évident  pour  /?  =  o  ;  dans  le  cas 
de  7?  =  I,  l'identité  (5)  devient 


/(^'/ 


X ^-  ,  x^ 


X)V) 


-fix^\x^^\  ...,x[}^)-fix^,^\...,x\P)+f{o,...,o)  =  o. 
En  particulier, 

/(.Tj  +  0,0  +  X2,    .  .  .  ,  O  -I-  X,.) 

—  /{Xi,  O,   .  .     ,0)  — /(O,  a-2,   .  ..,Xr)-\-f{0,   .  ..,  o)  =  O, 


d'où 


f{Xi,X.2,    ...,X,.) 

=  f(Xi,o,  ...,0)4-/(0,3-2,  ...,x,.)—fio,  ...,o). 


Comme  ici 


(f(X)   -:=f(X,   O,     .    .   .,    o) 


est  au  plus  du  premier  degré,  on  voit  que /"(^Tt,  ...,  x-i) 
est,  par  rapport  à  Xi,  tin  polynôme  du  premier  degré  au 
plus.  Par  analogie,  il  en  sera  de  même  par  rap|)orl  à 
Xo,  •  ••,  Xf  pris  séparément.  C'est  donc  un  polynôme 
par  rapport  aux  variables  ^,,  ...,  .370,  et,  d'après  la  rç- 
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marque  faite  plus  haut,  ce   polynôme  sera  au  plus  du 
premier  degré  non  pas  seulement  par  rapport  à  chacune 
des  variables,  mais  par  rap|)orl  à  leur  ensemble. 

Ainsi  le  ihéorème  est  vrai  pour  /^  ^  o,  i .  Supposons- 
le  vrai  jusqu'à  n  —  i  et  soity(j:',,  ...,  x-i)  une  fonc- 
tion continue  satisfaisant  à  l'identité  (5).  Posons 

(  -/(:r„...,:r,)-/(,r<"+",...,:r',«+>0+/(o,o,...,o). 

On  verra  de  la  même  manière  que  pour  les  polynômes 
à  une  variable  que  '^(.Ci,  ■X'ji  ••-,  Xr^  satisfait  à  une 
identité  analogue  à  (5),  mais  où  n  est  remplacé 
par  n  —  i . 

D'après  notre  hypothèse,  o  serait  donc  un  polynôme 
de  degré  n  —  i  au  |)lus  par  rapport  à  l'ensemble  des 
variables  :r,,  372,  ...,  x,--  Ceci  étant  vrai,  quelles  que 
soient  les  quantités  .r*"*",  ...,  ^•^"^",  l'expression 

=/(ri  +  o^ o -+-r2V.-^--, ^"^'j'r^^firu o, o, . . ., o) 

— /(O,  ^^2,   •••,rr)+/(»>,  o,  o,    ...,0) 

sera  un  polynôme  en  y,.  Cette  identité  peut  s'écrire 

fkyuy-i,  ■■•^yr)^f{yi,o,  ..., o )+/((>, j.,  •••,r;-)  ■  - 
— /(o, o,  ...,o)  +  P(y,,  j2,  ...,rr), 

et  nous  avons  vu  que  j\y \ ,  o,  . . .,  o)  est  aussi  un  po- 
lynôme en  y.  Donc  /^(jKi,  ^)'2j  ...,  JV  est  également  un 
polynôme  en  y  et,  j)ai'  symétrie,  sera  un  polynôme 
en  y,,  j^aj  ••  •)  yr-  Ce  polynôme,  d'après  ce  que  nous 
avons  déjà  remarqué,  sera  d'ailleurs  nécessairement  de 
degré  n  au  plus. 

Démontrons  maintenant  la  réciproque. 

Je  dis  (pie  lout  polynôme  en  ^"i,  . .  .^  Xr  de  degré  au 
plus  égal  à  n  salisl'ait  à  l'identité  (|5). 
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11  suffit  évidemment  de  le  prouver  pour  un  monôme 
de  la  forme 

x^i  .  .  .  xfr        avec         ai -i-.  .  .+ a,.  ^  n. 

Pour  cela,  désignons  le  premier  membre  de  (5)  par 
le  symbole 

Y/(^l,   •••,^r) 
j('>,...,.r("+0,.,W   ...,., f."  +  i) 

qui  n'est  pas  nul  en  général.  On  a  évidemment 

J-'0,...,.r',"-'0_...,.,.(«  +  i) 

—        Cl  \  fi(Xi,    ...,Xr) 
a-['), ,■(«  +  ') 

-^Ciy/iiXi,   ...,Xr)  -^■■■^  C^yf,f(Xi,   ...,Xr), 

quelles  que  soient  les  fonctions  /",,  ...,  f^^  et  les  con- 
stantes Cl,  ...,  Cç.  On  aura  donc 


Y  (liXi-h...+  lr^r)'' 


(')   ...   .r"  +  < 


xy. 


(7) 


-1  a,         -,  a,- 


À  .  •  A   '■  1/  r"'  1 — ' 

7,!  ...a^!     '  '■  *         Il    ...X, 


V 


(avec  a, -1-.  .  .H- 7,.  =  /»), 

quelles  que  soient  les  constantes  A,,  .  . .,  X,.. 
Or,  le  premier  membre  <léveloppé 

[X,  (37^'+  a^'i^'  +  .  .  .  +  37,"  +  '))  +. . .  4-  X,{x',}  '  -4-  . . .  ^-  ,r;."+i')]/' 

-2[>..(^-';''+-+^';"')+-+x.(-r;'''-+-...+  ^^')]"+... 

n 
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peut  s'écrire  plus  simplement,  en  posant 

^  =  Xi  a^i  -i- .  .  .  -4-  Ir^r,;         fi  =  Xi  ^\"  -i- .  .  .  -f-  X^a^*!'! 

(i  =  I,  . . .,  n  -1-  I) 
sous  la  forme 


(ti-^...^tr,+r)P-^(t,;-^. 

••  +  ''„)'' 

+2"..-- 

•  -+-  f '„-,)'' 

c'est-à-dire 

o'^y^f.. 


te 


Or,  d'après  le  paragraphe  précédent  concernant  le 
cas  d'une  variable,  celle  quantité  est  nulle  pour  p^  n, 
puisque  tP  sera  alors  un  polvnome  en  t  degré  <At.  En 
définitive,  le  premier  membre  de  (^  )  est  nul  pour p'^n 
quelles  (jue  soient  les  constantes  )v,  ...,  X,-.  Le  second 
membre  étant  un  polynôme  en  À,  ...,  A^  devra  être 
identiquement  nul,  c'est-à-dire  que  tous  ses  coefficients 
seront  nuls,  lin  d'autres  termes,  l'expression 


■  1    > r 

est  nulle  quand  la  somme  des  entiers  a,  -h  ao  +...-}-  a^ 
est  au  plus  égale  à  n.  C'est  précisément  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Remarque.  —  On  simplifie  l'écriture  de  l'idenlité 
fonctionnelle  (5)  au  moyen  de  notations  convenables. 
Désignons  d'une  façon  générale  par  M  l'ensemble  des  /• 
quantités  /?i,,  /??o,  ...,  m^- (l'ordre  n'étant  pas  indiflTé- 
rent)  ;  de  sorte  que  par  exemple  l'ensemble  des  /• 
nombres  x\''',  x[^\  ...,  a;|."  sera  représenté  par  X"^ 
Représentons  de  même  par  F^,  la  valeur  de  la  fonction 
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/*(/;?,,  m.^.  ...,  rur),  de  sorte  que  par  e\emp*lie*'^''  '•'-  J"'^'j 

Enfin,  représentons  d'une  façon  oénérale  l'ensenilile 
des  /•  nombres  x,  H->'),  ^2  +  J'21  •••1  ^/--hjKr  pai'  le 
symbole  X  +  Y.  V 

On  voit  alors  que  tout  polynonVtde  degré  n,  à  un 
nombre  quelconque  r  de  variables-^  sera  une  fonction 
continue  par  rapport  à  l'ensemble  de  ces  variables, 
f{jC\-,  . .  -,  Xr)  satisfaisant  àll' identité 

Fx(.)+xw+...+x('.+.)-2^x('.>  +  xW-f-...+  x('») 

n-i     .  1    . 

en  appelant  Fio  la  qiianlité,/(,o.,.p,.,:^,),;,i  f  -. /■fiirH'.; 
j.pDn  voit  que  celte  identité  conserve  toujours  la 
même  forme,  |)our  une  valeur  déteruiinre  de  /i,  quand 

le  nombre  /•  des  variables  varie. 

.  j ., ,.,  ., 

fll     ItlOIM- 
POLYNOMES    A    Ui\E    INFIINITÉ     DÉNOMBUABLE    DE    VARIABLES. 

La  remarque  précédente  nîontrant  que  l'identité 
fonctionnelle  (5)  peut  s'écrire  sans  faire  intervenir  le 
nombre  de  variables  dont  dépend  la  fonction,  pu  ^^sl 
amené  à  se  servir  de  cette  identité  pour  définip  \^^  pp7 
Ijnomes  dépendant  d'une   infinité  de  variableis.  ,    .,\j 

Aous  pouvons  en  effet  concevoir  des  fonctions  d'une 
sqitje, infinie  de  variables  (!).  Seulement,  ilpeijt  ,^r^(ver 
que  ces  fonctions  ne  soient .  définies  que  quand  les 
variables  varient  dans  un  certain  champ.  Etant  donnée 


(')  Par  exemple,  la  somme  d'une  série  convergente  dépend  de 
la  valeur  de  chacun  de  ses  termes;  une  fonction  continue  est  déter- 
minée par  l'ensemble  dénombrable  de  ses  valeurs  aux  points  d'ab- 
scisses "rationnelles,  etc  i  •'"''■"   ■■"  ^1. Mi. .,'..!.,  M. 


(  1%  ) 

une  suile  infinie  de  nombres  réels  x^,  X2,  ...,  ^r, 
Xr+i^  ...,  on  pourra  la  désigner  par  le  sjmbple  X. 
et    l'on    représentera    par    X  +  Y    la    suite    ^,  +y,, 

Une  fonction  ,1  /■ 

■■■■•■->'■■  ,;      ,,      ,,,..       ..;,      ,....:;ljll)[l().'J      C'J'J     r-.niiU 

sera  définie  dans  (C)  si,  à  tout  sjmbole'    '  '■    '^ 

'  ÀiWvui'f  -K  è'j^j^aLIffUJeiio'l  'i^'^J^M^I'^  '  "*fj  3'^"i'noo  Je» 
jiii  oiiob  oJnfiêè'iqsi  9ll3  .(c)  ">)ilif.'bi'l  k  jifi'iciJG«  .i;j 
prisd'ahs  un  ceitaiu  champ  (C),  correspond  un  nombre 
Fx  bien  déterminé.  IVous  pourrons  alors  généraliser  la 
définition  d'un  poljnome  pour  un  cliamp  (C)  quel- 
conque, pourvu  qne  ce  champ  soit  tel  que  si  X  et  Y  lui 
appartenait;  il  en  est  de  même  de  X  -h  Y.'  ""   "'  ' 

Dans  ces  conditions,  nous  pourrons  appeler  poly- 
nôme de  degré  n  à  une  suite  infinie  de  variables, 

une  fonction  continue 

uianmisl'  ?.nlq  o(l 

Fx^/Y:ri,a72,  ..  .) 

satisfcdsant  à  Videnlité  (8)  et  ne  satisfaisant  pas  à 
une  identité  analogue  où  n  serait  remplacé  par  un 
nombre  entier  inféiieur. 

Pour  compléter  cette  définition,  il  faudrait  définir 
exactement  la  continuité  d'une  fonction  d'une  infinité 
de  variables.  Pour  |)lus  de  généralité,  je  supposerai 
seulement  que,  si  la  fonction  q 

est  continue,  elle  est  continue  au  sens  ordinaire  par 
rapport  à  tout  ensemble  d'un  nombre  fini  de  ses  varia- 
bles et  (pie  l'on  a  ;  jiii  .0  , 

f{xi,  072,  .  . .,  x,.,  0-,.+  ,,  . . .)  =  lim/(a-i,  Xi,  ..  .,37,-,  o,  o,  .  .  .), 
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c'esl-à-ilire    qu'en    désignant    par   X^    l'ensemble   j?,, 
x-ii  •••,  Xr,  o,  o,  . .  .,  on  a 

Fx  =  lim  Fxr- 

Dans  ces  conditions,  on  voit  que,  si  F^  est  continue 
et  satisfait  à  l'identité  (8).  la  fonction 

9(37,,  ...,Xr)^  Fx^  =  /(a7i,a72,  ..  .,a?r,  o,  .  ..,o) 

est  continue  par  rapport  à  l'ensemble  de  ses  /■  variables 
et  satisfait  à  l'idenlilé  (5).  Elle  représente  donc  un 
polvnonie  de  degré  n  par  rapport  à  ces  /•  variables 

P,.(^,.   .  ...  Xr). 

On  a  donc 

Fx=  lim  Fxr  lim  Pr(ri,  .  .  .,  .r^) 

r^  sa  /•=:  « 

=  Po-4-[P,f^,)— Po]  +  [Pi(^i,.r,)-P,(ar,)J+... 
-4-[Pr(r,,  ...,a7,.j  — P^_i(a;,,  ...,a;,._i}]  + 

De  plus,  on  a  évidemment 

V,.-i{Xu   .  ..,Xr-i)=  P/Ca-i,   .  .  .,^r-l,  o). 

Donc 

Pr(a7i,   ...,Xr)  —  ^r-\{Xl-,   •  •  •  ,  ^-^-1  ) 
^  P;.(.r,,  .  .  .^  Xr)  —  P,-(^i,  .  . . ,  37^-1,0) 
^  a";,  v^r  (  ■^li   •  •  •  1  ^ r  )i 

où  Qr  est  un  polynôme  de  degré  n —  i  au  plus.  Ainsi 
l'on  peut  écrire 

,  ')  Fx=  Po-r-^i  Qi(ari) -h  jr2Q2(.x-i.  •2-2 )-(-••  . 

^^^        \  -^X,.qr(x,.....Xr)^..., 

en  sorte  que  F^  est  la  somme  d'une  série  de  polynômes 
de  degré  n  dont  aucun  coefficient  ne  peut  se  réduire 
avec  ceux  des  autres  polynômes.  D'où  l'on  conclut  que 
Fx    ne    peut  pas  se  mettre  de    deux   manières  sous  la 
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forme  (9);  aulremenl  dit,  que  deux  polynômes  équiva- 
lents et  de  degré  /i,  à  une  suite  infinie  de  variables,  ont 
nécessairement  mêmes  coefficients  [une  fois  mis  sous 
la  forme  (9)]- 

Réciproquement,  tout  poljnome  à  une  infinité  de 
variables  (pii  est  de  la  forme  (9)  et  convergent  dans  (C) 
vérifie  l'identité  (8)  dans  le  champ  (C). 

En  effet,  si  .f{x\,  x-i^  ...,  a:,-,  ^/- +  i ,  ...)  est  un  tel 
polynôme,  on  a 

/(a^i,  a"2,  ...,  Xr-,  ^r+l.  -..)  =  fi"l/('^H  ^2.  •••,  ^r,  O,  ...,  O,  ...), 

et  f{x\^  x-2i  .  •  -,  Xri  0,0,  . .  .)  est  un  polynôme  de 
degré  n  à  /•  variables  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  vé- 
rifie ridenlité 

/(:F\"-+-:rV-'H-...+:r',"+",...,^i.''+^<,.-'+...-4-.ri.«+i\o,o,...) 
— V/(:«;ij'.t+...-4-:ri/"i,  ...,  a'<;i>-f-...+^i>\  o,  o,  ...)  +... 

n 

+  (-i)"V/(a7'.,...,a7(y,o,o,  ...)  +  (-i)"/(o,o,...,o,...)=o. 
1 

Si  donc 

Vil)  =/y.(n      ™(1)  ^'D      ~(1)  N 


^■i.  —  y-^  l  1  ■'  i  1   •  •  •  1  •*  /•  )  •^'  ;•+  1     1   ■  •  •  / 

appartiennent  au  champ  (C)  où  F^  est  défini,  le  premier 
metnbre  de  celte  expression  tendra  vers  le  premier 
membre  de  l'identité  (8),  qui  se  trouve  ainsi  vé- 
rifiée. 

Je  n'ai  pas  précisé  la  notion  de  continuité  d'une 
fonction  d'une  suite  infinie  de  variables.  On  peut  la 
définir  ainsi.  Supposons  (pi'à  deux  suites  quelconques 
de  variables  X<'^,  X'-^  faisant  partie  du  champ  C,  on 
puisse  faire   correspondre   un    nombre  (X<'^,  X'*^)  ^  o 
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qui    ne    s'annule  que  si  X^''  et  X'-^   sont   formées  de 
deux  suites  de  variables  respectivement  égales  et  tei  de 
plus  que,  quels  que  soient,  dans  le  champ  C,  XO^j,X,% 
X(^),  on  ait  ^,i,.,  ,-;  ,,; 

9b  àjiii'       (X'".  X'2')  |(X^",  X'-^') -4- (X'*',  X*'^')!;*^'":'' 

On  pourra  appeler,  (X^'\  X^^^)  l'écart  des  deux 
points  X"^,  X^^^(').  Nous  supposerons  aussi  que,  si 
(X''^,  X'-^)  tend  vers  zéro,  les  différences  (^i'.'  —  oc^^^) 
des  «  coordonnées  »  de  même  rang  de  X"^,  X^^^  tendent 
vers  zéro  et  que  l'écart  des  points 

(X^,  X^,   .  .  .^X,.,Xr^l^  .  .  .)      et      {Xi,X2,   .  .  ..Xr^O.O,   ..  .) 

tend  vers  zéro  avec  -•  Enfin,  nous  admettrons  que  le 
champ  (C)  contient  toutes  les  suites  X  dont  les  termes 
sont  nuls  à  partir  d'un  rang  arbitraire. 

Alors  nous  pourrons  dire  que  F^  est  une  (onction 
continue  de  X  si  Fy  tend  toujours  vers  F^  quand  l'écart 
(Y,  X)  tend  vers  zéro. 

Pour  donner  un  exemple  précis  nous  pouvons  nous 
placer  successivement  au  point  de  vue  suivant. 

i"  Le  champ  C  est  formé  par  toutes  les  suites  infinies 
possibles  (j?,,  x^-^  .••),  et  nous  prenons,  pour  définir 
l'écart,  la  quantité  (-) 

■         (XY)=-       l^'~-^'"  -  ^  1^2  — JK2I       :        .,    , 


n\    i-f-    x,i  —  yn 


11  est  facile  de  voir  qu'elle  satisfait  à  toutes  les  con- 
ditions |)récédentes  et  que  pour  que  (X,  Y)  tende  vers 


{')  Voir  ma  Thèse  :  Sur  quelques  points  du  calcul  fonctionnel, 
p.  3o. 

(  -  )  Loc.  cit.,  p.  39. 
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zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  (X|  —  Vt),  (jCo — y-i)^  '••■> 
{x„ —  y„),  ...  tendent  respectivement  et  indépen- 
damment vers  zéro.  Alors,  une  fonction  continue 
f{X{,  X2,  .  ■ ')  est  une  fonction  telle  que,  si  y,,  y,  ••• 
tendent  ensemble  (uniformément  ou  non)  vers  x,, 
■^2,  •••,  y(7i7  J2,  •  ••)  tend  vers/(\27,,  x^,  ...). 

2"  Le  champ  C  est  limité  aux  suites  de  variables 
(a7),  X2,  ...),  telles  que  la  suite  des  carrés  de  ces  va- 
riables (;r^  +  .r^ -(-...)  soit  une  série  convergente.  Il 
est  facile  de  voir  que,  si  X  et  Y  appartiennent  au 
champ,  il  en  est  de  même  de  X  +  Y. 

Nous  prendrons  alors,  pour  définir  l'écart,  l'expres- 
sion convergente (' ) 

(X,  Y)  =  v/(-ï-i-ri)'-^(^2-r2,'-^  +  ..., 

qui  satisfait  encore  aux  conditions  précédentes.  [Mais, 
ici,  il  ne  suffit  plus  que  (.r,  — Xi)-)  (^2 — ^2)?  •••  ten- 
dent vers  zéro  pour  que  (X,  Y)  tende  vers  zéro.] 

Les  théorèmes  démontrés  précédemment  s'appliquent 
dans  ces  deux  conventions. 

Hema/rjue.  —  La  forme  (9)  permettrait  de  définir 
directement  les  poljnomes  à  une  infinité  de  variables. 
Mais  la  définition  par  l'identité  (9)  apparaît  comme 
plus  générale,  car  elle  seule  s'étend  sans  modification 
aux  fonctionnelles  (-)  d'ordres  entiers,  comme  je  le 
montrerai  ailleurs  (^). 


(')  FoiV  ce  même  Recueil,  Frkchet,  Essai  de  Géométrie  analy- 
tique aune  infinité  de  coordonnées,  v°  série,  t.  VIII, juillet  1908, 

p.    I,   23. 

(')  Voir,  par  exemple.  Hadamard,  Leçons  sur  le  calcul  des 
variations,  p.  aSa,  sous  presse  chez  Hermann,  ou  Fréchet,  Sur  les 
opérations  linéaires  {Transactions  of  tlie  american  mathemati- 
cal  Society). 

(')   Voir   Frkchet,  Toute   fonctionnelle   continue   est   dévelop- 
Ann.  de   Mathéniat.,  4°  série,  l.  IX.  (Avril  1909.)  12 
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Fonctions  analytiques. 

Nous  avons  monlré  dans  ce  qui  précède  comment  on 
peut  définir  \es polynômes  par  une  condition  fonction- 
nelle. 11  est  assez  naturel  de  chercher  à  étendre  ce 
procédé  à  des  fonctions  plus  générales  que  les  poly- 
nômes. Sans  développer  ici  cet  ordre  d'idées,  je  me 
bornerai  à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soit  f{x)  une  fonction  développable  en  série 
entière  dans  un  intervalle  ( — R,  -f- R).  Si  Xs^ 
Xo,  •  •  . ,  x,,^  .  .  .  sont  des  quantités  arbitraires,  mais 
telles  que  les  sommes  d'un  nombre  quelconque 
d'entre  elles  (x  -\-x.  +,..  +  x.  )  restent  toutes 
en  valeurs  absolues  inférieures  à  un  nombre  fixe 
k  <C  —}  on  a 

lim     /(a;,  +  rr2  +  ...-4-5?„+i)  —  V/(.r/,  +...+ a7/„)-4-... 

n  =  00  I  ■*■ 

L  n 

+  ^-  iV'  21/C^/,)  +  (-i)"-^'/(o)l  =  o- 

Si  R  =  ce,  il  suffit  de  prendre  pour  k  un  nombre 
fini  arbitraire. 


[M-lb] 
SLR  LES  SURFACES  POSSÉDAIT  mi  DROITE  MULTIPLE; 

Par  m.  Lucien  GODEAUX. 


Dans  cette  Note,  nous  donnons  une  démonstration 
simplifiée   d'un    théorème   dû   à  M.   G.  Fouret   sur  le 

pable    en    série    de    fonctionnelles    d'ordres    entiers    (  Comptes 
rendus  du  i8  janvier  1909  ). 
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nombre   des   plans   tangents  à   une  surface  algébrique 
menés   par  une   droite  multiple  de   celte  surface  ('). 
Ensuite,  nous  calculons  la  classe  d'une  telle  surface. 

1.  Soit  F  une  surface  algébrique  d'ordre  n  pos- 
sédant comme  seule  singularité  une  droite  c?  multiple 
d'ordre  r  {r  <^n).  Soit  v  le  nombre  de  plans  passant 
par  d  et  touchant  la  surface  F  en  un  point  non  situé 
sur  d. 

Choisissons  un  plan  quelconque  t:  ne  passant  pas 
par  d.  Tout  plan  a  passant  par  a?  rencontre  la  surface  F 
suivant  une  courbe  d^  d'ordre  n  — ^  /•  et  le  plan  t:  suivant 
une  droite  d' .  Evidemment  le  nombre  v  cherché  est 
égal  au  nombre  des  courbes  Ca  douées  d'un  point 
double,  car  la  polaire  d'ordre  n  —  r  —  i  d'un  tel  point 
par  rapport  à  la  Ca  qui  le  contient  peut  être  une  droite 
quelconque  du  plan  de  cette  courbe,  en  particulier  <:/'; 
donc  nous  devons  d'abord  chercher  l'ordre  k  de  la 
courbe  K  lieu  des  pôles  des  droites  d'  par  rapport  aux 
courbes  C^. 

Le  nombre  k  est  évidemment  égal  au  nombre  de 
courbes  C^  qui  touchent  le  plan  -;  donc,  d'après  une 
formule  connue, 

k  =  i  n  -^  r)  (  Il  —  r  —  i ). 

Les    pôles    d'une    droite    par    rapport    à    une    courbe 
d'ordre  n  —  r  sont  au  nombre  de 

(rt  —  '•  — I)-; 

donc  la  courbe  K  rencontre  la  droite  d  en 

(2r-Hi)  (n  — /•  —  I) 
points. 

(  '  )  Sur  le  nombre  de  plans  tangents  qu'on  peut  mener  à  une 
surface   algébrique   par    une    droite    multiple   de   cette  surface 


(  M  ) 

Pour  Lronver  v,  il  nous  suffira  de  compter  le  nombre 
de  points  où  R  rencontre  ¥  ailleurs  que  sur  cl  ou  dans 
le  plan  —  ;  on  trouve 

V  =  (n  —  /'  —  i)[n(rt  +  /•  —  i)  —  ir[r  -\-i)'\. 

Le  nombre  des  plans  tangents  menés  à  une  sur- 
face d^ ordre  n  par  une  droite  multiple  d'ordre  r,  le 
point  de  contact  n^étant  pas  sur  cette  droite,  est 
égal  à 

(n  —  r  —  \)\n(n  -(-  /'  —  i)  —  arfr  +  i)]. 

On  connaît  de  noml)reux  cas  particuliers  de  cette 
formule,  notamment  pour  /-^  /i  —  ^  ('). 

2.  Rappelons  un  théorème  de  MM.  Zeulhen  et 
Segre  (=^)  : 

Etant  donné  sur  une  surface  un  faisceau  ration- 
nel de  courbes  de  genre  p,  doué  de  i  points  de  base 
et  de  8  courbes  à  point  double  {simple  pour  la  sur- 
face), le  nombre 

1  =  0  —  7  —  ^p 

ne  dépend  pas  du  faisceau  considéré. 

Formons  l'expression  I  pour  noire  surface  F  par  la 
considération  des  courbes  Gx-  Evidemment,  il  n'existe 


(Bendiconti  del  Circolo  Matein.  di  Palerino,  1894,  t.  VIII, 
p.  202-208). 

(')  L.  GoDEAUX,  A'otes  de  Géométrie  {Mémoires  de  la  Soc. 
des  Se.  de  Liège.,  1908,  3°  série,  t.  VIII  )  ;  A  propos  d'un  article  de 
M.  H.  Bateman  (Archiv  der  Matliematik  und  Pliysik,  1908, 
3«  série,  t.  XIII,  p.  870). 

(-)  G.  Castelnuovo  et  F.  Enuiquks,  Sopra  alcune  questioni 
fondainentali  nella  teoria  dette  superficie  algebriclie  {Annali  di 
Malematica,  1901,  3"  série,  t.  VI,  p.  162-225). 
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pas  de  points  de  base,  puisque  nous  avons  supposé  F 
n'ayant  ijue  la  droite  multiple  comme  singularité; 
donc  7=0.  Nous  venons  de  trouver 

5  =  (n  —  r  —  !)[«(/«  -i-  /•  —  i)  —  2/-(/-  -h  i)]. 

Enfin,  le  genre/?  de  C^  est  donné  par  une  formule  l)ien 
connue  : 

/)  =  -  (n  —  r  —  i)  (n  —  /-  —  2). 

Donc 

(1)  I  =  („  _  ,^_l)[,lf„  ^_  ,.  _  3)  _2(^2_  2)]. 

Considérons  maintenant  les  sections  planes  de  F 
situées  dans  les  plans  d'un  faisceau  et  calculons  l'inva- 
riant de  Zeuthen-Segre  au  moven  de  ce  système  de 
courbes.  En  appelant  r?i  la  classe  de  F,  on  trouve 

8  =  m         et         a  =  71. 

Une  section  plane  de  F  contient  un  point  multiple 
d'ordre  /•,  donc  équivalent  à -/■  (r —  i)  points  doubles, 
et,  par  suite, 

P  =  ^[(n  —  i)  (n  —  ^  )  —  r  (r  —  i)]. 

De  là,  une  nouvelle  expression  de  I  : 

(2)  l  =  m  —  (n  —  r  —  \)  (o.n  -\-  0.7'  —  3)  —  (r  -hi). 
En  égalant  les  deux  expressions  de  I,  on  trouve 

m  =  {n  —  r  —  i)[n{ii  -{-  r  —  i)  —  r{ir  —  ï)\-\-{r  -\~  \){n  —  r). 

Une  surface  cV ordre  n  possédant  comme  seule 
singularité  une  droite  multiple  d'ordre  r  est  de  la 
classe 

{n  —  /•  —  i)[n{n-+-  r  —  i )  —  r ( 2 /•  —  i)]  +  {r  -h  i)  (n  —  r). 
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3.  Supposons  que  la  surface  F  possède,  sur  la 
droite  multiple  d^  p  points  multiples  d'ordre  r  +  i. 
Évidemmen!,  nn  a 

pin  —  r. 

Alors  l'expression  (i)  de  l'invariant  de  Zeuthen-Segre 
doit  être  modifiée,  car  le  faisceau  considéré  a  p  points 
de  base.  Il  en  résulte  que  la  classe  m  de  la  surface  F 
est  diminuée  de  o  unités. 

4.  Nous  allons  donner  une  application  des  résultats 
précédents  aux  complexes  de  coniques. 

Soit  S  un  complexe  de  coniques  d'ordre  u.  et  de 
classe  V  [caractéristiques  de  M.  Monlesano  (')]. 

Les  coniques  du  complexe  situées  dans  les  plans 
d'un  faisceau  engendrent  une  surface  d'ordre  2  jjl -h  v 
possédant  une  droite  multiple  d'ordre  v.  D'après  le 
théorème  de  M.  Fouret,  il  j  a 

f2[i.  —  I)V2îJt-+-3v) 

plans  tangents  à  celte  surface  menés  par  la  droite  mul- 
tiple, c'est-à-dire  un  nombre  égal  de  coniques  dégé- 
nérées. 

Les  plans  des  coniques  dégénérées  d'un  complexe 
d'ordre  ]j.  et  de  classe  v  enveloppent  une  surface  de 
classe 

(2[JI-I)2(2|JL-+-3V). 

5.  L'extension  aux  hjperespaces  peut  se  faire  aisé- 
ment; nous  nous  bornerons  à  donner  ici  le  résultat. 

Si  1  on  désigne  par  y^p^n.r)  le  nombre  d'espaces 
linéaires  à  p  —  i    dimensions   tangents   à   une  variété 


(  '  )  Una  eslensione  delta  proiettivita  a  gruppi  di  complessi  e 
di  congruenze  lineari  di  rette  {Annali  di  Matematica,  1898, 
3°  série,  t.  I,  p.  3i3  ). 
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d'ordre  n  à  p  —  i  dimensions  et  passant  par  un  espace 
linéaire  à  p  —  2  dimensions  multiple  d'ordre  /•  pour  la 
variété,  on  a 

V(/.,  ,.,/■)  =  («  —  /•  —  i)  [V(;,_i,  „,,.)-(-  r(n  —  r  —  i)''"^]- 

De  celte  formule  on  tire  par   un  calcul  très  simple 

'Ju>,",r)  =  (n  —  r—i)P-^\n[n-hr(p~'i.)  —  i]~r(p  —  i){r^i)\. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  IIATIIÉMATIOUES  (1908). 
COMPOSITION  SIR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  IN- 
TEGRAL ('). 

Solution  par  M.  G.  CLAPIER. 


I.  Lorsque  le  paramètre  a  varie,  la  famille  F  a  en 
général  une  enveloppe  F,  définie  par  les  équations  (1) 
et  (2).  Par  hypothèse,  l'équation  (3)  est  aussi  satisfaite 
pour  tous  les  points  m(^,  r,)  de  celle  courbe;  nous 
aurons  donc,  en  dérivant  les  deux  premières, 

El     ^+    EL    ^  =0] 
dx      dt  dy      d%  \ 

)  pour  X   =:\,  Y  =1T.. 

d^f    dx    ^      d^f    dy  _       '  ^ 


dy.  dx   dy        dy  dx   dy 


De  ces  nouvelles  équations  il  r<'sulte  que  :  ou  bien 
-j-,  -^  sont  nuls  et  par  suite  les  courbes  C  passent  par 


da    dy. 


(')   Voir  l'énoncé  page  4'i6  du  Tome  précédent. 
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un  point  fixe  ç  z=  ç^,  r,  =  t,o  ;  ou  hien  on  a  la  condition 

(4)  4/  .     à-^f    ^    àf  .     0\f 

dx  '  0%  dx        Oy  '  d-j.  ôy 

Dans  ce  dernier  cas,  la  courbe  C  a,  avec  son  enve- 
loppe r,  un  contact  du  second  ordre  :  en  effet,  déter- 
minons, par  dérivations  par  rapport  à  .r,  les  expres- 
sions y'  et  y^'  correspondant  au  point /?/(^,  j')  de  la 

courbe  F  ;  en  tenant  compte  de  ce  nue  4-  et  — ^  sont 

nuls  en  ce  point,  nous  avons  les  deux  équations 

àf       àf    , 
dx       dy' 

d^-f  d^f      ,^à2f_     ■,_^àf_    „ 

ôx^    '       ôx  ôy  -^    '    dy-  "^      '    Oy"^ 
à'^f  à-'-f      \  I  d%  \ 

-^ h   - — ^    V    \\    -r-\    =  O . 


\  Ù1.  dx        d7.dy^  J  \  dx  I 


Si 

d-x  ,  di 

dx       -^  "dy 


\dx)        -'-       -^   -v,. 


n'est  pas  nul,  la  condition  (4)  exprime  que  les  valeurs 
de  y'  et  y  sont  les  mêmes  soit  qu'on  suppose  a  va- 
riable, soit  qu'on  suppose  a  constant,  et,  comme  dans 
ce  dernier  cas  on  se  déplace  sur  la  courbe  C,  on  voit 
que  l'enveloppée  et  l'enveloppe  ont  au  point  m  un 
contact  du  second  ordre. 

II.  Appliquons  ce  résultat  au  cas  particulier  où  les 
courbes  C  sont  homolliétiques  à  une  courbe  fixe  Co 
représentée  par  l'équation 

Y  =  o(X). 
Le  point  de  contact  m(^x^y)  de  l'enveloppe  F  est 
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l'homologue  du  poioL  M(X,  Y)  de  C.o,  et  l'on  a 

X  =  xa-i-y.{x  —  Xo)  I  S  M 


^^^  I  Y=^o+-'^(r-7o)  \  Sm 

Les  coordonnées  Xq  et  yo  du  centre  S  et  le  rapport 
d'horaolhétie  x  sont  fonctions  du  paramètre  a;  avec 
ces  notations  l'équation  générale  des  courbes  C  pourra 

s'écrire 

/=<p(X)-Y  =  o. 

Les  équations  (2)  et  (4)  deviendront 

,,^   dX       dY  .^yr^à^ 

Si  donc  on  suppose  que  la  courbe  Cq  n'est  pas  une 
droite,  nous  aurons  les  équations  très  simples 


^=». 

Elles  expriment  qu'on  a 

•     d\         dx 
d^            dt 

d\  _     dy 
d%  ~~  '  dj. 

c'est-à-dire  que  les  éléments  d'arc,  aux  points  M  et  /;^, 
des  courbes  Co  et  F,  sont  homologues,  résultat  géomé- 
trique évident. 

Quant  à  l'équation  (4),  elle  prendra  la  forme 

(7)  ^=^(-^>d;r- 

Pour  avoir  son  interprétation  géométrique,  calculons 
le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  Cq, 

(flfX2-4-C?Y2)î 

K  = 


d\  d^\  -  d\  d-^\' 
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nous  avons,  en  dérivant  deux  fois  les  expressions  (5), 

d^X  _     d^        dx  dv.        d^  X 

'd^  ~'^'d^^d^di^'d^' 

rfnr  _     d^y        dy  dy.        c)2  Y 

doL^  ~  '''  ~d^  ^  7h   di  '^  ~d^'' 

d'oi^i,  en  remarquant  que 

et  tenant  compte  en  outre  de  l'équation  (-), 

dX  d'-X  —  dX  d^  Y  =  /.^{dy  d^x  —  dx  d'-y), 
rfX2  -f-  c?Y2  =  yC-  (  dx-^  +dy^-). 
Donc 

/•  étant  le  rajon  de  courbure  au  point  m  de  F,  et  les 
centres  de  courbure  aux  points  correspondants  de  Cq 
et  r  sont  deux  points  homologues,  résultat  géomé- 
trique facile  à  prévoir. 

Si  la  courbe  Gq  est  un  cercle  de  rajon  R,  son  homo- 
thélique  esl  un  cercle  de  rayon  /',  qui  est  osculateur  à 
l'enveloppe  F.  La  famille  F  est  constituée  par  l'en- 
semble des  cercles  osculateurs  à  une  courbe  fixe. 

On  pouvait  donc,  sans  se  servir  de  la  théorie  géné- 
rale (I),  trouver  les  équations  (6)  et  (-)  en  exprimant 
que  le  cercle  de  courbure  de  la  courbe  Cq  a  pour  ho- 
mologue le  cercle  de  courbure  de  l'enveloppe  F  ;  comme 
un  cercle  est  déterminé  par  trois  points,  il  est  bien  clair 
que  l'enveloppée  G  a  même  cercle  de  courbure  que  son 
enveloppe  F. 

Les  équations  (6)  nous  donnent,  en  développant, 

(8)  X  -xq  ^  y—yo  ^'"  —  ^ 

dxQ  dy^  dy. 

doi.  doL  doi, 
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Pour  avoir  les    conditions   demandées,   il    suffît   de 
porter  ces  valeurs  de  x  ç.\.y  dans  (5)  et  (^)  ;  on  a 

(9)  '  .  Y  =  cp(X), 


dyQ  dyf. 

^..    ^~  ^^     ^  d'j.  d%  '   Y\ 

'dxf^  d^-A        d'^x^X  dxQ  dv.        ' 

\  c?/.    (/a^  ^a^  /  dt  d% 

Supposons  qu'on  donne  la  courbe  Cq,  de  manière 
que  ses  coordonnées  puissent  s'exprimer,  à  l'aide  du 
paramètre  a,  par  les  équations  (g). 

i"  Si  l'on  connaît  les  expressions  des  coordonnées 
de  S,  on  connaîtra 

d^  F(a)' 

dy. 
d'où,  en  intégrant, 


2°  Si    l'on   se  donne  les   coordonnées  x^  et  y^   du 
point  O',  défini  par  l'égalité 

SO  _ 

so'  ~  ■''' 

nous  aurons 

/.  —  \  ,  dv.  Y,  —  I    , 

a7i  =  Xq,  dx\  =  — ^  :ro  H dx^ 


et 


V  /  ^^0  „  dxx 


donc  la  détermination  de  x  revient  à  efl'ectuer  la  qua- 
drature 

dy.       „         , 

-—  =  F(a)â?a. 
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III.    Les   équations  (8)   nous  donnent  les  coordon- 
nées ^ely  des  points  de  l'enveloppe,  en  fonction  du 
paramètre  a  : 

dxf. 

Si  l'on  suppose 

dy. 

œ  el y  sont  des  fonctions  régulières  de  a,  représentées 
par  des  séries  entières. 

Or,  par  hypothèse,  x  passe  par  un  maximum  ou  un 
minimum    dans  l'intervalle  (a|,ao);  donc  pour  celle 

valeur  a  de  Tintervalle  -7-^  est  nul  et  deux  cas  peuvent 
se  présenter  : 

Ou  bien  -y^  el  -^  ne  sont  pas  nuls  simultanément 

et  le  point  correspondant  de  l'enveloppe  s'éloigne  indé- 
finiment ; 

Ou  bien  le  point  S  est  un  point  de  rebroussement 
sur  la  courbe  qu'il  décrit,  et  il  en  est  de  même  du 
point  O,,  de  coordonnées 

Xi  =  ii  —  y.)Xo,         j'i=(i  — x)jKo, 

sur  la  courbe  qu'il  décrit. 

Plus  généralement,  si  l'on  pose 

Xi  =  XQ-^y.(a  —  Xo), 

a  el  b  étant  les  coordonnées  d'un  point  fixe  co  du  plan, 

on  aura 

dxx  _  dyx  _ 

rfa    ~    '  dix   ^ 
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et  ce  point  0,(xi yi)  est  aussi  un  point  de  rebrousse- 
ment. 

Remarc|uons  que,  dans  le  premier  cas,  la  tangente  au 
point  S,  à  la  courbe  lieu  des  centres  d'homothétie,  est 
une  direction  asjmptotique  de  la  courbe  Cq. 

Dans  le  second  cas,  les  rapports  —r^  et  -—■  ont  pour 
limites 

doT-    '  'd^  ^  ~dx^  '  1^' 

IV.  Si  nous  prenons  une  famille  F  de  surface  S,  sa- 
tisfaisant aux  équations 

pour  tous  les  points  m  de  leur  enveloppe  F,  nous  ver- 
rons comme  dans  le  cas  des  courbes  que  :  ou  bien  -j- > 
-j-  sont  nuls  en  tous  les  points  de  F,  c'est-à-dire  que  x 

etjK  ne  dépendent  que  d'un  paramètre  z  et  les  surfaces 
passent  par  une  liyne  fixe;  ou  bien  on  a  les  conditions 

(q)  4/  .     'i\f    ^  àf  .     d-'-f    ^  df  .     d^^f 

^    '  dx  '  dcn  dx        ôy  '  c'a  dy        dz  '  0%  dz 

qui  expriment  que  les  trois  sections  de  l'enveloppe  pa- 
rallèles aux  plans  coordonnés,  menées  par  le  point 
m(x,  y),  ont  un  contact  du  second  ordre  avec  les  trois 
sections  planes  de  l'enveloppée  correspondante;  donc, 
en  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  de  S  et  de  F, 
nous  avons  mêmes  éléments  différentiels  du  second 
ordre  pour  les  deux  surfaces. 

Applicpions  au  cas  où  les  surfaces  S  sont  homoJhé- 
liques  à  une  surface  fixe  Ïq  I  nous  aurons  comme   dans 
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le  cas  des  courbes 


— --  '    ---  ^  =  o. 


dX2     d%        clXdY   dï 
(9') 

j     d^<f     dX  d"-^     ôX 


dXdY   d%  dY2     dt 


:r-  =  O' 


en  supposant  que  z  =  ç;(XY)  soit  l'équation  de  2q.  On 
en  déduit  que,  si  cette  surface  ne  se  réduit  pas  à  une 
courbe,  elle  doit  satisfaire  à  l'équation 


d'^z  d^z         d^z 


dX2  dY2       dXd\ 

On  voit  que  S,,  doit  être  une  surface  développable,  et 
il  en  est  nécessairement  de  même  de  l'enveloppe  F,  dont 
les  plans  tangents  sont  les  homologues  des  plans  tan- 
gents de  Sq. 

Si  celle-ci  est  une  courbe  gauche,  nous  aurons  des 
équations  analogues  aux  relations  (8)  et  les  mêmes  dé- 
terminations de  •/.  pour  les  deux  questions  analogues 
de  la  deuxième  partie.  On  aura  les  mêmes  résultats  si 
l'on  remplace  la  surface  développable  Sg  par  son  arête 
de  rebroussement;  il  est  clair  que  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  l'enveloppe  est  l'enveloppe  des  arêtes  de  re- 
broussement des  surfaces  S. 

V.  Si  l'on  imagine  que  la  courbe  matérielle  Cq  se 
déplace  dans  son  pian  suivant  une  certaine  loi,  elle 
enveloppe  une  courbe  F;  ce  mouvement  pourra  être 
obtenu  par  le  roulement  d'une  courbe  C  sur  une  autre 
courbe  fixe  F'. 

Soit  M  le  point  de  contact  des  deux  premières  ;  la 
normale  à  l'enveloppe  en  ce  point  va  passer  par  le 
centre  instantané  I,  et  l'on  obtiendra  le  centre  de  cour- 
bure F  par  la  construction  d'Euler-Savarj. 

Il   résulte  de  cette  construction   que,   pour   que  ce 
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centre  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  de  C,  il  faut 
en  général  qu'il  soit  confondu  avec  le  point  I.  Donc, 
pour  que  G  ait  un  contact  du  second  ordre  avec  son 
enveloppe,  il  faudra  que  la  roulette  C'soit  la  développée 
de  la  courbe  donnée  Cq  ;  la  courbe  Y'  étant  quelconque 
sera  à  son  tour  la  développée  de  l'enveloppe  F. 


GOItRESPONDANGE. 


Un  abonné.  —  Un  lecteur  du  Journal  a  rappelé, 
l'an  dernier,  cette  remarque  de  Sylvester  :  Etant  donné 
un  tétraèdre,  si  F,  G,  H,  K  désignent  les  expressions 
des  carrés  des  aires  des  faces  en  fonction  des  arêles, 
la  norme  de  l'expression 


y/F  -+-  ^G  4-  /H  -f-  /K, 


soit 


X  (- v/F+ /G-H  \/H4- /k)(/F- \/G+ v/H+ v/k)(.  . .)(. . .), 

contient  en  facteur  l'expression  V^  du  carré  du  volume 
en  fonction   des  arêtes,   puisque  l'hypothèse   N  =  o 
entraîne  la  conclusion  V  =  o. 
Sylvester,  considérant  la  formule 


288  V2  = 


0 

ab 

ac 

ad       I 

6^' 

0 

—  2 
bc 

—  2 
bd       I 

— 2 
ca 

Tb' 

0 

cd       1 

da 

Tb' 

—  2 
de 

0        1 

1 

I 

I 

I        0 

(  ^76  ) 
el  obseivant  que  les  mineurs  prineipaux  sont,  à  un 
même  facteur  numérique  près,  F,  G,  H,  R  el  une  ex- 
pression qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer,  affirme, 
sans  le  démontrer,  que  le  fait  en  question  correspond 
à  une  propriété  générale  des  déterminants  symétriques 
dont  la  diagonale  principale  est  formée  d'éléments  nuls. 
M.  Thomas  Muir,  écartant  cette  restriction,  a  confirmé 
comme  il  suit  l'affirmation  de  Sylvesler  [Transac- 
tions of  the  South  African  Pliilosophical  Society, 
Vol.  XVI;  The  Messenger  of  Mathematics,  new 
séries,  n"  435  ;   1907). 

Soit  le  déterminant  symélrique 


A  = 


«11     '^12 

«21      «22 


««1       Cl  ni 


«1« 

a-2„ 


(Clij=  Clji)\ 


A=o, 
on  a  entre  les  premiers  mineurs  les  relations 
AiiA42=Aj2,         Al  1  As:}  =  A,  3,  ...,         AiiA,i,i=Aj„ 


ou 


An_ 


A„ 


A/J7Î 


on  a,  par  suite, 

«11  /A  11  -r-  «12  V^^22  -i-  fïi3  vAas  -+-...-+-«,„  v/A„rt  =  o; 

la  norme  du  premier  membre  de  celte  égalité  con- 
tient donc  A  en  facteur,  et  il  en  est  de  même  quand 
on  remplace  a^x^  rt,^,  ...par  aii,ai-,.,  — 

Autrement  :  dans  l'hypothèse  A  =  o,    le    délermi- 
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nant 


o 

X 

y     ■ 

W 

X 

«11 

«12         • 

•  •        «Irt 

y 

«21 

«22 

«2« 

est,  au  signe  près,  le  carré  de  l'expression 

3^ /â^  +  jk/â^ -+-•••+  «vy/ÂT^; 

or,  ce  déterminant  s'annule  quand  on  donne  à  ;r,  ^, . . . 
les  valeurs  a/, ,  ai-x^  . . . ,  car  on  peut  remplacer  o  par  a,-,-, 
le  multiplicateur  A  de  cet  élément  élant  nul,  et  l'on  a 
alors  un  déterminant  dont  deux  lignes  parallèles  sont 
identiques;  ainsi,  1  hypothèse  A  =  o  entraîne  la  consé- 
quence 

«ji  v/ÂT7  -+-  «/2  y/Â^  4-  .  .  .  -H  a/„  s/ knn  =  O  ; 

donc,  etc. 

Si    l'on     applique    ce    résultat    au    déterminant   qui 
donne  l'expression  de  la  quantité  288  V-,  avec 


«il=  «,2  =  •  •  •=  I, 


«;5  =  O, 


on  obtient  le  fait  signalé  par  Sylvester. 

Mais  l'étude  du  quotient  de  N  par  V-,  quotient 
donné  par  Sylvester  sous  forme  développée,  reste  en- 
core à  faire. 


CERTIFICATS  DE  MATHÉMiTIQlES  GÉNÉRALES. 


Caen. 

EpuEUvE  ÉCRITE.  —   1°  Trouver  une  courbe  plane  C  telle 
que,  si  la  tangente  et  la  normale  en  un  quelconque  M  de 
Ann.  de  Mathémat.,  l\'  série,  t.  IX.  (Avril  1909.)  l3 


(':8) 

ses  points  rencontrent  OX  en  T  et  N,  le  segment  T\  soit 
dirigé  dans  le  sens  de  OX  et  ait  une  longueur  donnée  ia. 
(  On  pourrait  exprimer  l 'ordonnée  y  de  M  en  fonction  de  a 
et  de  l'angle  o  formé  par  la  tangente  en  M  avec  OX,  puis 
en  déduire  x.) 

2"  Trajectoires  orthogonales  des  courbes  C. 

3"  Déterminer  et  construire  celle  des  courbes  C  cjui  passe 
au  point  O  et  qu'on  désignera  par  Co- 

4"  Calculer  l'aire  totale  de  la  surface  engendrée  par 
la  révolution  de  Co  autour  de  OX. 

5"  On  peut  trouver  sur  Co  une  infinité  de  couples  de 
points  .M,  Ml,  tels  que  les  tangentes  en  ces  deux  points 
soient  également  inclinées  sur  la  bissectrice  de  XOY  :  lieu 
du  milieu  du  vecteur  MMi. 

Solution. 
1°        j'  =  asin2'i,         a- =  «(  Log  sin^o -1- co?2  2! -1- /j). 

ï°  MT  est  normale,   MX  tangente  à  la  trajectoire  cherchée. 

j"  /(  =  1  :  re!)rou?sement  pour  '^  =  -  • 

\ 

4°  Û  =  --aH2  V  2  — >)• 

~         /  /r         sin2'i  \ 

5°      o -+-©,=  -,      î  =  a(Log ^-4-i)j      T,  =  a  sin9. 'i. 

'2  \  2  / 

Épreuve  pratique.  —  i"  Calculer,  avec  quatre  décimales, 
la  racine  positive  de  l'équation 

x^^3)X  —  1^0         (0,3-222...). 
2°  Intégrer  l'équation 

d^y        dy 

— -^  ^ — r 6  r  =  x2  -h  cos2.r. 

dx-        dx  "^ 

(Juin  1908.) 

Grenoble. 

Epreuve  écrite.  —  1°  On  a  un  cube  dont  le  côté  a  2"", 
dont  le  centre  est  à  l'origine  des  axes  de  coordonnées,  les 
arêtes  étant  respectivement  parallèles  à  ces  axes. 


(•79) 

En  désignant  par  r  la  distance  d'un  point  M  dont  les 
coordonnées  sont  a,  b,  c  à  un  élément  dv  du  volume  du 
cube,  on  suppose  que  cet  élément  exerce  sur  M  une  attrac- 
tion d'intensité  r  dv  dirigée  suivant  la  droite  qui  va  de  M 
à  l'élément  dv.  Déterminer  la  résultante  de  toutes  ces 
attractions  de  masse  égale  à  i. 

2"  Un  point  i\I  non  pesant  est  soumis  à  une  attraction 
dirigée  suivant  MO  et  d'intensité  égale  à  9,0 M  {l'unité  de 
longueur  étant  le  centimètre).  Le  point  est  abandonné 
sans  vitesse  initiale  dans  la  positive  Mo  dont  les  coordon- 
nées sont  a-o=  10,  ya=  I  5,  -0=  20.  Au  bout  de  combien  de 
temps  le  mobile  viendra-t-il  heurter  le  cube?  Quelles  sont 
les  coordonnées  du  point  où  aura  lieu  le  choc? 

3"  On  suppose  qu'en  heurtant  le  cube,  le  mobile  est  ren- 
voyé conformément  aux  lois  de  la  réflexion  et  sans  perdre 
de  sa  vitesse.  Déterminer  les  projections  de  la  vitesse  du 
mobile  immédiatement  après  le  choc. 

4"  Intégrer  Véquation  différentielle 

dv  6 

(a:^ —  l)  -7-  -4-  xv  =  "i-x'^ —  X  —  1 -• 

^  dx         -^  X- 

Déterminer,  en  particulier,   les  courbes   intégrales   qui 

passent  respectivement  par  les  points  :   i"  x  =  -,  y  =  i; 

1°  X  =  -2,  y  ^^  i . 

Indiquer  la  forme  générale  des  diverses  courbes  inté- 
grales lorsque  la  constante  d'intégration  varie. 

Éprkl've  pratique.  —  1°  On  donne  la  courbe  représentée 
en  coordonnées  polaires  par 

p  =  sinaG. 

Construire  cette  courbe.  Degré  de  cette  courbe.  Aire 
d'une  de  ses  boucles. 

2"  L'axe  polaire  étant  Ox,  calculer  l'intégrale  curvi- 
ligne 

(237  —  y  -hi)  dx  ^  {^y  —  3x  -h  X-)  dy. 


/< 


prise  le  long  de  l'arc  de  la  courbe  précédente  obtenu  en 


faisant  varier  Q  de  o  à  — 

•'  2 
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3°  Discuter  l'équation 

L  cosa^  =  a:  —  3. 

Calculer  la  racine  positive  à  près. 

lOO 

(Juillet  1908.) 
Lille. 

Géométrie  analvtiqce  et  Analyse.  —  I.  Etant  donnée 
une  ellipse  dont  les  axes  ont  pour  longueurs  ia  etib  (n^h), 
trouver  une  courbe  (T)  telle  que  le  milieu  du  segment 
intercepté  sur  une  tangente  quelconque  à  (F )  par  (F)  et 
par  le  petit  axe  de  l'ellipse  décrive  l'ellipse. 

L'une  des  courbes  cherchées  peut  être  représentée  par  les 
équations 

a^  =  2a  sin  cp, 


y  =  b  l  cosç  -I-  sin-'iL  tang  -  i 


où  X  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  courant  et  'i  un 
angle  variable  ;  la  construire. 

II.  Indiquer  la  forme  de  la  courbe  plane  représentée 
dans  un  système  de   coordonnées  polaires  par  l'équation 

p^=  a-  cosio, 

tu  étant  l'angle  polaire  et  p  le  rayon  vecteur  d'un  point 
de  la  courbe,  a  désignant  une  longueur  donnée. 

Calculer  l'aire  de  la  portion  du  plan  limitée  par  cette 
courbe. 

Calculer  le  volume  de  la  portion  de  l'espace  limitée  par 
la  sphère  de  rayon  a  dont  le  centre  est  au  pôle  et  par  un 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe  donnée. 

MÉCANIQUE.  —  I.  Etude  cinématique  du  mouvement  d'un 
solide  autour  d'un  point  fixe. 

II.  Un  point  matériel  M  de  poids  p  est  lancé  avec  une 
vitesse  initiale  Vq  sur  un  plan  horizontal  et  décrit  ainsi 
une  droite  D   de  ce  plan.    On  demande   de  déterminer  le 
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temps  que  ce  point  mettra  à  s'arrêter,  sachant  qu'il  est 
soumis,  à  cause  du  frottement  et  de  la  résistance  de  l'air, 
à  une  force  retardatrice 

(i)  F  =  a  +  6V2. 

Pour  les  calculs  numériques,  on  supposera  que  la  force  F 
est  donnée  en  grammes  par  la  formule  (i),  quand  la  vi- 
tesse V  est  évaluée  en  mètres  par  seconde,  et  l'on  prendra 

\q=  io"'  à  la  seconde, 
^  =  5^,         a=o,i,         6  =  o,oo5. 

(Juillet  1908. j 

Montpellier. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Exposer  la  méthode  qui  permet 
d'intégrer  l'équation  différentielle  linéaire 

=  P{cv)  -+-  Ae^t-r-h  BeP-^-4-. . .-+-  Le'^^, 

où  P(.r)  est  un  polynôme  en  x,  et  les  quantités  a^,  ««-1,  .  • ., 
ai,  A,  B,  . .  . ,  L,  a,  p,  .  .  . ,  X  des  constantes. 

II.  Etudier  le  mouvement  d'un  point  qui  est  assujetti  à 
rester  sur  une  sphère  de  rayon  l  et  n'est  soumis  à  aucune 
force  extérieure.  {On  prendra  le  centre  de  la  sphère 
comme  origine  des  axes  et  l'on  cherchera  à  déterminer  le 
temps  t  en  fonction  de  la  coordonnée  s.) 

III.  Même  problème  que  ci-dessus  dans  l'hypothèse  où  le 
point  mobile  sur  la  sphère  est  un  point  de  masse  i  soumis 
à  l'action  de  la  pesanteur.  Démontrer  cjue  le  temps  t  sera 
alors  donné  en  fonction  de  z  par  l'égalité 


I. 


l  dz 


^{'igZ  +  h){l^-Z^)  —  C-^ 


g   étant   l'accélération   de   la  pesanteur,    h  et   c  des  con- 
stantes. 


(     ^82    ) 
Développer  la  fonction  t  de  z  par  rapport  aux  puissances 
entières  croissantes  de  z. 

Épreuve    I'Katique.  —  Podaire  de  l'hyperbole 
7-2         y  2 

par   rapport  à   son    centre.  Quadrature  de  cette  podaire. 
Cas  de  b  ^^  a. 

(Juillet  1908.) 

Paris. 

Éprelve  théorique.  —  I.  Intégrer  l'équation  différen- 
tielle y  y -^  y'- ^4  —  0,  dans  laquelle  y  désigne  une 
fonction  inconnue  de  la  variable  x,  ayant  pour  dérivée 
première  y'  et  pour  dérivée  seconde  y" .  En  considérant 
X  et  y  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point, 
quelles  sont  les  courbes  représentatives  de  l'intégrale 
générale? 

n.  Intégrer  les  deux  équations  différentielles  simul- 
tanées 

dy  .,  dz 

dx='-^'^-  ^=-'-"^  +  ^'^' 

dans  lesquelles  a  désigne    une   constante,  y  et  z  des  fonc- 
tions inconnues  de  x. 

On  discutera  la  nature  des  intégrales  suivant  les  di- 
verses valeurs  attribuées  à  la  constante  a.  On  examinera 
en  particulier  le  cas  où  a  possède  l'une  des  valeurs 
a  =  —  3,  a  =  ] ,  a  =  1. 

III.  Soient  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  une  demi- 


sphère   S  de  centre   O,    de  rayon   a,  située  au-dessus  du 
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plan  xOy  et  rencontrant   l'axe  Ox  au  point  A.  Dans  le 
plan  xOy  on    considère  la  courbe  ayant  pour  équations 


en  coordonnées  polaires  OM  =  /',  xO  M  =  6,  /•  =  a  /cosaO. 
Tracer  cette  courbe  et  calculer  l'aire  de  la  portion  de 
surface  sphérique  S  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la 
courbe. 

EpiŒivE  PRATIQUE.  —  Calculer  les  intégrales 

r'^      dx  r"     dx 

II.  La  Terre  étant  regardée  comme  une  sphère  homo- 
gène fixe  de  rayon  R,  on  suppose  qu'un  puits  rectiligne 
soit    creusé    depuis    un    point    .\  de    la   surface  jusqu'au 


centre  O.  A  l'instant  t  =  o,  on  lance  du  point  A  vers  le 
point  O  un  point  pesant  de  masse  m  avec  une  vitesse  ini- 
tiale dont  la  valeur  absolue  est  \\.  Etudier  le  mouvement 
du  point,  sachant  cjue  l'attraction  de  la  Terre,  sur  un 
point  M  placé  à  l'intérieur,  est  une  force  F  dirigée  vers  le 
centre  O  et  proportionnelle  à  la  distance  OM  ;  à  la  sur- 
face, en  A,  cette  force  se  réduit  au  poids  mg  {on  néglige 
la  résistance  de  l'air).  Calculer  le  temps  T  que  met  le 
mobile  à  arriver  au  centre  O,  et  la  vitesse  V  avec  laquelle 
il  y  arrive  ;  on  fera  tes  calculs  numériques  dans  les  deux 
hypothèses  suivantes  :  \"  on  supposera  d'abord  Yu  =^  O  ; 
2"  on  suppose/a  ensuite  que  Vo  est  la  vitesse  acquise  au 
point  A  par  le  point  pesant  abandonné  sans  vitesse  au 
point  B,  de  la  verticale  OÂ,  situé  à  une  distance  OB  =  2R 
du  centre;  on  admettra  que  l'attraction  de  la    Terre  sur 


(  '«4  ) 

un  point  extérieur  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  du  point  au  centre  O. 

Nota.  —  On  sait  qu'en  prenant  pour  unité  de  temps  la 
seconde  et  pour  unité  de  longueur  le  mètre,  on  a 

^=rgj8,         2- R  ^  40000000. 

(Juillet  1907.) 

Rennes. 

Epreuve  écrite.  —  On  considère  la  droite  variable  dé- 
finie par  l'équation 

(1)  a?  cosa -i- jK  sina  =  X, 

où  a  désigne  un  paramètre  variable  et  /.  une  fonction  de  a. 
Soient  .M  le  point  oii  elle  touche  son  ern^eloppe,  P  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  0  sur  la  droite. 

1°  Calculer  les  coordonnées  des  points  AI,  P  et  les  expres- 
sions des  distances  OM,  OP,  M  P. 

2"  Montrer  que,  si  la  distance  MP  est  constante,  X  est  une 
fonction  linéaire  de  x, 

A  =  aoL  -~-  c 

(a  et  c  étant  des  constantes ). 

3"  Etudier  l'eni'eloppe  des  droites  satisfaisant  à  cette 
condition.  {Forme  de  la  courbe,  expressions  de  l'élément 
d'arc  et  du  rayon  de  courbure,  coordonnées  du  centre  de 
courbure,  développée.) 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale 
définie 

/        x^  y/'2  ax  —  X  -  dx. 

(Juin  1908.) 

PRE.MIER  EXAMEN 
DU  DIPLO.ME  D'INGÉNIEUR  ÉLECTRICIEN. 

Lille. 
MathÉ-MATIques.  —  I.  Construire  la.  courbe  {C }  qui  a  pour 


(    iBo) 
équation  en  coordonnées  polaires 


/  ^ 

p  =  a  4  /  tang  —  > 


où  a  désigne  une  longueur  donnée  positive. 

Former  l'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  car- 
tésiennes rectangu  laires. 

Exprimer  les  coordonnées  (x,  y)  d'un  point  de  la  courbe 
en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre. 

II.  Soient  OA  l'arc  de  courbe  situé  au-dessus  de  OX  et  à 
droite  de  OY,  T  le  point  de  rencontre  de  OX  avec  la  tan- 
gente en  A.  Calculer  l'aire  de  la  portion  du  plan  limitée 
par  l'arc  OA,  la  tangente  AT  et  l'axe  OX. 

III.  Construire  le  cercle  de  courbure  au  point  A. 

W.  Former  l'équation  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  C,  lorsque  a  varie.  Construire  l'une  de  ces  courbes. 

V.  Calculer  pour  a  =  i  les  coordonnées  x  et  y  du  point 
le  plus  à  droite  sur  la  courbe  G. 

MÉCANIQUE.  —  Même  composition  que  pour  le  Certificat 
de  Mathématiques  générales. 

(Juillet  1908.) 


TROISIÈME  EXAMEN 
DU  DIPLOME  D'INGÉNIEUR  ÉLECTRICIEN. 

Lille. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Théorie  des  caractéristiques  mé- 
caniques. Relations  dynamiques  entre  un  moteur  et  les 
outils  qu'il  actionne. 

II.  Transmissions  par  bielle  et  manivelle. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  un  régulateur  de 
Watt,  avec  suspension  sur  l'axe,  ayant  les  caractéristiques 


(  i8r3  ) 

suivantes  : 

Poids  des  boules P  =  1 5''e 

»       du  manchon Q  =    i'-e 

Longueur  et  poids  des  bias.  .  .      a  =  o"',65,  p=    S**" 

»  »         bielles.     è=o""'.35,  ^=    i''",  5 

Valeurs  limites  de  l'angle  d'inclinaison  a  des  bras  : 
ao  =  21°,  ai  =  33". 

Résistance   opposée    au    manchon   par    les    organes    de 
réglage  :  F  =  3''°. 

Vitesse  de  la  machine  .45  tours  par  minute. 

i"  Construire  le  graphique  qui  figure  la  zone  de  stabi- 
lité du  régulateur. 

2"  Calculer  la  sensibilité  et  le  degré  d'isochronisme. 

(Juillet  1908.) 


SOLITIO.VS  DE  01  ESTIONS  PROPOSÉES. 


2097. 

(1908,  p.  33i. 


Étant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  et  un  point  H, 
on  considère  tous  les  triangles  qui  ont  pour  orthocentre 
le  point  H  et  dont  un  côté  est  un  diamètre  ÎVIM'  du 
cercle  : 

i"  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  P. 

2»  Trouver  l'enveloppe  (E)  des  droites  PM,  PM'.  Les 
points  de  contact  de  ces  droites  avec  l'enveloppe  étant 
N  et  'S',/aire  voir  que  la  droite  NN'  passe  en  H  et  est  pa- 
rallèle à  jM.AI'. 

3°  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  P.MM'  passe  par 
deux  points  fixes  ;  il  en  est  de  même  du  cercle  des  neuf 
points.  Les  pieds  des  hauteurs  du  triangle  PMM'  étant  K 
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sur  MM',  I  sur  P>I,  I'  sur  PiM',   la  droite  II'  passe  par  un 
point  fixe. 

4"  La  conique  de  foyer  H  inscrite  au  triangle  PMM' 
est  tangente  à  deux  droites  fixes  ;  son  petit  axe  a  une 
longueur  constante. 

On  désignera  par  a  le  rayon  du  cercle  donné,  par  c  la 
distance  du  point  H  au  centre  0  du  cercle. 

(G.    FONTENÉ.) 


SOLUTION 
Par  M.  G.  Pélissier. 

1°  Les  points  I  et  I'  sont  sur  le  cercle  O  ;   la  figure  montre 
alors   immédiatement  que  les   points  H   et  P  sont  conjugués 


M 

^-^^^^"""^ 

[ 

p 

/ 

V    N\ 

1       H 

A 

h 

par  rapport  au  cercle  et  que  le  lieu  de  P  est  la  polaiie  de  H, 
par  rapport  au  cercle  O. 

2"  L'enveloppe  des  droites  PM,  PiM'  est  une  conique  ayant 
pour  foyer  H  et  pour  cercle  principal  le  cercle  O.  Soit  H  le 
symétrique  de  H  par  rapport  au  point  O  :  la  parallèle  à  MM 
menée  par  H  rencontre  H'M  et  H'M'  en  des  points  a  et  a'  tels 
que 

il' Al  =  Ma,         H'M'=  M'a'. 
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Les  points  N  et  N'  où  la  droite  ax'  rencontre  respectivement 
PM  el  PM'  sont  donc  les  points  de  contact  de  ces  dioites  avec 
leur  enveloppe  (E). 

3"  L'angle  MH'M'  étant  égal  à  l'angle  MHM',  le  quadrilatère 
H'MPM'  est  inscriptible  et  le  cercle  PMM'  passe  par  le  point 
fixe  H'.  II  passe  aussi  par  le  point  A,  pied  de  la  polaire  de  H, 

puisque  l'angle  P/iH'  est  droit;  on  a 

on.oh  =  a\ 

Le  cercle  des  neuf  points  qui  est  l'homothétique  par  rapport 
à  H  et  dans  le  rapport  du  cercle  Pi\LM'  passe  parle  point  O 
et  le  milieu  w  de  H  /*  :  on  a  d'ailleurs 


Ow 


I   a- 

2 


Soit  i  le  point  de  rencontre  de  II'  et  de  OH  ;  ce  point  a 
même  puissance  par  rapport  au  cercle  0  et  au  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  PMM'  qui  passe  en  I  et  \ .  On  a  donc 


d'où 


0  T—  «2  :==  j  O  .  f  OJ  =  i  O  (  O  w  -+-  i  O  ), 
^  ^  ÔZ  ^  rt2  +  c2  ' 


Le  point  i  est  donc  fixe  ;  c'est  le  pied  de  la  polaire  de  co 
par  rapport  au  cercle  O. 

4°  La  conique  de  foyer  H  inscrite  au  triangle  PMM'  a  pour 
cercle  principal  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  :  elle 
admet  deux  tangentes  fixes  parallèles  qui  sont  les  perpendicu- 
laires en  O  et  w  à  OH  ;  le  carré  du  petit  axe  ^  de  cette  co- 
nique est  égal  au  produit  des  distances  de  H  à  ces  deux  tan- 
gentes, c'est-à-dire 

n^  —  c^ 

OH.Hw= -: 


il  est  donc  constant. 

Autres  solutions  par  MM.   R.  Bouvaist,  C.   Faraggi,   P.    Favre, 
P,  Sondât,  M.  Têtu,  A.  Vacquant, 
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(1908,  p.  4:8.) 

Laquiiitique  gauche  qui  est  l'intersection  partielle  d'une 
quadrique  et  d'une  surface  du  troisième  ordre  et  ayant 
une  droite  commune  dépend  de  20  paramètres.     (G.  F.) 

SOLITION 
Par  iM.  Jan  de  "Mkzéas. 

Soient  C  la  quintique  gauche  considérée,  83  et  S3  les  sur- 
faces, respectivement  du  deuxième  et  du  troisième  ordre,  dont 
elle  est  l'intersection  partielle,  D  la  droite  qui  complète  cette 
intersection.  Désignons  par  X  et  fi  les  paramètres  dont  dépen- 
dent d'une  manière  univoque  les  génératrices  de  S2,  X  étant 
relatif  aux  génératrices  du  même  système  que  D,  \i.  aux  géné- 
ratrices de  l'autre  système.  Cherchons  la  forme  de  la  relation 

f{\  ¥-)  =  o 

qui  relie  les  paramètres  de  deux  génératrices  de  Sj  se  coupant 
en   un  point  de  G. 

Toutes  les  génératrices  du  même  système  que  D  ren- 
contrent S3  en  trois  points  dont  aucun  n'appartient  à  D. 
Ges  trois  points  appartiennent  donc  à  G. 

Toutes  les  génératrices  du  système  opposé  à  D  ren- 
contrent S3  en  trois  points,  dont  l'un  appartient  à  D  et 
les  deux  autres  à  G. 

Il  résulte  de  là  que  la  relation  (  i  )  est  telle  qu'à  une  valeur 
de  X  correspondent  trois  valeurs  de  |jl,  et  à  une  valeur  de  \l, 
deux  valeurs  de  X.  Gette  relation  est  donc  de  la  forme 

AX2+BX  +  G  =  o, 

A,  B,  G  étant  des  polynômes  du  troisième  degré  en  jji.  Gette 
relation  contient  donc  3-4 —  i  =  n  paramètres. 

Pour  définir  la  quintique  G,  il  faut  se  donner  la  quadrique  Sj, 
qui  est  évidemment  unique  pour  une  quintique  donnée,  et  la 
relation  {  i  ),  en  tout  9  -i-  1 1  =  20  paramètres. 


(  iQo  ) 
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(1908,  p.  4-!9.) 

On  considère  un  limaçon  de  Pascal  et  les  cercles  bitan- 
genls  n'ayant  pas  leurs  centres  sur  l'are  de  symétrie  : 

t"  La  corde  de  contact  passe  par  un  point  fixe  P. 

2"  Enveloppe  de  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  un 
cercle  bitangent. 

3°  Lieu  du  pôle  de  la  corde  de  contact  par  rapport  à  un 
cercle  bitangent. 

4°  Lieu  du  milieu  de  cette  corde. 

5°  Lieu  du  conjugué  harmonique  de  V  par  rapport  aux 
points  de  contact  du  cercle  avec  le  limaçon. 

(M.  TÊTU.) 

SOLUTION 
Par  M.  Clapier. 

Soient  0  et  A  les  foyers  d'une  conique  situés  à  la  distance  d\ 
désignons  par  R  le  grand  axe.  Si  nous  faisons  une  inversion 
en  prenant  A  pour  pôle  et  R^ — d-  pour  puissance  d'inversion, 
la  conique  devient  un  limaçon  de  Pascal  ayant  A  pour  point 
double.  Aux  cercles  bitangents  ayant  leur  centre  sur  l'axe 
normal  à  l'axe  de  symétrie  OA,  correspondent  des  cercles  bi- 
tangents au  limaçon  ayant  leurs  centres  sur  la  circonfé- 
rence (Oj  de  centre  0  et  de  rayon  d;  ces  derniers  cercles  seront 
orthogonaux  à  la  circonférence  (P)  inverse  de  l'axe  de  la 
conique,  dont  le  rayon  est  PA  ;  son  centre  P  est  à  la  distance 

R2 
0P:=    ^. 

a 

Inversement,  tout  limaçon  de  Pascal  peut  être  défini  en  coor- 
données polaires  par  l'équation 

p  =  arfcosO  ±  R; 

il  est  l'inverse  d'une   conique  admettant   le    point   double  A 
pour  foyer  et  pour  excentricité  —  •    Il  peut  donc   être  défini 
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comme  enveloppe  de  cercles  bitangents  (K)  dont  le  centre  dé- 
crit une  circonférence  donnée  (O)  et  qui  sont  orthogonaux  à 
une  circonférence  fixe  (P)  tangente  à  la  première  au 
point  A. 

i"  La  corde  des  contacts  INIM'  de  l'un  de  ces  cercles  bitan- 
gents passe  par  le  point  fixe  P,  foyer  simple  du  limaçon. 

4"  I^e  milieu  [jl  de  MM'  appartient  à  la  podaire  du  centre  P 
par  rapport  à  la  circonférence  (C));  il  décrit  donc  un 
limaçon. 

5"  Soit  [i.'  le  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  à  M 
et  M'  ;  nous  avons 

2       _       I  I        _    2  P  [J. 

p]?  "^  PM  ^  PAF  ^  ^^' 

donc  le  lieu  de  ce  point  [jl'  est  l'inverse  du  limaçon  précédent, 
c'est  une  conique  de  foyer  P  tangente  en  A  aux  circonférences 
données. 

1°  La  polaire  au  point  P  par  rapport  au  cercle  bitangent 
n'est  autre  que  l'axe  radical  de  ce  cercle  avec  la  circon- 
férence (P);  elle  passe  par  [j.' et  touche  en  ce  point  laconique 
précédemment  trouvée  ;  celle-ci  est  donc  l'enveloppe  demandée. 

3"  Enfin  le  pôle  I  de  la  corde  des  contacts  est  tel  que  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  IMM'  est  orthogonal  aux  circon- 
férences (0)  et  (P);  le  centre  de  ce  cercle  est  donc  sur  la 
tangente  commune  AA  à  ces  circonférences.  11  en  résulte  que 

l'angle  KAI  est  droit  et  que  le  lieu  du  point  I  est  l'homothétique 
double  par  rapport  au  point  A  d'une  courbe  qui  est  la  podaire  . 
d'une  parabole  de  foyer  O  et  tangente  à  O  ;  c'est  une  cissoïde 
admettant  A  pour  point  de  rebroussement. 

Autres  solutinns  par  MM.  E.-N.  B.musien,  R.  Bouvaist,  G.  Pélis- 

SIER,    V.     ReTALI. 
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OUESTIOXS. 


2126.  Soient  a.  è,  c,  d  les  points  de  Frégier  situés  sur  les 
normales  PA,  PB,  PC,  PD,  menées  du  point  P  à  une  co- 
nique (C). 

L'hyperbole  équilatère  passant  par  a.  b,  c,  d  rencontre  la 
conique  (G)  en  quatre  points  A',  B',  C,  D',  où  les  normales  à 
la  conique  (C)  sont  concourantes  en  un  point  P'.  Les  points 
de  Frégier  a',  b',  c',  d'  situés  sur  les  normales  P' A',  P' B', 
P' C,  P' D'  sont  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  à  P. 

Georges  Guny. 

2127.  D'un  point  P  on  mène  les  quatre  normales  à  une 
conique  :  soient  a,  p,  Yi  ^  '^s  centres  de  courbure  situés  sur  ces 
quatre  normales.  De  chacun  des  points  a,  p,  y,  o  on  peut  mener 
deux  autres  normales  à  la  conique. 

Démontrer  que  ces  huit  droites  sont  tangentes  à  une  même 
conique.  Georges  Ccny. 

2128.  D'un  point  P  on  mène  les  trois  normales  à  une  para- 
bole :  soient  a,  |3,  y  les  centres  de  courbure  situés  sur  ces  trois 
normales.  De  chacun  des  points  a,  p,  y  on  peut  mener  une 
autre  normale  à  la  parabole.  Démontrer  que  ces  trois  droites 
concourent.  Georges  Cunv. 

2129.  Un  point  P  décrit  une  normale  à  une  parabole  :  de 
ce  point  on  peut  mener  deux  autres  normales  à  la  parabole. 
Démontrer  que  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  si- 
tués sur  ces  deux  normales  enveloppe  une  parabole  quand  le 
point  P  décrit  la  normale  donnée.         Georges  Cuny. 
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[Q3a] 

NOTIONS   ELEMENTAIRES 
SIR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  SITUATION  (M; 

Par  m.  HADAMARD. 


1.  Nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre, 
à  considérer  des  surfaces  (ou,  incidemment,  des  lignes). 
Des  considérations  analogues  ,  mais  plus  compliquées, 
peuvent  d'ailleurs  se  développer  pour  des  volumes  ou 
des  figures  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Il  pourra  arriver  que  les  surfaces  ou  lignes  ainsi  en- 
visagées présentent  des  lignes  doubles  en  lesquelles  se 
croisent  plusieurs  nappes,  des  points  doubles  en  les- 
quels se  croisent  plusieurs  branches.  Mais,  lorsqu'il  en 
sera  ainsi,  nous  admettrons  toujours  que  les  parties 
qui  se  croisent  sont  en  réalité  parfaitement  distinctes. 
Si,  par  exemple,  une  ligne  a  la  forme  d'un  8,  tout  se 
passera  dans  nos  raisonnements  comme  si  cette  ligne 
était  en  réalité  une  corde  i^fig-  i)  dont  les  deux  brins 
passent  au-dessus  l'un  de  l'autre  et  non  l'un  à  travers 
l'autre.  Quoique  ne  pouvant  pas  être  figiiiée  de  la  même 
façon,  la  con\cnlion  sera  la  même  pour  deux  nappes 
de  surface  se  traversant  :  il  sera  bien  entendu  qu'un 
point  mobile  sur  la  surface  ne  pourra  pas  passer  d'une 
nappe  à  l'autre  en  un  point  de  la  ligne  de  croisement. 


(  '  )  Les  notions  d'ordre  de  connexion  et  de  L^enre  ont  été 
poj'técs,  celte  année,  au  programme  de  l'Agrégation  des  sciences 
mathématiques.  Il  nous  a  paru  utile  de  présenter  aux  lecteurs  et  en 
particulier  aux  candidats  les  résultats  fondamentaux  de  cette  théo- 
rie. 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  I\.  (Mai  1909.)  I4 


(   T94  ) 
Tout  point  de  celte  dernière  ligne  représente,  en  réa- 
lité, deux  points  différents  de  la  surface. 


2.  La  Géométrie  de  situation  (ou  encore  Analysis 
situs)  est  une  branche  de  la  Géométrie  dans  laquelle 
on  ne  regarde  pas  deux  figures  comme  dififérentes  lors- 
qu'on peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  une  déformation 
continue,  sans  déchirure  ni  soudure. 

Ainsi,  nous  regarderons  comme  entièrement  équiva- 
lentes l'une  à  l'autre,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  l'aire 
d'un  cercle  et  celle  de  n'importe  quelle  autre  portion 
de  plan  limitée  par  une  ligne  fermée  unique  (et  sans 
point  double)  :  par  exemple,  celle  d'un  polygone  con- 
vexe quelconque.  Car  toutes  ces  aires  peuvent  être  ra- 
menées les  unes  aux  autres  par  déformation  continue. 

De  même,  l'aire  d'une  sphère  ne  différera  pas,  à 
notre  point  de  vue,  de  celle  dun  ellipsoïde  ou  de  celle 
d'un  polyèdre  convexe  quelconque. 

Par  contre,  il  n'est  pas  possible  de  passer  continûment 
(sans  déchirure  ou  soudure)  de  l'aire  d'un  cercle  à  l'aire 
d'une  couronne  circulaire  :  ces  deux  figures  sont  diffé- 
rentes au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation. 

De   même,  ou    ne    peut   pas    passer  continûment    de 


(  ï^s  ) 

l'aire  d'une  sphère  à  celle  d'un  tore  :  il  est  clair  qu'une 
déformation  continue  ne  peut  pas  (toujours  à  moins  de 
soudure)  faire  disparaître  le  trou  que  présente  cette 
dernière  surface.  La  sphère  et  le  tore  sont  donc  des 
êtres  différents  pour  la  Géométrie  de  situation. 

Deux  figures  équivalentes  entre  elles  au  sens  qui 
vient  d'être  e:xpliqué  sont  encore  à\le^  homéomorphes. 
On  dit  aussi  qu'elles  ont  la  même  connexion  ('). 

3.  Une  figure  Fêtant  homéomorphe  à  une  autre  F', 
faisons  subir  à  F  une  des  déformations  continues  (-) 
qui  l'amènent  en  F'.  Chaque  point  M  de  F  est  ainsi 
transformé  en  un  point  déterminé  M'  de  F'.  Nous  avons 
dès  lors  réalisé  entre  les  deux  points  M  et  M'  pris  res- 
pectivement dans  les  deux  figures  une  correspondance 
qui  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Elle  est  biunwoqiie,  c'est-à-dire  qu'à  chaque 
position  du  point  M  correspond  une  position  du  point 
M'  et  qu'inversement,  à  chaque  position  du  point  M' 
correspond  une  position,  et  une  seule,  du  point  M; 

2°  Elle  est  continue,  c'est-à-dire  que,  lorsque  le 
point  M  varie  continûment,  il  en  est  de  même  du 
point  M',  et  inversement. 

Cette  dernière  propriété  est  une  conséquence  de  ce 
que  notre  déformation  a  eu  lieu  sans  déchirure  ni  sou- 
dure. 


(')  On  devra  tenir  compte  de  la  convention  faite  plus  haut 
relative  aux  croisements.  Ainsi,  une  courbe  en  8  est  équivalente, 
sous  notre  point  de  vue,  à  une  circonférence  :  car  la  corde  repré- 
sentée figure  I  peut  évidemment  être  ramenée  par  continuité  à  la 
forme  circulaire. 

(')  Il  existe  toujours  une  infinité  de  telles  déformations  du  mo- 
ment qu'il  en  existe  une. 


(  ^<fi  ) 

Réciproquement,  si,  entre  deux  figures  F,  F'  existe 
une  correspondance  point  par  point  possédant  les 
deux  propriétés  précédentes,  ces  deux  figures  sont 
homéomorphes. 

Soient,  en  eflfet,  M,  M'  deux  poinls  correspondants 
Cjuelconques  :  considérons  un  point  mobile  m  qui, 
parti  de  M  à  1  instant  ;=o,  arrive  en  M'  à  l'instant 
t=:i;  et,  à  chaque  couple  de  points  homologues  M,  M' 
faisons  correspondre  un  tel  mouvement.  Nous  pour- 
rons évidemment  choisir  ces  mouvements  de  manière 
qu'à  chaque  instant  déterminé  t  le  point  m  varie  con- 
tinûment avec  M  et  M'.  Il  suffira  de  supposer  que  les 
mouvements  en  question  sont  tous  rectil ignés  et  uni- 
ibrmes  :  le  point  m  sobtiendra  alors  en  joignant  MM'  et 
portant  sur  cette  droite  un  segment  M/;i=  /.MM'. 

Dès  lors,  la  variation  de  la  figure  y,  lieu  du  point  m 
pour  adonné,  constitue  une  déformation  continue  de  F 
en  F',  sans  déchirure  ni  soudure  (avec  ou  sans  les  croi- 
sements dont  il  a  été  question  au  n"  1). 

Donc  l'existence  d'une  correspondance  biunivojue 
et  continue  entre  les  points  des  deux  figures  est  une 
condition  nécessaire  et  suffisante  d' homéomorphie. 

Elle  constitue  une  nouvelle  définition  de  l homéo- 
inorphie,  entièrement  équivalente  à  celle  dont  nous 
sommes  partis. 

\.  Cette  nouvelle  définition  va  nous  pernieltre  de 
donner  à  la  notion  précédente  une  extension  impor- 
tante. 

Considérons  un  être  mathématique  quelconque 
(ligne  droite  ou  courbe,  fonction,  etc.)  susceptible  de 
varier  continûment.  Pour  fixer  les  idées,  nous  allons 
nous  adresser  à  une  droite  mobile  dans  l'espace;  mais 
il  est  bien  entendu  qu<;  tout  ce   que  nous  albtns  dire 
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subsiste,  quelle  que  soit  la  uature  de  l'objet  variable. 

Supposons  qu'une  droite  variable  de  l'espace  or- 
dinaire dépende  (continûment)  de  p  paramètres 
(/?  =  1 ,  1,  3,  4)-  Nous  dirons  qu'elle  décrit  une  va- 
riété à  p  dimensions.  Chaque  position  déterminée  de 
la  droite  sera  dite  un  point  déterminé  de  la  variété  en 
question  (  '). 

Il  est  clair  que,  dans  le  cas  de/>=  2,  par  exemple, 
on  ne  saurait  établir  de  relation  d'homéomorphie  entre 
une  variété  de  l'espèce  précédente  et  une  surface  au 
sens  du  n"  2. 

Mais  une  telle  relation  peut,  au  contraire,  parfaite- 
ment exister  an  sens  du  numéro  précédent. 

S  étant  une  surface  convenablement  choisie,  il 
pourra  fort  bien  arriver  qu'à  chaque  point  de  noire 
variété  —  autrement  dit  à  chacune  des  positions  que 
nous  admettons  pour  notre  droite  variable  —  corres- 
ponde un  point  (au  sens  ordinaire  du  mol)  de  S,  et  que 
cette  correspondance  soit  biunivoque  et  continue. 

S'il  en  est  ainsi,  on  dira  encore  que  notre  variété  et 
la  surface  S  sont  honiéoniorphes. 

5.  Nous  emprunterons  à  M.  Klein  un  exemple  remar- 
quable d'une  telle  relation. 

Considérons  deux  courbes  fermées  C,C',  lesquelles 
seront  soit  gauches,  soit  situées  dans  des  plans  dif- 
férents. Joignons  un  point  quelconque/)  de  C  à  un  point 
quelconque  p'  de  C  par  une  droite  D.  Une  telle  droite 
dépend  évidemment  de  deux  paramètres  :  l'un,  a,  qui 
fixe  la  position  du  point/?  sur  C;   l'autre,  3,  qui  fixe  la 


(')  On  ne  iliiil  éviilcnmii'nt  pas  confondre  le  point  ainsi  dclini 
avec  les  points  ordiiiaiies  de  la  droite,  lesquels  sonl  en  nombre 
infini  pour  une  position  dcterniinéc  de  celle-ci. 
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position  de  /?'  sur  C.  Elle  décrit  donc  une  variété  à 
deux  dimensions. 

Nous  allons  voir  que  cetle  variété  est  honiéomorphe 
à  un  tore. 

Nous  pouvons,  en  efTet,  supposer  que  chacun  des 
paramètres  a  et  ^  varie  de  o  à  it^  lorsque  le  point  cor- 
respondant décrit  entièrement  sa  courbe  fermée  (par 
exemple,  si  C  est  un  cercle,  a  pourra  être  l'angle  du 
rajon  qui  aboutit  en^  avec  un  rayon  fixe). 

Or,  sur  un  tore  donné,  la  position  d'un  point  est  dé- 
terminée par  deux  angles  a,  fj  (l'un  qui  détermine  la 
position  d'un  cercle  méridien,  l'autre  qui  détermine  la 
position  du  point  sur  ce  méridien)  variant  de  o  à  2  t: 
(la  valeur  27:  donnant  d'ailleurs  le  même  résultat  que 
la  valeur  o). 

Dès  lors,  si,  à  chaque  position  de  la  droite  D  précé- 
demment considérée,  nous  faisons  correspondre  le  point 
du  tore  qui  est  défini  par  les  mêmes  valeurs  de  a  et 
de  |i,  il  est  clair  que  cette  correspondance  sera  parfai- 
tement univoque  et  continue.  Il  j  a  donc  homéo- 
morpbie. 

Celte  homéomorphie  peut  d'ailleurs  être  traduite  en 
d'autres  qui  aient  lieu  au  sens  du  n°  2. 

Soit  O  un  point  fixe.  Abaissons  de  ce  point  la  per- 
pendiculaire OH  sur  la  droite  D.  Il  est  évident  que  le 
point  H  varie  continûment  avec  la  position  de  D. 

Donc,  lorsque  celle-ci  décrira  la  variété  précédem- 
ment définie,  le  point  H  décrira  une  surface  S  homéo- 
morphe  au  tore  ('). 


C)  Il  pourra  exister  des  points  H  qui  coriespoudenl  à  deux  posi- 
tions de  la  droite  D  (et  qui  formeront  en  général  des  lignes  doubles 
de  S);  mais,  conformément  à  la  convention  du  n°  1,  un  tel  point 
devra  i';lre  considéié  comme  l'ensemble  de  deux  points  différents 
de  S. 
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La  construction  précédente  peut  d'ailleurs  manifes- 
tement être  variée  d'une  infinité  de  façons  :  on  pourrait 
prendre  pour  H  le  pied  delà  perpendiculaire  commune 
entre  D  et  une  droite  fixe,  ou  le  milieu  de pp' ;  etc. 

6.  Nous  nommerons  élément  de  surface,  ou  élé- 
ment à  deux  dimensions,  l'aire  d'un  cercle  ou  toute 
autre  variété  à  deux  dimensions  homéomorphe  à  celle- 
là  (en  particulier,  comme  nous  l'avons  vu,  toute  porliou 
de  plan  limitée  par  une  coube  fermée  unique  et  sans 
point  double). 

De  même,  nous  appellerons  élément  de  ligne  un 
segment  de  droite  ou  toute  autre  figure  qui  lui  soit 
homéomorphe,  c'est-à-dire  tout  arc  continu,  mais  non 
terme  de  ligne  droite  ou  courbe. 

7.  Convention  fondamentale-  —  Nous  nous  borne- 
rons dans  ce  qui  va  suivre  aux  surfaces  (ou  lignes)  qui 
vérifient  la  condition  suivante  : 

Quel  que  soit  le  point  M  pris  sur  la  figure  considérée, 
la  partie  de  celle-ci  qui  est  située  au  voisinage  de  ce 
point  a  la  forme  d'un  élément. 

M  peut  d'ailleurs  être  à  l'intérieur  de  cet  élément  ou 
(dans  le  cas  d'une  surface)  sur  son  contour.  Ce  second 
cas  se  présente  si  M  fait  partie  du  contour  owbord  ou 
encore  de  la  frontière  (')  de  la  surface  considérée  S 
elle-même. 

De  même,  si  la  figure  considérée  est  une  ligne,  la 
partie  de  celle-ci  qui  avoisine  un  de  ses  points  M  est 
un  élément  de  ligue  comprenant  M  ou  avant  M  comme 


(  '  )  Le  mot  frontière,  synonyme  des  deux  précédents  dans  le  cas 
des  surfaces,  présente  sur  eux  l'avantage  de  pouvoir  s'employer 
quel  que  soit  le  nombre  des  dimensions. 
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extrémité,  auquel  cas  M  est  aussi  une  extrémité  de  la 
ligne  considérée  elle-même. 

Par  exemple,  nous  exclurons  de  nos  considérations 
une    ligne   ayant   la   forme   représentée   figure   2,   car 

Via.  2. 


l'hypothèse  fondameuLale  qui  vient  d'être  faite  ne  serait 
pas  vérifiée  au  point  A  de  cette  figure. 

Pour  la  même  raison,  les  surfaces  que  nous  considé- 
rerons ne  pourront  pas  avoir  la  forme  d'un  cylindre 
ayant  pour  hase  la  ligne  en  question. 

8.  Notre  surface  peut  d'ailleurs  présenler  des  formes 
très  variées  et  des  singularités  relativement  compliquées 
sans  contrevenir  à  la  condition  que  nous  venons  de  lui 
imposer. 

Rien  ne  l'empêche  d'admettre  des  lignes  douhles  (du 
moment  que  la  convention  du  n"  1  est  respectée). 

Elle  peut,  d'autre  part,  présenter  des  points  coniques. 
La  surface  latérale  ou  la  surface  totale  d'un  cône,  la 
surface  totale  ou  partielle  des  polyèdres  usuels  (*),  font 
partie  de  celles  que  nous  pourrons  avoir  à  éiudier. 


(')  Notre  condilion  fondamentale  ne  serait  pas  vérifiée  dans  le 
cas  d'une  pyramide  ayant  pour  base  l'espace  annulaire  compris  entre 
deux  polygones  plans  intéiieurs  l'un  à  l'autre,  puisqu'au  sommets 
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Considérons  encore,  avec  Riemann,  un  point  va- 
riable, que  nous  prendrons  d'abord  sur  le  plan  des  xy, 
et  dont  les  coordonnées  polaires  seront  p,  (o  ;  p  variant 
àe  o  h  V  ^  et  lu  de  o  à  4"^- 

Ce  point  est  intérieur  au  cercle  de  rayon  i  qui  a 
pour  centre  l'origine  et  prend  toutes  les  positions  pos- 
sibles dans  ce  cercle.  Mais,  de  plus,  chacune  de  ces 
positions  (le  centre  excepté)  est  occupée  deux  fois.  A 
tout  point  M  du  cercle  en  question  correspondent  une 
seule  valeur  de  o,  mais  deux  valeurs  de  w,  l'une  com- 
prise entre  o  et  2  ti,  l'antre  entre  2  tt  et  4  ''^• 

Nous  considérerons  ces  deux  systèmes  de  valeurs 
de  p,  oj  comme  définissant,  en  réalité,  deux  points  dis- 
tincts M,,  INL,,  et,  pour  les  distinguer  l'un  de  l'autre, 
nous  placerons  le  premier  M,  (celui  qui  correspond 
à  o  <  w  <<  2  t:)  un  peu  au-dessus  du  plan  des  xy, 
l'autre  Mo  (2  tï  ■<  w  <<  4  ~)  ^m  peu  au-dessous  de  ce 
plan.  Toutefois,  la  dislance  de  ces  points  au  plan 
des  xy  s'annulera  pour  m  :=  2  t:,  de  manière  que  l'un 
d'eux  varie  continûment  (en  passant  du  dessus  au 
dessous  du  plan)  lorsque  co  traverse  cette  valeur  itz.  Il 
en  sera  de  même  pour  o)  =r  o  et  to  =  4"»  ^t,  de  plus, 
le  point  (0,  4''^)  ne  sera  pas  regardé  comme  distinct  du 
point  (p,  o),  de  manière  qu'il  y  aura  aussi  passage  con- 
tinu du  dessous  au  dessus  du  plan  pour  0)=:  j^„|.  Le 
bord  unique  de  l'aire  S,  correspondra  donc  exclusive- 
ment à  0  =  I . 

On  satisfera,  par  exemple,  à  toutes  ces  conditions  eu 
prenant  pour  cote  d'un  point  de  S)  la  quantité  repré- 


de  celle  pyramide  cxislcraienl  deux  angles  polyèdres  dillércnls,  à 
moins  d'opérer  comme  au  n"  1  et  de  considérer  S  comme  représen- 
tant deux  poinls  dislincls,  sommets  respectifs  des  angles  polyèdres 
en  question. 
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sentée  en  grandeur  et  signe  par  l'expression 
(i)  £0  «m  —, 


£  élaiit  une  quanliLé  positive  très  petite,  ou  encore,  ce 
qui  revient  au  même  à  notre  point  de  vue,  par  l'ex- 
pression 

(I   )  E/ssin-, 

dans  laquelle  le  radical  est  pris  positivement. 

On  aura  ainsi  une  nappe  de  surface  conique  dans  le 
cas  de  l'expression  (i),  une  surface  analogue,  mais  à  gé- 
nératrices curvilignes,  dans  le  cas  de  l'expression  (i'), 
ajant  pour  sommet  l'origine  O  et  pour  base  une 
courbe  L  telle  que  celle  qui   est  représentée  figure  3, 

FiK.  3. 


ayant  par  conséquent  pour  ligne  double  le  segment  de 
droite  OA  (dans  lequel  A  a  pour  coordonnées  i ,  o,  o). 
Si  eompliquée  qu'elle  soit  en  apparence,  une  telle 
aire  S,  est  un  élément  de  surface.  Elle  correspond, 
en  effet,  d' une  manière  parfaitement  biunivoqiie  et 
continue  à  celle  cjui  est  décrite  par  le  point  m  de 

coordonnées  polaires  yp,  —  (o  et  (o   variant  d;ins  les 

mêmes  conditions  que  tout  à  l'heure),  laquelle  n  est 
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autre  que  le  cercle  de  rayon  i  dont  nous  sommes 
partis. 

Si  l'on  considère  le  point  M  comme  représeiilant,  à 
la  manière  habituelle,  une  imaginaire  Z  et  le  point  m 
comme  représentant  une  imaginaire  z,  celle-ci  est  liée 
à  la  première  par  la  relation  z  =y/Z. 

L'expression  (i')  représente,  au  facteur  e  près,  le 
coefficient  de  i  dans  la  valeur  de  z. 

9.  Plus  généralement,  supposons  la  variable  imagi- 
naire z  liée  à  la  variable  imaginaire  Z  par  la  relation 


(  -2  )  Z  =  y/  R  (  Z  )  =  /(  Z  —  a  I  )  (  Z  —  «2  ) .  .  .  (  Z  —  o„  ), 

où   a^,  «2,  ...,  a„  sont  des  constantes  distinctes  ('). 

Nous  considérerons  les  valeurs  de  Z  comprises  à  l'in- 
térieur d'un  certain  cercle  C,  lequel  comprendra  tous 
les  points  «,,  .  .  , ,  <7„. 

A  chacune  d'elles  correspondront  deux  valeurs  de  z. 
Cette  dernière  quantité,  lorsque  Z  décrit  un  contour 
fermé,  revient  ou  non,  comme  on  sait,  à  sa  valeur  pri- 
mitive suivant  que  ce  contour  contient  à  son  intérieur 
un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  points  a. 

Si,  en  particulier,  on  décrit  le  cercle  C,  il  y  aura 
permutation  ou  non  suivant  que  n  sera  impair  ou  pair. 

M  étant  le  point  représentatif  de  Z  sur  le  plan  des 
variables  complexes,  portons,  perpendiculairement  à  ce 
plan,  à  partir  de  M,  une  cote  égale  (en  grandeur  et 
signe)  à  zz",  t  étant  encore  une  quantité  positive  très 


(')  Si  «;,  par  exemple,  lIliIl  cj;al  à«,,  on  puiiirail  faire  sortir  du 
radical  le  facteur  Z  —  a^.  Les  propriélés  de  la  surface  déduite  de  la 
relation  (2)  par  les  moyens  indiqués  dans  le  texte  ne  seraient  pas 
distinctes,  à  notre  point  de  vue,  de  celles  auxquelles  on  arriverait 
en  supprimant  le  facteur  en  question  :  il  y  aurait  Uoinéoniorphic 
entre  les  deux  surfaces  obtenues. 
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pelile  et  z"  le  coefficient  de  i  dans  la  valeur 

de  z. 

iNoiis  obtenons  ainsi  une  surface  de  Riemann  (  '  )  S, 
laquelle  a,  comme  on  le  voit,  deux  points  projetés  sui- 
vant un  point  quelconque  M  intérieur  à  C. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'une  telle  surface  vérifie  la  con- 
dition que  nous  avons  posée  au  n"  7. 

Considérons,  en  eflet,  un  petit  cercle  *'  du  plan 
des  Z. 

Si  ce  cercle  V  ne  contient  aucun  des  points-racines  a, 
les  valeurs  de  z  ne  se  permuteront  pas  dans  l'intérieur 
de  y.  Ce  seront,  dans  le  cercle  v,  deux  fonctions  analyti- 
ques, entièrement  distinctes,  de  Z.  Seront  dès  lors  pro- 
jetés suivant  v  deux  éléments  de  surface  faisant  partie 
de  S,  l'un  sur  lequel  la  cote  sera  le  coefficient  de  l 
dans  ^,,  l'autre  (-)  ajant  [)our  cote  le  coefficient  tie  / 
dans  Z2- 

Supposons,  au  contraire,  que^'  contienne  à  son  inté- 
rieur le  point  a, . 

Alors  la  partie  S  de   S,   projetée  suivant  y,  aura  la 


(')  La  définition  usuelle  des  surfaces  de  Riemann,  telle  qu'on 
est  conduit  à  la  donner  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques, 
est  un  peu  dilïérente  de  la  précédente.  Elle  s'en  distingue  {voir 
Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  419)  en  ce  que,  moyennant  une 
transfornialion  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  remplace  le  plan 
par  une  splière  et  la  surface  que  nous  considérons  dans  le  texte  par 
une  surface  fermée. 

La  définition  des  surfaces  de  Riemann  s'étend  d'elle-même  au  cas 
où  z  est  lié  à  Z  par  une  relation  algébrique  quelconque. 

(-)  Il  y  aura  croisement  entre  les  deux  éléments  en  question 
si  Y  renferme  des  points  où  z  est  réel.  On  aura  encore,  dans  ce 
cas,  à  appliquer  la  convention  du  n°  1.  La  surface  renferme  donc 
une  série  de  lignes  le  long  desquelles  les  deux  feuillets  se  croisent. 
Chacune  de  ces  lignes  de  croisement  est,  en  généFal,  issue  d'un  des 
points  a,,  ...,  a„  et  terminée  en  un  autre  de  ces  points. 
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forme  S,  décrite  au  numéro  précédent.  On  peut,  en 
effet,  écrire 

v/RTZ~)  =  v/(Z  —  anR,(Z) 

et  supposer  qu'on  ait  pris  d'une  manière  déterminée  le 
signe  du  second  radical  (lequel  ne  s'annule  pas  pour 
Z  =  a,  ).  Rj  (Z)  est  d'ailleurs  (si  y  est  très  petit)  sensi- 
blement égal  à  une  constante,  et  S,  est  homéomorphe 
à  la  surface  qu'on  obtient  en  remplaçant  Ri(Z)  par 
l'unité,  laquelle  est  visiblement  égale  à  Si. 

10.  Non  seulement  nous  admettons  que  le  voisinage 
d'un  point  quelconque  de  notre  surface  a  la  forme  d'un 
élément;  mais,  d'une  manière  plus  précise,  nous  ad- 
mettrons que  cette  surlace  est  divisible  en  un  nombre 
iini  de  portions  S,,  Sj,  ...,  -f  dont  chacune  a  la  forme 
d'un  élément  ('  ). 

L'une  quelconque  de  ces  portions  ou  faces,  S,  par 
exemple,  sera  bornée,  soit  par  les  portions  voisines, 
soit  par  le  bord  de  la  surface.  Nous  aurons  donc,  dans 
son  contour,  à  distinguer  plusieurs  parties  ou  arêtes,  le 
long  de  chacune  desquelles  (à  moins  qu'il  ne  s'agisse 
d'une  arête  du  bord)  2,  sera  conliguë  à  une  seule  et 
même  face  voisine  (-),  le  nombre  total  des  arêtes  ainsi 
distinguées  étant  fini.  Cela  revient  à  dire  que  notre  sur- 
face pourra  être  considérée  comme  une  surface  polyé- 
drale,  ne  différant  de  la  surface  d'un  polvèdre  ordi- 
naire (ou  d'une  portion  de  cette  surface)  qu'en  ce  que 


(')  Celle  liyp(iliii:se  riV-sl  pas,  au  foiul,  \\\v\-,  io<Uiili\L'  t|tic  la 
piemiére.  Mais  nous  ne  nous  arrclerons  pas  à  démoiilier  qu'il  eu 
est  ainsi. 

(')  Par  contre,  rien  ne  nous  ernpèclieia  de  subli viser  au  besoin 
une  telle  arête,  faisant  partie  du  bord  ou  le  long  de  laquelle  2, 
sera  continue  à  une  et  une  seule  face  voisine,  en  deux  ou  plusieurs 
parties  considérées  comme  autanl  d'ai'èlcs  distinctes. 
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les  faces  el  les  arêles  seront,  en  général,  courbes  ('). 
On  peut  bien  aisément,  par  exemple,  mettre  sons 
forme  d'un  tel  poljèdre  la  surface  de  Riemann  définie 
au  numéro  précédent.  Il  suffira,  en  général,  de  mener 
les  rayons  qui  passent  par  les  points  a^.  On  décompose 
ainsi  (dans  le  plan  des  Z)  C  en  n  secteurs  qui  donnent 
chacun  deux  faces  de  S. 

\\ .  Orientation  d'une  aire. —  Un  plan  a,  dans  l'espace 
ordinaire,  deux  entés  ;  et  il  en  est  de  même,  plus  gé- 
néralement, d'une  petite  portion  de  surface  régulière 
quelconque. 

On  sait  que  la  distinction  entre  ces  deux  côtés  est 
équivalente  à  celle  de  la  droite  et  de  la  gauche  sur  le 
plan  ou  la  surface  en  question.  Soient,  en  un  point  M  de 
cette  dernière,  Mn,  Mn'  deux  petits  segments  de  lignes 
ayant  pour  tangente  (s'ils  sont  courbes)  les  demi- 
droites  Mt,  Ml';  on  pourra  dire  si  la  direction  du  se- 
cond segment  est  à  droite  ou  à  gauche  de  celle  du  pre- 
mier, dès  qu'on  aura  spécifié  le  côté  où  l'observateur 
est  censé  se  placer  pour  les  regarder. 

Soit  un  petit  contour  fermé  (sans  point  double) 
tracé  sur  la  surface  autour  de  INI.  On  peut  encore  rem- 
placer le  choix  d'un  côté  de  la  surface  ou  la  définition 
de  la  droite  et  de  la  gauche  sur  elle  par  l'indication,  sur 
ce  contour,  du  sens  de  parcours  qu'on  considérera 
comme  direct  :  on  sait,  en  effet,  qu'on  appelle  ainsi  le 

(')  Toutefois,  contrairement  à  ce  qui  se  passe  pour  les  polyèdres 
ordinaires  (ou,  du  moins,  pour  les  polyèdres  convexes),  il  pourrait 
arriver  :  i"  qu'une  face  soit  contiguë  à  elle-même,  suivant  une 
arête;  2-'  qu'elle  soit  contiguë  à  une  même  face  voisine  suivant  deux 
arêtes  non  consécutives.  Mais  chacune  de  ces  deux  circonstances 
peut  toujours  être  évitée  en  subdivisant,  s'il  y  a  lieu,  les  faces.  Au 
reste,  ni  l'une  ni  l'autre  ne  compromettent  les  raisonnements  qui 
vont  suivre. 
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sens  dans  lequel  il  faut  décrire  le  contour  pour  avoir 
l'aire  inlf-rieure  à  gauche. 

Si  l'on  a  choisi  un  côté  de  la  surface  ou  défini  la 
droite  et  la  gauche  au  point  M,  ou  indiqué,  autour  de 
ce  point,  un  sens  de  parcours  considéré  eomme  direct, 
on  dira  que  cette  surface  est  orientée  en  M. 

Il  importe  de  remarquer  que,  sous  rune  des  deux 
dernières  formes,  cette  définition  s'étend  aux  variétés 
telles  que  nous  les  avons  envisagées  au  n°  4. 

12.  Svirf aces  (OU  variétés)  bilatères  et  imilatères.  — 
Un  élément  de  notre  surface  étant  orienté  d'une  ma- 
nière arbitraire,  on  peut  convenir  d'orienter  de  même 
un  élément  voisin  :  convention  dont  le  sens  est  clair  si 
les  deux  éléments  sont  suffisamment  rapprochés. 

Ou  encore,  si  l'on  a  orienté  une  face  (n*^  10)  S,  de 
notre  surface,  on  peut  convenir  d'orienter  de  même  une 
face  contigiië  à  la  première  suivant  une  arête  :  cela 
consistera  à  choisir  les  parcours  directs,  sur  les  con- 
tours respectifs  de  ces  deux  faces,  de  manière  que  les 
sens  de  description  de  l'are  te  commune  so\eni  con  traires 
dans  les  deux  cas. 

De  celle-ci,  on  j>eut  de  même  passer  à  une  suivante, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  orienté  toute  la 
surface  ou  toute  la  variété  (l'une  ou  l'autre  étant  sup- 
posée d'un  seul  tenant). 

Seulement,  il  faut  pour  cela  qu'on  ne  rencontre  ja- 
mais de  contradictions  :  autrement  dit,  l'orientation 
obtenue  pour  une  face  déterminée  S;^  devra  être  la 
même  quelle  que  soit  la  série  de  faces  intermédiaires 
contiguës  les  unes  aux  autres,  par  laquelle  cette  face  S^ 
aura  pu  être  atteinte  en  partant  de  la  face  primi- 
tive ï, . 

S'il   en    est   ainsi,    la    surface   ou    la   variété   est   dite 


(  .o8  ) 
hllatère  :  tel  est  évidemnient  le  cas  trune  sphère,  qui  a 
un  côté  interne  et  un  côté  externe. 

Mais  l  hypothèse  contraire  peut  fort  bien  se  présen- 
ter. Un  exemple  classique  en  est  fourni  par  la  bande 
de  papier  de  Mobius  {Jig-  4)*  celle-ci  est  obtenue  en 

Fis.  4- 


parlant  d'un  rectangle  ABCD  et  soiulaiil  1  uu  à  1  autre 
les  côtés  opposés  AB,  CD,  mais  après  une  torsion 
de  i8o°  telle  que  chacun  des  sommets  A,  B  vienne  en 
coïncidence  avec  celui  qui  lui  était  primitivement 
opposé.  Il  est  clair  que,  si  l'on  part  d'un  point  P  de  AB 
en  se  plaçant  d'un  certain  côté  de  la  surface,  on  se 
trouvera  du  côté  opposé  lorsqu'on  reviendra  au  point 
P  en  franchissant  le  côté  CD.  La  surface  est  alors  dite 
unilatère. 

13.  Une  figure  classique  en  Géométrie  élémentaire 
est  une  variété  unilatère.  Nous  voulons  parler  i\\i  plan 
projectif. 

On  sait  qu'en  Géométrie  projective  on  ne  regarde 
pas  comme  essentiellement  différentes  une  figure 
tracée  dans  un  plan  H  et  la  perspective  de  cette  même 
figure  sur  un  autre  plan  FI'  avec  un  point  de  vue  quel- 
conque O. 

Tout  rayon  issu  de  O  est  alors  regardé  comme  cou- 
pant Q  en  un  point  déterminé,  même  s'il  est  parallèle 
à  n.  Le  plan  II  est  donc  une  variété  homéomorphe  à 
celle   qui   est    formée    par    les    différentes    droites   qui 
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passent  pai-  O  (cliacune  d  elles  étant  regardée  comme 
lin  point). 

Si  l'on  avait  afiaire  aux  diverses  demi-droites  issues 
de  O,  on  aurait  une  variété  homéomorphe  à  une 
sphère,  savoir  :  la  sphère  de  rayon  i  qui  a  O  pour 
centre  et  qui  est  coupée  par  chacune  de  ces  demi- 
droites  en  un  point  M  et  en  un  seul. 

Mais,  à  notre  point  de  vue,  au  contraire,  deux 
demi-droites  en  prolongement  l'une  de  l'autre  ne  sont 
pas  regardées  comme  distinctes.  Donc,  le  plan  projec- 
tif  équivaut,  en  Géométrie  de  situation,  à  une  sphère 
dans  laquelle  deux  points  diamétralement  opposés 
M,,  M2  sont  considérés  comme  formant  un  seul  et 
même  point. 

Il  est,  dès  lors,  clair  que  cette  variété  est  unilatère, 
car,  si  le  point  M(  décrit  une  figure  quelconque,  le 
point  Mo  décrit  une  figure  symétrique,  dont  on  sait 
que  l'orientation  est  inverse. 

14.  Malgré  cela,  les  surfaces  unilatères  —  qu'on 
peut,  dans  beaucoup  de  cas,  ramener  aux  surfaces 
bilatères  en  considérant  les  deux  côtés  de  l'une 
d'elles  comme  deux  nappes  distinctes  (')  —  se  pré- 
sentent assez  rarement  dans  les  applications,  jNous 
supposerons  toujours  dans  ce  (jui  va  suivre  qu'il  s'agit 
de  surfaces  ou  variétés  bilatères. 

15.  Classification  des  lignes.  —  11  est  manifeste  que, 
au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation,  les  lignes 
(d'un  seul  tenant  et  satisfaisant  à  l'hypothèse  du  n"  7) 
sont  de  deux  espèces  et  de  deux  seulement  : 

(')  La  splière  esl  déduite  de  la  vanélé  du  11"  1  par  cette  liunsfor- 
niation.  puisque  M,  et  M.  correspondent  à  un  point  unique  de  cette 
variété  avec  les  deux  orientations  possibles  en  ce  point. 
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Ligne  ouverte  AB,  (jui  ii'csl  autre  chose  que  ce  que 
nous  avons  appelé  plus  haut  élément  de  ligne  ; 
Ligne  fermée  (ev  :  circonférence  de  cercle). 

16.  Cas  des  svirfaces.  Sections.  —  Consiclétons 
maintenant  les  surfaces  (ou  les  variétés  à  deux  dimen- 
sions). Nous  supposerons  celles-ci  d'un  seul  tenant. 

Traçons,  sur  une  surface  donnée,  une  ligne  déter- 
minée L.  Nous  pouvons  imaginer  que,  suivaot  cette 
ligne,  on  sectionne  la  surface  avec  des  ciseaux. 

Après  une  telle  section,  la  ligne  L  fait  partie  du 
contour  de  la  surface,  et  cela  à  double  titre,  car  les 
deux  lèvres  de  la  section  doivent  être  maintenant 
considérées  comme  deux  régions  entièrement  séparées. 

Nous  considérerons  surtout  des  sections  transverses, 
c'est-à-dire  des  sections  suivant  des  lignes  L  partant  du 
bord  et  j  aboutissant  :  c'est  à  elles  que  nous  réser- 
verons le  nom  de  sections,  lorsqu'il  n'en  sera  pas 
spécifié  autrement. 

Nous  supposerons  également  que  ces  lignes  L  seront 
sans  points  doublcsel,  provisoirement,  que  leurs  extré- 
mités seront  des  points  distincts  de  la  frontière. 

Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter. 

En  général,  par  une  section  transverse,  la  surface 
sera  morcelée,  c'est-à-dire  que,  supposée  d'un  seul 
tenant  avant  la  section,  elle  cessera  de  l'être  après. 
C'est,  en  particulier,  ce  <|ui  se  produit  nécessairement 
pour  la  surface  d'un  cercle  ou  tout  autre  élément  de 
surface. 

Mais  il  peut  en  être  autrement  pour  d'autres  formes 
de  la  surface  considérée. 

17.  Surfaces  (ou  Nariétés)  simplement  connexes.  — 
Nous  supppsei'Ons  tout  d'abord  que  notre  surface  ait, 
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au  moins,  un  bord.  Dans  le  cas  contraire,  c'est-à-dire 
s'il  s'agissait  d'une  surface  fermée,  nous  en  introdui- 
rions provisoirement  un  en  ponctuant  la  surface, 
c'est-à-dire  en  en  détachant  une  portion  infiniment 
petite  autour  d'un  point.  Il  revient  d'ailleurs  au  même 
d'en  détacher  un  élément  de  surface  quelconque  (le- 
quel peut,  d'une  manière  continue,  se  réduire  à  être 
infiniment  petit)  :  par  exemple,  une  face,  si  la  surface 
est  considérée  comme  poljédrale  à  la  façon  du  n"  10. 

Gela  posé,  une  surface  est  dite  simplement  connexe 
si  l'on  ne  peut  y  pratiquer  une  section  transverse  (sui- 
vant la  définition  précédente)  sans  la  morceler. 

Tout  élément   de  surface  est  simplement  connexe. 

On  démontre  (et  nous  admettrons)  que  la  réciproque 
est  vraie;  et  même  que,  si  une  surface  polyédrale  S  est 
telle  qu'on  ne  puisse  y  pratiquer  une  section  composée 
d'arêtes  de  la  surface  sans  la  morceler,  S  est  un  élé- 
ment de  surface  (  '  ). 

18.  Théorème  d'Euler  pour  les  surfaces  simple- 
ment CONNEXES.  —  Dans  toute  surface  polyédrale 
ouverte  simplement  connexe,  on  a 

(3)  F  +  P  =  A  +  i, 

F,  A,  P  désignant    respectivement   le  nombre  des 
faces,  celui  des  arêtes  et  celui  des  sommets. 

Le  ihéorème  est  évident  pour  F  :=:  i ,  puisqu'on  a 
manifestement  alors  P  =  A. 

Nous    le   supposerons   donc   encore   démon Iré  pour 


(')  Cette  démonstraliun  se  fait  en  supposaiU  la  proposition  dé- 
montrée pour  toutes  les  surfaces  polyédrales  à  moins  de  k  faces  et 
prouvant,  dans  ces  conditions,  qu'elle  est  nécessairement  vraie  pour 
les  surfaces  à  k  faces. 
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F  <<  A"    et   prouverons    dans   ces    conditions   qu'il    est 
encore  nécessairement  vrai  pour  F  =  A". 

A  cet  effet,  nous  sectionnerons  la  surface  par  un 
chemin  L  composé  d'arêtes,  partant  d'un  point  A  du 
bord  et  aboutissant  en  un  autre  point  B  de  ce  bord  (*). 
Nous  la  diviserons  ainsi  en  deux  éléments  S',  S"  com- 
posés chacun  de  moins  de  /r  faces  et  pour  lesquels,  par 
conséquent,  nous  regardons  le  théorème  comme  démon- 
tré. Si  donc  F',  A',  P',  F",  A",  P"  sont  les  nombres  de 
faces  d'arêtes  et  de  sommets  de  S'  et  de  S",  on  aura 

F'-t- P'=  A'-hi,         F"-f- P"=  A"-M. 

Mais  on  a  aussi 

F'-^F"=F. 

D'autre  part,  si  la  section  L  se  compose  de  )>  arêtes, 
elle  a  X  +  1  sommets,  puisqu'elle  est  ouverte.  Comme 
chacune  deces  arêtes  etchacun  de  ces  sommets  comptent 
double  après  la  section,  on  peut  écrire 

A'-+-A"=  A  +  X,        ?'+?"=  P_^X+i, 
Des  égalités  précédentes  on  tire  bien  l'égalité  (3). 

c.  Q.  F.  D. 

19.  Nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'une  surface  fer- 
mée est  dite  de  genre  zéro  si,  une  fois  ponctuée,  elle 
donne  une  surface  ouverte  simplement  connexe. 

Théorème  d'Euler  pour  les    surfaces   fermées    de 

GENRE  zéro. Sur  Une  surface  fermée  de  genre  zéro, 

on  a  (2) 

F-^P  =  A-f-2. 


(')  On  s'assurera  aisément  qu'un  tel  chemin  existe  toujours. 
(')  Cette  formule  se  trouve  déjà  énoncée  dans  Descartes,  d'après 
une  indication  que  je  dois  à  l'obligeance  de  M.  Fontené. 
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Car,  par  définition,  une  surface  fermée  de  genre  zéro 
se  déduit  d'une  surface  ouverte  simplement  connexe 
(F  +  P=:A+i)  par  l'addition  d'une  face  unique, 
laquelle  n'apporte  aucune  arête  ni  aucun  sommet  nou- 
veau. 

La  surface  d'un  polyèdre  convexe  ordinaire  est  une 
surface  fermée  de  genre  zéro  :  si  l'on  en  enlève  une  face, 
la  partie  restante  peut  être  déformée  continûment  de 
manière  à  venir  s'appliquer  sur  la  face  enlevée.  Donc 
le  théorème  d^ Enter,  sous  la  forme  qui  vient  d'être 
donnée,  s'applique  aux  polyèdres  convexes. 

20.  Si  l'on  divise  en  deux,  par  une  section  trans- 
verse r)in,  une  face  S)  d'une  surface  polyédrale  quel- 
conque S,  cette  transformation  ne  change  pas  le 
nombre  F -f- P  —  A  relatif  à  S,  (lequel  doit  rester 
égal  à  I,  d'après  ce  qui  précède). 

Elle  ne  change  donc  évidemment  pas  non  plus  le 
nombre  analogue  relatif  à  la  surface  totale  S, 

21.  Ordre  de  connexion  d'une  surface  (')•  —  Suppo- 
sons maintenant  que  S  ne  soit  pas  simplement  connexe. 
11  existe  dès  lors  une  section  transverse  L(  qui  ne  la 
morcelé  pas. 

Appelons  S<  la  surface  ainsi  sectionnée,  et  qui  est 
encore  d'un  seul  tenant.  Si,  à  son  tour,  S,  n'est  pas 
simplement  connexe,  elle  admettra,  elle  aussi,  une 
section  (2)  non  morcelante  L2  qui  la  transformera  en 
une  surface  So,  et  ainsi  de  suite. 


(')  Rappelons  encore  que  toutes  nos  considérations  s'étendent 
d'elles-mênoes  aux  variétés  à  deux  dimensions. 

(-)  Les  extrémités  de  L,  seront  prises  sur  la  frontière  de  S,, 
c'est-à-dire  soit  sur  la  frontière  de  l'aire  primitive  S,  soit  sur  l'une 
ou  l'autre  des  lèvres  de  la  section  L,. 
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Supposons  que  la  surface  Sj,_<  obtenue  au  bout  de 
N  —  I  sections  successives  soit  encore  d'un  seul  tenant, 
mais  qu'elle  soit  simplement  connexe  (de  sorte  qu'une 
>^Tieme  geclion  transverse  quelconque  produise  nécessai- 
rement le  morcellement). 

On  nomme  ordre  de  connexion  de  la  surface  l'en- 
tier N  ainsi  obtenu  en  ajoutant  une  unité  au  nombre  des 
sections  successives  par  lesquelles  on  arrive  à  la  rendre 
simplement  connexe  sans  la  morceler;  et  l'on  dit  que 
la  surface  est  doublement,  triplement. . .  connexe  si 
son  ordre  de  connexion  est  deux,  trois.  .. 

Il  n'est  pas  évident,  au  premier  abord,  que  cette 
définition  ait  un  sens  précis;  car  il  semble  que  le  nombre 
trouvé  puisse  dépendre  de  la  manière  dont  on  choisit 
les  sections  successives. 

Nous  allons  prouver  qu'il  n'en  est  rien. 

C'est  ce  qui  résulte  du  tliéorème  d'Euler  généra- 
lisé (pour  les  surfaces  ouvertes"). 

Théorîîme.  —  Pour  une  surface polyédrale  ouverte 
dont  l'ordre  de  connexion  est  N,  on  a 

(4;  F^P  — A  =  2  — N. 

Pratiquons,  en  effet,  dans  notre  surface  la  première, 
L,,  des  sections  dont  nous  avons  parlé.  Supposons 
d'abord  que  L,  soit  composé  d'arêtes  de  la  surface,  et 
soit  \  le  nombre  de  ces  arêtes,  de  sorte  que  le  nombre 
des  sommets  situés  sur  L,  est  A  +  i .  Ces  arêtes  et  ces 
sommets  devant,  après  la  section,  compter  chacun  pour 
deux,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  nombie 
F  -H  P  —  A  va  être  augmenté  d'une  unité. 

Mais  on  peut  toujours  admettre  que  L,  est  composé 
d'arêtes  de  la  surface,  en  considérant  comme  autant  de 
nouvelles   arêtes  les   segments   de  L,    situés    dans    les 
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fnces  successives,  opération  qui  ne  change  pas  la  valeur 
de  F  +  P  —  A  (numéro  précédent).  La  conclusion  est 
donc  vraie  en  tout  cas. 

Chacune  des  sections  successives  Lo,  ...  ajoute  de 
même  une  unité  à  la  valeur  de  F  +  P  —  A.  Comme, 
par  hypothèse,  au  bout  de  ^j  —  i  sections,  ce  nombre 
devient  égal  à  i  (en  vertu  du  n°  18),  il  était  primiti- 
vementdea  —  N.  c.  o.  f.  n. 

22.  On  peut  d'ailleurs  démontrer  que.  par  un  système  fini 
de  sections  successives,  on  peut  toujours  amener  une  surface 
polyédrale  à  être  simplement  connexe  sans  la  morceler. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  nous  astreindre  à  composer  les  sec- 
tions successives  avec  des  arêtes  de  S. 

On  ne  peut  alors  certainement  pas  continuer  indéfiniment 
le  sectionnement  sans  morceler,  puisque,  en  sectionnant  sui- 
vant toutes  les  arêtes,  on  isolerait  toutes  les  faces  les  unes 
des  autres. 

Or,  lorsque  I  opération  sera  arrêtée,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
seia  arrivé  à  une  surface  telle  que  toute  section  composée 
d'arêtes  la  morcelé,  nous  avons  dit  (17)  que  cette  surface  sera 
simplement  connexe. 

23.  11  est  donc  complètement  démontré  que  toute 
surface  vérifiant  les  hypothèses  des  n"^  7  et  10  a  un 
ordre  de  connexion  bien  déterminé. 

Cet  ordre  est  donné  soit  par  sa  définition,  soit  par 
la  formule  (4)  fthéorème  d'Euler). 

2i.  Exemple.  —  Soit  la  surface  de  Riemann  S 
considérée  au  n"  9. 

Pratiquons,  dans  cette  surface,  des  sections  proje- 
tées respectivement  suivant  des  lignes  a^  bki  allant  de 
chacun  des  points  a.  l'un  d^ eux  (a,,  par  exemple) 
excepté,  à  la  circonférence  C. 

Les  sections  ainsi   définies   sont   bien   des    sections 


(  '■^''^>  ^ 

iransverses.  Chacune  d'elles  a  pour  extrémités  les 
deux  points  projetés  suivant  un  même  point  bk  du 
cercle  G. 

Ainsi  sectionnée,  la  surlace  S  est  devenue  simple- 
ment connexe.  On  peut,  en  effet,  par  une  déformation 
continue,  réduire  S  à  la  portion  de  S  qui  est  projetée 
suivant  une  circonférence  de  centre  a,.  Or  celle-ci 
est  (8)  un  élément  de  surface. 

D'après  cela,  l'ordre  de  connexion  ?^  clierclié  est 
égal  à  n. 

Le  théorème  d'Euler,  appliqué  à  la  décomposition 
polyédrale  du  n"  10,  donne  aisément  le  même  ré- 
sultat. 

25.  Nous  allons  maintenant  montrer,  du  moins  pour 
les  surfaces  (ou  variétés)  bilatères  ( '),  que  l'ordre  de 
connexion  peut  être  considéré  comme  la  somme  de 
deux  quantités  dont  chacune  séparément  est  invariante 
par  déformation  continue. 

L'une  de  ces  quantités  est  le  nombre  des  contours 
fermés  distincts  dont  se  compose  la  frontière  :  nombre 
qui,  par  exemple,  pour  la  surface  de  Riemann  (n"  9), 
est  égal  à  deux  ou  à  un,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair.  Un  tel  nombre  /•  ne  change  évidemment  pas 
lorsqu'on  déforme  continûment  :  il  est  donc  le  même 
pour  deux  surfaces  homéomorphes. 

Supposons  /•  >  I ,  de  sorte  qu'il  existe  au  moins 
deux  bords  distincts  G,  G»  {fig-  5)-  Si  l'on  fait  une 
section  aa^  allant  d'un  de  ces  bords  à  l'autre,  la  sur- 
face n'est  pas  morcelée  (car,  pour  passer  d'un  coté  à 
l'autre  de  ««),  il  suffit  de  faire  le  tour  de  G  ou  celui 


(')  Ce  qui  pircède  à  partir  du  u°  IG  est  vrai,  que  la  surface  soit 
bilalère  ou  non. 


(  ^-'7  ) 
de  C));  mais  les  deux  bords  précédents  sont  remplacés 
par  un  bord  unique  a«,  6,  a,  «6a  {fig-  5). 


Fig.  5. 

hi 


Nous  tracerons  de  même  une  section  allant  de  C  à 
cliacun  des  autres  contours  Ca,  ...,  G;-_,.  Par  ces  /• — i 
sections,  nous  n'aurons  pas  morcelé  la  surface;  mais 
nous  l'aurons  réduite  à  avoir  sa  frontière  formée  d'un 
seul  contour,  susceptible  d'être  décrit  d'un  trait  con- 
tinu. 


26.  Supposons  donc  maintenant  que  notre  surface  a 
un  seul  bord.  Si  elle  n'est  pas  simplement  connexe, 
on  pourra,  sans  la  morceler,  sectionner  suivant  une  cer- 
taine ligne  L  joignant  entre  eux  deux  points  A,,  B,  du 
bord  en  question.  On  peut  évidemment  faire  glisser 
chacun  d'eux  d'une  manière  arbitraire  sur  ce  bord. 

On  peut  aussi,  d'autre  part,  entailler  la  surface  sui- 
vant une  ligne  allant  d'un  point  a,  du  bord  à  un  point 
P,  pris  dans  l'intérieur  {fig.  6)  ;  il  est  clair  qu'une 
telle  entaille  peut  être  considérée  comme  une  défor- 
mation continue  de  la  frontière  et  de  la  surface  elle- 
même.  Les  deux  lèvres  de  l'entaille  faisant  alors  partie 
du  bord,  plarrns  A,  et  B,  en  face  l'un  de  l'autre, 
respectiveme r/  sur  ces  deux  lèvres  et  dans  le  voisi- 
nage de  ^,. 


(  '^  "^  ) 
Tout  se  passera  alors  comme  si  nous  sectionnions  sui- 
vant un  chemin  (Jig.  6  bis)  composé  de  la  ligne  a,  A, 
et  dune  ligne  fermée  X|   partant  du   point  A,  et  ;y  re- 
venant. 

Im2.   <k 


Une  section  de  cette  espèce  est  dite  une  section  en 
sigma.  On  voit  qu'on  peut  la  ramener  à  une  section 
transverse. 

lis.  (i  his. 


Nous  venons  de  supposer  que  la  section  en  sigma 
ainsi  obtenue  ne  morcelé  pas  la  surface.  Dès  lors,  il  en 
sera  ainsi  a  fortiori  si  l'on  en  supprime  le  trait  a,  A, 
de  manière  à  ne  sectionner  que  suivant  la  ligne  fer- 
mée )m  • 

Ainsi,  si  une  surface  limitée  par  un  contour 
unique  n^  est  pas  simplement  connexe,  il  existe  à  son 
intérieur  au  moins  une  ligne  fermée  suivant  laquelle 
on  peut  la  sectionner  sans  produire  le  morcel- 
lement. 


27,   Rélrosections.  —  Remarquons  maintenant  qu'à 
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une  Ligne  fermée  (sans  point  double)  A),  le  long  de 
laquelle  on  a  pu  sectionner  la  surface  sans  la  mor- 
celer, on  peut  adjoindre  une  seconde  ligne  fer- 
mée \\  jouissant  de  la  même  propriété. 

En  effet,  considérons  deux  points  de  la  surface,  in- 
fînimenl  voisins  d'un  même  point  o,  {fig'  8)  de  ).|  - 
mais  de  part  et  d'autre  de  À, .  Par  hypothèse  (puisque  A, 
ne  morcelé  pas),  ces  deux  points  peuvent  être  joints 
par  un  chemin  //,  sans  point  commun  avec  A). 

Lorsque  ses  deux  extrémités  viendront  se  confondre 
avec  o,,  ce  chemin  deviendra  une  ligne  fermée  A',  ren- 
contrant A,  en  un  seul  point  o, . 

La  relation  ainsi  établie  entre  A,  e\.'k\  est  évidemment 
réciproque.  En  particulier,  a',  est,  comme  )-(,  une  ligne 
suivant  laquelle  la  surface  peut  être  sectionnée  sans 
être  morcelée  :  il  suffit,  pour  passer  d'un  côté  à  l'autre 
de  \\,  de  suivre  le  chemin  A,. 

Mais,  si  la  surface  est  bilatère,  le  morcellement  ne 
se  produit  pas  non  plus  si  l'on  sectionne  à  la  fois  sui- 
vant A,  et  suivant  ).', . 

Numérotons,  en  effet,  de  I  à  I\  ,  de  la  manière  qui  est 
indiquée  sur  la  figure  7,  les  angles  formés  en  o^  par  A, 
et  a',.  Si,  partant  d'un  point  voisin  de  o,  et  situé  dans 
l'angle  I,  on  côtoie  d'un  bout  à  l'autre  \\  sans  le  tra- 
verser, on  reviendra  aux  environs  de  o,  sans  avoir 
changé  de  côté  par  rapport  à  )/, ,  c'est-à-dire  qu'on  se 
trouvera  dans  l'angle  IL  Pour  une  raison  toute  sem- 
blable, on  passera  de  l'angle  II  à  l'angle  lil  en  sui- 
vant).), puis  de  celui-ci  à  IV  en  suivant  a,;  et,  enfin, 
on  pourra  de  là  revenir  à  l'angle  I  en  suivant  Ac 

Les  quatre  angles  I-IV  peuvent  donc  être  mis  en 
communication  les  uns  avec  les  autres,  et,  par  consé- 
quent, avec  un  point  quelconque  de  la  surface  sans 
traversée  de  A,  ni  de)/,. 
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Lors  de  la  section  suivanl  À,,  la  surface  acquiert 
deux  bords  nouveaux  :  les  deux  lèvres  de  la  section. 
La  section  suivant  )/,  a  pour  effet  de  réunir  ces  deux 
bords  entre  eux  et,  par  conséquent  (c/.  n°  25),  de  les 
réduire  à  un  seul. 

Pour  décrire  ce  dernier  d'un  bout  à  l'autre,  on  voit 
qu'il  faut  suivre  le  chemin  par  lequel  nous  avons  ap- 
pris, il  }'  a  un  instant,  à  passer  de  l'angle  I  aux 
angles  IT,  III,  IV  pour  revenir  ensuite  à  l'angle  I.  Cha- 
cune des  lignes  À,,  X'^  est  ainsi  décrite  deux  fois  en 
sens  inverses,  comuie    le  montrent  les   flèches   de   la 

Fig.  7- 


figure  -j.  C'est  ce  qui  a  fait  donner  à  cette  figure  le 
nom  de  rétrosection . 

Enfin,  le  bord  ainsi  déterminé  pourra  (toujours  sans 
morcellement,  en  vertu  du  n°  25)  être  relié  au  bord 
prinnitif  par  une  section  a,  A,. 

L'ensemble  des  sections  a,  A,.  À,,  )/,  représente  deux 
sections  transverses,  savoir  :  une  section  en  sigma 
composée  de  a,  A)  et  de  )>(  ,  et  la  section  'k\  qui  joint 
deux  points  du  double  bord  créé  par  la  précédente. 


28.  Genre.  —  Supposons  qu'après  avoir  sectionné 
à  la  fois  suivant  A,  et  A,,  il  existe  encore  une  ligne 
fermée  Â2  (sans  point  commun   avec  les  premières)  le 
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long  de  laquelle  on  puisse  sectionner  sans  morcelle- 
ment. 

L'existence  de  la  ligne  fermée  A2  entraînera,  d'autre 
part,  celle  d'une  seconde  ligne  À'^  ^^^  coupe  X2  en  un 
point  unique  02  et  forme  avec  elle  une  seconde  rétro- 
section  ;  après  quoi  l'on  pourra  ou  non,  suivant  la 
forme  de  la  surface,  en  trouver  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

Chacune  des  rétrosections  successives  constituera 
un  nouveau  bord.  On  pourra  joindre  chacun  de  ces 
nouveaux  bords  au  bord  primitif  ou  à  un  des  bords 
créés  avant  lui  (c'est-à-dire  à  une  des  rétrosections 
précédentes)  par  des  lignes  a,  A),  a2A2,  agAg,  .... 
En  sectionnant  suivant  ces  lignes,  on  ramènera  le 
bord  à  être  unique  s'il  l'était  primitivement. 

On  appelle  genre  d'une  surface  le  nombre  p  des 
rétrosections  que  l'on  peut  ainsi  opérer,  autrement  dit 
le  nombre  des  couples  de  lignes  fermées  [deux  quel- 
conques de  ces  lignes  ayant  un  point  commun 
unique  si  elles  sont  du  même  couple,  et  n'en  ayant 
aucun  dans  le  cas  contraire)  suivant  lesquelles  on 
peut  sectionner  simultanément  la  surf  ace  en  la  lais- 
sant d'un  seul  tenant. 

i29.  Exemples.  —  Un  plan,  une  sphère  ont  évidem- 
ment pour  genre  zéro. 

Le  type  le  plus  simple  de  surface  à  genre  non  nul 
est  fourni  par  le  tore  {fig-  8)  [p  =.  \).  On  peut  alors 
prendre  pour  ).,  un  méridien  et  pour  )/,  un  parallèle 
{fig.  8).  En  sectionnant  suivant  le  méridien  ).,,  on 
obtient  un  anneau  brisé  qu'on  peut  évidemment  défor- 
mer en  la  surface  latérale  d'un  cylindre,  le  paral- 
lèle )/,  devenant  une  génératrice  de  ce  cylindre. 

En  fendant  suivant  cette  génératrice,  on  transforme 
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la   surface  en  un  reclangle  {fig-  9),  dont  le  contour 
correspond  à  la  rétrosection  ()v|,  Aj). 

Si,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment  (n"  17), 
on  supposait  la  surface  ponctuée,  C  {fig-  8)  étant,  par 

Fia.  8. 


exemple,  le   contour  de  la  petite  portion  enlevée,  on 
devrait  joindre  G  à  la  rétrosection  par  une  ligne  a,  A,. 


C'est  ce  qui  est  supposé  sur  la  figure  9,  où  l'on  a 
admis,  en  outre,  que  le  point  A,  coïncide  avec  0(. 

30.  i-)e  même,  un  type  de  surface  de  genre  p  est 
constitué  par  un  disque  (par  exemple  une  pièce  de 
monnaie)  percé  de/?  trous  {Jlg-  10). 

Un  contour  )v,-  est  alors  celui  qui  part  de  la  tranche 
du  disque  sur  une  face  et  y  revient  par  l'autre  après 
avoir  passé  à  travers  un  trou  \  le  contour  À^-  correspon- 
dant est  celui  qui  (ait 4e  tour  du  même  trou  {fig-   10). 

31.  Nous  avons  vu  que  l'ensemble  de  chaque  rélro- 
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section  et  de  la  section  a^  A,  correspondante  représente 
deux  sections  transverses. 

On  aura  donc,  de  ce  chef,  ip  sections  transverses  à 
opérer  dans  une  surface  de  genre/?. 

Fig.  10. 


Le  nombre  /'  des  bords  (que  l'enscinble  des  opéra- 
lions  précédentes  laisse  inaltéré)  peut,  d'autre  part, 
être  réduit  à  Tunité  par  /•  —  i  sections,  comme  nous 
l'avons  vu. 

Moyennant  les  ip -\- r — i  sections  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  notre  surface  est  (n°  26)  rendue  sim- 
plement connexe,  puisqu'elle  a  un  bord  unique  et 
qu'on  ne  peut  pas  y  tracer  de  section  fermée  non  mor- 
celante. 

Donc  V ordre  de  connexion  N  d'une  surface  bila- 
lère  (satisfaisant  aux  hypothèses  fondamentales)  est 
donné  en  fonction  du  nombre  r  des  bords  distincts 
et  du  genre  p  par  la  formule 


Il  résulte  de  là  que  le  genre  p  ne  dépend  pas  du 
choix  des  îétrosections,  puisque  les  nombres  IN  et  r 
sont  indépendants  de  ce  choix. 

Remarque.   —  En    particulier,   il   est   bien    exact, 


(  ■>M  ) 

comme  nous  l'avions  énoncé  an  n°  19,  que  Loule  sur- 
face fermée  qui,  ponctuée,  donne  une  surface  simple- 
ment connexe,  est  de  genre  zéro,  et  réciproquement. 

32.  Exemple.  —  La   surface  de  Riemann  consi- 

sidérée  au  n"  9  a   pour  ordre  de  connexion  N  ==  n  ; 

comme  elle  a   i  ou  2  bords,  suivant  la  parité  de  /i,  son 

^  n  —  in  —  I 
genre  p  est ou ,  suivant  que  n  est  pair  ou 

impair. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  d'j  Iracer  un  système  de  p  rétro- 
sections,  n  étant  supposé  au  moins  égal  à  3  (sans  quoi 
on  aurait  p  =  o),  un  contour  ).,  sera  celui  qui  est  pro- 
jeté suivant   une  courbe  fermée  (Jîg-  1 1)  (sans  point 


double)  comprenant  à  son  intérieur  les  deux  points 
d'affixes  a,,  ao  [à l'exclusion  de  tout  autre  point-racine 
de  R(Z)].  Gomme,  après  description  d'une  telle  courbe, 
le  radical  y/R(Z)  revient  à  sa  valeur  primitive,  ).(  se 
ferme  non  seulement  en  projection  sur  le  plan  des  Z, 
mais  sur  la  surface  elle-même. 

Quant  à  ).', ,  il  sera  projeté  suivant  une  courbe  fer- 
mée comprenant  «2  et  as.  Une  telle  courbe  a,  avec  A), 
deux  points  communs  0(,  to  (Jig.   ii)  en  projection, 
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mais  un  seul  (')  sui'  la  surface  S.  On  pourra  donc 
appliquer  à  ces  deux  courbes  tout  ce  qui  a  été  dit  au 
n"  27  et  constituer  avec  elles  une  première  rétrosection. 
On  en  aura  une  seconde  s'il  existe  deux  nouveaux 
points-racines  «4,  «g  :  elle  sera  formée  de  deux  lignes 
fermées  dont  l'une,  Aj,  tourne  (en  projection)  autour 
des  points  précédents  et  de  «,,  «/, ,  l'autre  autour  de 

En  continuant  ainsi,  on  formera  des  rétrosections 
dont  le  nombre  est  bien  celui  qui  a  été  indiqué  plus 
haut. 

33.  Les  considérations  qui  précèdent  nous  amènent 
à  la  conclusion  suivante  : 

//  existe  deux  nombres  dont  chacun  a  la  même 
valeur  pour  deux  surfaces  homéomorphes  quel- 
conques (celles-ci  satisfaisant  à  nos  hypothèses  géné- 
rales et  étant  supposées  bilatères). 

Ces  deux  nombres  sont  le  nombre  r  des  bords  dis- 
tincts et  le  genre  p. 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  {ou  variétés  à 
deux  dimensions)  ont  le  même  nombre  de  bords  et 
le  même  genre,  elles  sont  homéomorphes. 

Soient,  par  exemple,  S  et  T  deux  surfaces  de  genre  1 
et  à  un  seul  bord. 

Nous  avons  vu  que  S  pouvait  être  transformée  par 
sectionnement  et  déformation  continue  en  un  rectangle 

(')  En  effet,  dans  le  plan  des  Z,  l'ensemble  des  deux  arcs  wmo,, 
0,/Jto  {fig.  Il),  empruntés  respectivement  à  >>,,  X',,  forme  une  ligne 
fermée  qui  tourne  une  fois  autour  de  a,  et  telle,  par  conséquent, 
que  les  valeurs  initiale  et  finale  de  \  \\  (Z)  soient  différentes,  du 
moins  si  ce  radical  ne  change  pas  de  valeur  en  o,,  lorsqu'on  passe 
d'un  des  arcs  à  l'autre. 
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échancré  tel  que  celui  de  la  figure  9  :  ou  encore  (en 
écartant  les  deux  lèvres  de  la  section  a,  o,  )  en  un  poly- 
gone   0-    à    sept  côtés,    comme  celui    de  la  figure  12. 


Fis.   12. 


Dans  cette  transformation,  X,,  par  exemple,  donne 
deux  côtés  du  polygone,  chaque  point  m  de  À,  donnant 
deux  points  situés  respectivement  sur  ces  deux  côtés. 
Nous  avons  évidemment  le  droit  de  supposer  que  les 
deux  points  qui  se  correspondent  ainsi  divisent  sem- 
blablement  les  côtés  qu'ils  décrivent.  Nous  ferons  éga- 
lement la  même  supposition  sur  A^  et  sur  a^o^ . 

Nous  opérerons  de  même  sur  T,  qui  sera  transformé 
en  un  heptagone  analogue  t. 

Il  est  évident  qu'on  peut  établir  entre  les  polygones 
3-  etT  une  correspondance  biunivoque  et  continue  dans 
laquelle  les  côtés  qui  se  correspondent  soient  ceux  qui 
jouent  un  rôle  analogue,  les  points  correspondants  sur 
ces  côtés  étant  ceux  qui  les  divisent   semblablement. 

Or,  en  définissant  une  telle  correspondance,  on  éta- 
blit par  là  même,  entre  les  surfaces  primitives  S  et  T, 
une  correspondance  qui  est,  elle  aussi,  parfaitement 
biunivoque  et  continue  (grâce  au  fait  que  deux  points 
du  contour  de  5-  dérivés  d'un  même  point  de  S  corres- 
pondent à  deux  points  du  contour  de  t  dérivés*  d'un 
même  point  de  ï).  c.  q.  f.  d. 

Nous  nous    sommes   placés   dans    le    cas    simple    de 
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p  ^  r  zi=  I.  Mais  il  suffit,  pour  refaire  celte  démons- 
tration dans  le  cas  général,  que,  sur  S  et  T,  les  cou- 
pures analogues  soient  elles-mêmes  disposées  dans  le 
même  ordre  (')  ;  et  l'on  peut  toujours  faire  qu'il  en 
soit  ainsi. 

La  correspondance  entre  S  et  T  peut  même,  en  gé- 
néral, être  établie  de  plusieurs  manières  distinctes  ; 
car  on  peut,  sur  l'une  des  surfaces,  intervertir  les  rôles 
de  deux  bords,  ou  de  deux  rétrosections,  ou  ceux  des 
deux  lignes  X/,  V^  qui  composent  une  même  rétrosec- 
tion  (2)  (sans  parler  de  l'arbitraire  que  comporte, 
comme  on  s'en  assure  aisément,  le  choix  des  rétrosec- 
tions, dès  que/?  dépasse  l'unité). 

34.  On  voit,  par  exemple,  que  la  surface  de  Kie- 
raann  précédemment  considérée  est  homéomorphe  à  la 
surface  du  disque  à  p  trous  (n"  30),  p  étant  calculé 
comme  il  est  dit  au  n"  32  (')  et  le  disque  étant  ponc- 
tué en  un  ou  deux  endroits,  suivant  la  parité  de  n. 


(')  On  s'arrangera,  par  exemple,  pour  qu'en  suivant,  dans  le  sens 
direct  le  bord  C  de  S  dont  il  a  été  question  au  n°  25,  on  rencontre 
successivement  toutes  les  sections  transverses  qui  vont  aux  autres 
bords,  puis  toutes  celles  qui  vont  aux  rétrosections,  la  même  chose 
ayant  lieu  sur  T. 

(-)  Pour  citer  un  exemple,  deux  tores  sont  lioméomorphes  l'un  à 
l'autre,  soit  en  considérant  les  pai'allèles  de  l'un  comme  corres- 
pondant aux  parallèles  de  l'autre  et  les  méridiens  aux  méridiens, 
soit  en  considérant  les  méridiens  de  l'un  comme  correspondant  aux 
parallèles  de  l'autre,  et  vice  versa. 

On  obtient  une  correspondance  de  ce  second  type  en  prenant 
l'inverse  du  tore  par  rapport  à  un  point  quelconque  d'un  cercle 
convenablement  choisi  (celui  qui  coupe  à  angle  droit  toutes  les 
sphères  qui  ont  les  circonférences  méridiennes  comme  grands 
cercles). 

(^)  On  trouvera  dans  les  Traités  d'Analyse  (voir,  par  exemple. 
Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  p.  419)  le  détail  d'une  déformation 
continue  permettant  de  passer  de  l'une  de  ces  surfaces  à  l'aulre. 
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35.    Cette  même  surface  nous  fournit   un    exemple 
simple  de  l'utilité  des  méthodes  précédentes. 
^  et  Z  étant  liés  par  la  relation 


on  est  conduit,  en  Géométrie  analytique,  à  rechercher 
s'il  peut  exister  une  variable  t  en  fonction  de  laquelle 
5  et  Z  puissent  s'exprimer  rationnellement,  avec  cette 
condition  qu'à  une  valeur  donnée  de  Z  et  à  une  valeur 
donnée  de  z  [satisfaisant  à  l'équation  (2)]  corresponde 
en  général  une  valeur  de  t  et  une  seule. 

C'est  ce  qui  a  lieu  si  RfZ)  est  du  premier  ou  du 
second  degré,  l'équation  (2)  représentant  alors  une 
conique. 

Mais  il  est  évident  maintenant  que  la  variable  /  ne 
j)eut  plus  exister  si  /?  >  o,  c'est-à-dire  si  «^3.  En 
effet,  si  elle  existait,  la  surface  de  Riemann  S  corres- 
pondant à  l'équation  (2)  devrait  être  représentée  sur 
le  plan  des  t  par  une  certaine  portion  de  ce  plan  ('). 
Or  c'est  ce  qui  est  visiblement  impossible,  puisque 
toute  portion  de  plan  a  pour  genre  zéro,  au  lieu  que  le 
genre  de  S  est  différent  de  zéro. 

Cette  question  se  trouve,  comme  on  sait,  résolue, 
quoique  par  des  considérations  notablement  plus  com- 
pliquées, dans  les  cours  de  Géométrie  analytique.  Mais 
il  n'en  est  pas  de  même  pour  celle  de  savoir  si  entre 

(')  Cette  portion  de  plan  pourrait,  il  est  vrai,  s'étendre  à  Tintini 
si  la  valeur  i  =  x  correspondait  à  une  valeur  finie  Z  =  a  de  Z. 
Mais  (outre  qu'on  peut  ici  éditer  qu'il  en  soit  ainsi  par  une  trans- 
formation homographique  effectuée  sort)  on  ramènera  le  domaine 
de  variation  de  i  à  être  situé  à  distance  finie,  en  retranchant  de 
la  surface  S  la  partie  qui  est  projetée  suivant  un  petit  cercle  de 
centre  a  :  cette  opération  ne  change  pas  le  genre  de  S. 

L'objection  précédente  ne  se  présente  pas  lorsqu'on  considère  des 
surfaces  de  Riemann /erme'es  [voir  p.  204,  note  (')]. 
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l'équation  (2)  et  une  équation  analogue 

(•2')  z,=  s/Kâï7) 

peut  exister  une  correspondance  birationnelle,  c'est- 
à-dire  si  à  chaque  système  de  valeurs  de  s,  Z  vérifiant  la 
relation  (2)  on  peut  ("aire  correspondre  un  système  de 
valeurs  de  5,,  Z,  vérifiant  (2'),  de  manière  que  z^,  Z, 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  ^,  Z,  et  z,  Z  des 
fonctions  rationnelles  de  5,,  Z, . 

Or,  dans  cette  question  comme  dans  la  précédente, 
nous  aurons  aisément  une  condition  nécessaire  pour 
l'existence  de  la  correspondance  cherchée,  celle  que 
les  surfaces  de  Riemann  définies  par  les  deux  équa- 
tions données  aient  même  genre  ('  ). 

Elle  entraîne  celle  que  les  degrés  des  polynômes  R 
etR,,  s'ils  ne  sont  pas  égaux,  diffèrent  au  plus  d'une 
unité,  le  plus  grand  étant  alors  pair. 

36.  Que  devient  enfin  le  théorème  d'Euler  pour  les 
surfaces  fermées  de  genre  quelconque  /?? 

Ponctuons  une  telle  surface  en  lui  enlevant  une  de 
ses  faces.  Etant  alors  munie  d'un  bord  unique,  elle  aura 
l'ordredeconnexion  2/>  -t-  i ,  d'oùF  -+-  P  —  A  =  1  —  ip. 
En  rétablissant  la  face  enlevée  tout  d'abord,  on  a 

K  -i-  P  —  A  =  2  —  ip. 

37.  Classification  des  lignes  tracées  sur  une  surface. 
—   Si,   sur   un    élément  de  surface,    on    donne   deux 


('  )  Il  faudrait,  sous  la  forme  que  nous  avons  donnée  à  la  délini- 
lion  de  ces  surfaces,  les  limiter  (pour  les  rendre  homéomorphes)  de 
telle  manière  que  les  contours  limites  se  correspondent.  Nous 
n'insisterons  pas  sur  la  réalisation  de  cette  rondilion,  qui  s'étudiera 
comme  dans  le  cas  précédent  et  qui  ne  se  pose  pas  quand  on  consi- 
dère les  surfaces  comme  fermées. 
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poinis  A,  B,  et  qu'on  joigne  ces  deux  points  par  une 
ligne  déterminée,  toute  autre  ligne  joignant  les  mêmes 
points  et  intérieure  à  l'élément  pourra  se  ramener  à  la 
première  par  une  déformation  continue  dans  laquelle 
les  poinis  A,  B  resteront  fixes. 

Il  n'en  est  évidemment  pas  de  même  sur  un  tore  ou 
sur  une  couronne  circulaire. 

Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  manières  dis- 
tinctes dont  on  peut  joindre  deux  points  donnés  A,  B 
sur  une  surface  donnée  S. 

A  cet  efifet,  commençons  par  imaginer  qu'on  rende 
celle-ci  simplement  connexe,  et  cela  en  employant  la 
jnéthode  même  que  nous  avons  décrite  aux  n°*  2o-28  et 
en  supposant  que  toutes  les  lignes  de  jonction  telles 
que  aui  ou  a/ A/  pailenl  du  même  bord  (3.  Soit  S'  la 
surface  ainsi  sectionnée. 

S'  étant  d'un  seul  tenant,  on  peut  joindre  A  à  B, 
d'une  infinité  de  manières,  par  un  chemin  intérieur  à  S', 
c'est-à-dire  par  un  chemin  intérieur  à  S  et  ne  tra- 
versant pas  nos  coupures.  Tous  les  chemins  qu'on  peut 
tracerdans  ces  conditions  sont  réductibles  l'un  à  l'autre, 
puisque  S'  est  simplement  connexe  :  ils  forment,  à 
notre  point  de  vue,  un  seul  et  même  tjpe,  que  nous 
appellerons  le  tjpe  canonique. 

Un  chemin  qui  longe  d'un  bout  à  l'autre  le  bord  C), 
par  exemple,  coupera  nécessairement,  au  contraire, 
une  de  nos  lignes  de  section  (la  ligne  aa,  par  laquelle 
nous  avons  joint  C,  à  C).  Nous  désignerons  par  le 
symbole  JC,  ou  C7'  (suivant  le  sens  du  parcours)  un 
tel  chemin  ou,  plus  généralement,  celui  qu'on  obtient 
en  allant  d'un  point  donné  quelconque  A  (sans  tra- 
verser les  coupures)  à  un  point  a  de  C),  décrivant  C, 
de  manière  à  revenir  en  u  puis  allant  de  là  en  un 
point    donné   B   (ce    dernier    parcours    étant    encore 
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effectué  de  manière  canonique,  c'est-à-dire  à  l'intérieur 
de  S'). 

Mais,  après  avoir  décrit  C,  par  exemple,  on  peut, 
au  lieu  d'aller  en  B  par  voie  canonique,  commencer  par 
aller  décrire  un  autre  des  contours  fermés  précédem- 
ment énumérés  (M,  À,  par  exemple,  pour  n'aboutir  en  B 
qu'ensuite.  Le  chemin  total  ainsi  obtenu  sera  désigné 
par  C,).,  (ou  C,  A,~',  suivant  le  sens  dans  lequel  ).,  sera 
parcouru);  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'inversement  tout  chemin  tracé 
sur  S  pourra  être  ramené  à  une  combinaison  des  con- 
tours yb/iûfamen/aw:c 

Ci     (t  =  I.  ■-'.,..., /•  —  !),         Xy,  >v     (/=  t,2,  ...,/j), 

reliés  entre  eux  par  des  chemins  tracés  dans  S'. 

En  effet,  on  pourra,  toutes  les  fois  que  le  chemin  en 
question  traversera  une  de  nos  sections,  le  déformer  de 
manière  que  cette  traversée  ail  lieu  suivant  un  arc  ixa' 
d'un  des  contours  fondamentaux,  — Gj  par  exemple, 
si  la  section  traversée  est  aa,  (^).  Puis  on  pourra  (tou- 
jours par  continuité)  agrandir  cet  arc  de  manière  à  lui 
faire  comprendre  C4  tout  entier,  le  point  \x'  coïncidant 
avec  [JL. 

En  opérant  ainsi  toutes  les  fois  qu'on  traversera  une 
coupure,   on   ramènera  bien   notre  chemin,  quel  qu'il 


(')  Ce  second  contour  pourra  être  C,  lui-même,  auquel  cas  le 
symbole  représentatif  sera  C;,  à  moins  que  ces  deux  descriptions 
consécutives  de  C,  n'aient  lieu  en  sens  contraire,  auquel  cas  elles  se 
détruiraient,  cette  partie  du  chemin  pouvant  être  rendue  canoniciue 
par  déformation  continue. 

(-)  Si  la  section  traversée  est  )>,,  le  contour  correspondaut  est  À,  et 
inversement,  (^uant  à  une  ligne  telle  que  a, A,,  le  contour  corres- 
pondant est  la  rétrosection  complète  (  représentable  évidemment 
par  un  symbole  tel  que  \^\'i\J^  î^<~*).  puisque  celle-ci  peut  être 
considérée  comme  un  bord  de  S',  joint  à  C  par  la  ligne  a,A,. 
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soit,  à  ime  série  de  descriptions  des  contours  fonda- 
mentaux, et  l'on  pourra  le  représenter  par  un  symbole 
composé  des  lettres  C/,  Xy,  â'  pouvant  figurer  chacune 
plusieurs  fois  et  affectées  ou  non  d'exposants. 

C'est  ce  que  le  lecteur  vérifiera  sans  difficulté  sur 
quelques  aires  simples.  Sur  la  surface  latérale  d'un 
cylindre,  par  exemple,  toute  ligne  fermée  (')  sera 
caractérisée  par  le  nombre  de  tours  qu'elle  effectuera 
autour  de  la  surface,  et  qu'on  pourra  toujours  supposer 
décrits  le  long  d'un  parallèle.  Par  conséquent,  un  fil 
étant  enroulé  d'une  manière  quelconque  sur  un  anneau 
brisé,  c'est-à-dire  {voir  n"  29)  sur  un  tore  fendu  sui- 
vant un  méridien  À,  {fig.  8),  on  pourra  faire  glisser 
les  spires  qu'il  décrira  de  manière  à  les  appliquer  toutes 
sur  )>,.  Sur  un  tore  complet,  la  même  opération   sera  ■ 

encore  possible,  à  cette  réserve  qu'elle  pourra  évidem- 
ment occasionner,  entre  deux  spires  consécutives,  la 
présence  de  portions  faisant  une  ou  plusieurs  fois  le 
tour  de  la  surface  suivant  un  parallèle  (contour  )/,  ).  Si 
le  tore  est  ponctué  suivant  C  { fîg.  8),  la  déformation 
du  fil  pourra  être  arrêtée  par  la  présence  de  G;  mais 
cela  reviendra  à  dire  qu'il  s'enroulera  une  ou  plusieurs 
fois  autour  de  C;  etc. 

Si  l'on  écrit  une  telle  liste  de  symboles  de  cette 
espèce  choisis  et  rangés  d'une  manière  déterminée,  on 
aura,  par  là  même,  défini  un  type  bien  déterminé  de 
chemins  :  tous  les  chemins  correspondant  à  la  même 
liste  de  symboles  sont  équivalents  entre  eux  au  point 
de  vue  qui  nous  occupe.  Ils  sont  réductibles  à  la  série 
des  contours  que  ces  symboles  représentent,  reliés  entre 


(')  On  ne  diminue  pas  la  généralité  en  se  bornant  aux  lignes 
fermées,  puisqu'on  peut  transformer  tout  chemin  allant  de  A  à  B  en 
un  chemin  canonique,  suivi  d'un  chemin  fermé  allant  de  B  à  B. 
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eux  (et  aux  points  A  et  B)  par  des  chemins  ne  rencon- 
trant pas  nos  lignes  de  section  ('  ). 

38.  Application  aux  intégrales  définies.  —  Considé- 
rons, sur  la  surface  S,  une  intégrale  curviligne  {^). 

Cette  intégrale,  qui  est  relative  à  un  arc  de  ligne 
tracé  entre  deux  points  A,  B,  peut,  comme  on  sait,  être 
de  forme  telle  qu'elle  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on 
déforme  d'une  manière  continue  la  ligne  d'intégration 
en  en  laissant  les  extrémités  fixes.  C'est  ce  qui  a  lieu 
si,  la  position  d'un  point  sur  la  surface  (ou  du  moins 
sur  une  portion  suffisamment  petite  quelconque  de 
cette  surface)  étant  définie  par  deux  quantités  x,  y, 
l'intégrale  en  question  est  de  la  forme  Pdx  -f-  Q^dy,  où 
P  et  Q  sont  deux  fonctions  de  x,  y  vérifiant  la  rela- 
tion 

^  _  dQ  _ 
dy        dx 

Sur  une  surface  simplement  connexe,  une  telle  rela- 
tion entraîne  nécessairement  (lorsqu'on  suppose  P,  Q 
finis  et  continus)  que  l'intégrale  a  la  même  valeur  pour 
tous  les  chemins  joignant  entre  deux  points  donnés. 

Mais  elle  n'est  plus  suffisante  pour  deux  chemins 
qu'on  ne  peut  pas  réduire  l'un  à  l'autre  par  déforina- 
tion  continue;  or  il  existe  de  tels  chemins  dès  que  la 
surface  est  à  connexion  multiple. 

Par  contre,  la  conclusion  reste  valable  pour  les  che- 
mins que  nous  avons  appelés  canoniques,  puisque 
tous  ces  chemins  sont  réductibles  les  uns  aux  autres. 

(')  Nous  u'éludions  pas  la  question  de  savoir  si  deux  symboles 
différents  peuvent  représenter  le  même  type  de  chemins.  Les  simpli- 
fications possibles  d'un  symbole  se  réduisent  d'ailleurs,  en  général, 
à  celle  qui  a  été  notée  page  23i,  note  ('). 

(-)   Voir,  par  exemple,  Gouhsat,  Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  357. 
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Mais,  d'autre  part,  nous  venons  de  voir  que  tous  les 
autres  chemins  pouvaient  se  déduire  des  chemins  cano- 
niques  par  l'addition  de  parcours  C,-,  C7',  •  •  • . 

Soient  alors  I^.,  I>,.,  I),,.  les  valeurs  que  prend  l'inté- 
grale donnée  lorsqu'on  décrit  respectivement  les  con- 
tours fermés  C/,  ).,,  A^-  (l'intégrale  suivant  C^'  étant 
évidemment  égale  à  — le.). 

On  devra  ajouter  ou  retrancher,  à  l'intégrale,  l'une 
de  ces  quantités  le,  ...  chaque  fois  que  sera  décrit, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  le  contour  correspondant. 

L'intégrale  prise  le  long  de  AB  sera  donc  égale  à 
l'intégrale  prise  le  long  d'un  chemin  canonique,  aug- 
mentée d'une  combinaison  linéaire,  à  coefficients  en- 
tiers positifs  ou  négatifs  (  '  ),  des  ip  -{-  i'  —  i=:N  —  i 
quantités  I^^,  I>.,,  Ix^. 

C'est,  en  particulier,  cette  évaluation  qui  s'applique 
aux  intégrales  elliptiques  et  hyperelliptiques,  c'est- 
à-dire  aux  intégrales  de  la  forme 


/ 


„        dZ 


v/H(Z) 


où  o(Z)  est  une  fraction  rationnelle. 

De  telles  intégrales  peuvent  être  considérées  comme 
prises  sur  une  surface  de  Riemann,  celle  qui  est  définie 
par  l'équation  (2)  :  c'est  seulement  sur  une  telle  sur- 
face que  le  radical  y/R(Z j  et,  par  suite,  la  quantité 
sous  le  signe   /  sont  bien  déterminés. 

Par  suite,  l'intégrale    peut  admettre  (et  admet,  en 


(')  Ces  coefficicnls  ne  dépendent  que  du  nombre  total  des  fois  où 
chaque  contour  est  décrit  (les  descriptions  dans  un  sens  étant 
défalquées  des  descriptions  en  sens  contraire).  Ici,  par  conséquent, 
l'ordre  des  lettres  du  symbole  représentatif  est  indifférent.  Il  peut 
n'en  pas  être  de  même  dans  d'autres  applications  de  la  théorie. 
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général)  i p  périodes  conespoiidant  aux  lignes  À,-,  X^- 
de  la  surface  de  Riemann.   C'est  ce  qui  se   vérifie  en 
effet.   Par  exemple,   les  périodes  de  l'intégrale  ellip- 
tique, qui  correspond  à 

R(Z)  =.  (Z  — a,  )(Z  — rt2)CZ  —  a3)(Z  — rti), 

d'où  p  ==  i^  sont  bien,  conformément  à  ce  qui  précède, 
les  intégrales  prises  suivant  des  contours  enveloppant, 
l'un  les  points  «r/,,  «2?  l'autre  les  points  a.2,  «3. 

De  plus,  la  quantité  '-^(Z)  devient,  en  général ,  infinie 
en  certains  points;  et  l'on  doit  considérer  la  surface 
comme  ponctuée  en  ces  points,  puisqu'en  leur  voisi- 
nage le  théorème  de  Cauchy  n'est  plus  applicable. 

Ces  ponctuations  donneront  autant  de  contours  C/ 
qui  fourniront  autant  de  nouvelles  périodes  (périodes 
polaires)  de  l'intégrale. 


[A3d] 

DE  L'USAGE  PR4 TIQIE  DU  THÉORÈME  DE  STURN  ; 

Par  m.  h.   de  MONTESSUS. 


On  dit  fréquemment  que  le  théorème  de  Sturm  est,  en 
lui-même,  fort  beau,  mais  qu'on  ne  peut  l'utiliser  pour 
les  équations  de  degré  supérieur  au  quatrième.  Encore 
ne  s'appliquerait-il  à  celles-ci  que  dans  le  cas  où  leurs 
coefficients  sont  particulièrement  simples. 

Cela  est  vrai  si  l'on  adopte  le  mode  de  formation  usuel 
des  suites  de  Sturm.  Certaines  suites,  convenablement 
choisies,  permettent  cependant  d'étendre  considéra- 
blement, et  de  façon  très  élémentaire,  la  portée  pratique 
du  théorème.  On  le  verra  par  ce  qui  suit. 
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Rappelons  l'énoncé  du  théorème  de  Sturm. 
Si,  par  un  procédé  quelconque^  on  a  formé   une 
suite  de  ni  -\-  \  fonctions  continues 

(Sj  f(X),      fiix),      fî(x),        ...,      fm<X) 

possédant  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Deux  fonctions  consécutives  ne  sannulent  pas 
pour  une  même  valeur  de  l'intervalle  A,  défini  par  deux 
nombres  réels  a,  ,3  (a<<,3j. 

II.  La  fonction  fm{x)  ne  s'annule  pour  aucune 
valeur  de  l'intervalle  A,  et  conserve  par  suite  un  signe 
constant  dans  cei  intervalle. 

III.  Lorsqu'une  fonction  intermédiaire /"y (a;)  s'an- 
nule pour  une  valeur  de  l'intervalle,  les  fonctions 
voisines  fj-ii^^'), /j+i{^)  acquièrent  pour  cette  même 
valeur  de  ûc  des  signes  contraires. 

IV.  Lorsque y"(x)  s'annule  pour  une  valeur  de  l'in- 
tervalle, /,  (x)  acquiert  le  même  signe  que  /'(x). 

Cela  posé  : 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation 

/(  X)   =  (> 

comprises  entre  a  et  |j  est  égal  à  l'excès  du  nombre  de 
variations  que  présente  la  suite  (S)  pour  x  =:  7.  sur  le 
nombre  de  variations  qu'elle  présente  pour:r  =  |i. 

L'énoncé  est  complet;  il  ne  comporte  aucune  res- 
triction, sauf  celle  de  continuité,  dont  il  n'y  a  pas  lieu 
de  se  préoccuper  pour  les  équations  algébriques. 

D'ordinaire,  on  forme  comme  il  suit  la  suite  (S);  on 
prend  /'(x)  pour  /\{x);  puis  on  effectue  sur  /{x), 
f'{x)  la  suite  d'opérations  qui  a  pour  effet  de  former 
leur  plus  grand  diviseur  ;  J-axj  est  le  reste  de  la  divi- 


(  23:  ) 

sion  de  f{x)  par/'(,r), /3(^)  estle  reste  de  la  division 
de/'(x)  par/2(^);.  etc. 
C'est  ainsi  que  l'équation 

f(x)  =  0==T''^-X^ —  .T* —  X^  -i-  X^ —  X  -•-  l 

donne  lieu  à  la  suite  de  Sturm 

/i(x)  =/'(x)  =  6x^-^  5x^ —  4^^ —  3^7^+  ix  —  I, 
/i(x)  =^  w  x'*  -^  i\x^  —  33a7--}-  3iar  —  37, 
fzix)  = —  \oS(iX^-{-  i683:r- —  1731  a:  -^  397, 
f'jx)  =  —  i02oo643:r2 —  37927049a:  -f-  58788  1 13, 
f^(x)  =  2 97 1  9.7974899353337 — 3412517994 90o35oo2o. 
ff,        = — environ  1 54  X  10^1, 

avec  les  relations 

p  /(x)  =  (ctx^';i)f'(x)-^f,(x), 
q  f'{x)  =  (-ix^l)fAx)^f^{x), 
r  f<i{x)  =  Cear  -H  0  )  f^(x)  -^/^(x), 
s  f^(x)  =  {■t,x--\)f.,{x)  ^f^ix), 
uf'Jx)  =  (t.x  -^  ?)f-Jx)  -^f(,(x), 

où  p^  q.  /•,  s,  a  sont  des  nombres  positifs  qu'il  nous 
est  indilTérent  de  connaître. 

Reprenons  la  même  équation  et  considérons  la  suite, 
assurément  beaucoup  plus  simple, 

/(t)  =^  o  =  x^  —  x'^  —  x*  —  x^  -4-  x^  —  a7  -4-  r , 
(^i(x)  =/' (x)  =        6x'-h    5x'* —    4^^ — 3a?--4- 9. 3"  —  I, 
Oî{x)  =  jr*-i-    62-^ —   ix- — 3x 

<f3(x)  =        ^x^-h  \ox^  —  fix  -+-  r, 

'j'i(x)  =      'i^x^-hiyx  —3g, 

'^S(X)  =I>Jia7    —1043, 

(fs  =  3  363  221, 


I, 
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qui  donne  lieu  aux  relations 

f{x)^oi(x)  —  x(x-\-i)<f<i(x)  =  o, 

<p,(a:)-r-(2a:-4-i)«pt(a^)  — a?(a7  +  i)cs3(a:)  =  o, 

5<Pî(j:j  — (6a7^-  S)<j>3(x)  -h  x(x  —  i)9!,(x)  =  o, 

—  7i3  Çî(j-)  -i-  (3i3.r  —  i5->>)  »4(^)  —  5(a7î— i)  çs(a:)  =  o, 

10432  cpi(3r)  —  f  3-2328 a- -i-  39)^5(3:)  — ^-06  =  0. 

Il  est  immédiat  que  : 
Pour  a<|'j<—  I, 

(a)     ^  •^^"^' 

est  une  suite  de  Sturni,  ce  qui   permet  de  calculer  le 
nombre     de     racines     réelles    comprises    entre    deux 
nombres  a,  p,  l'un  et  Taulre  plus  petits  que  —  i; 
Pour  —  I  <  a<  |'i<o, 

i'^o)      f(x),       (fl{x),       ^iix),       (fj(a7),        V'JX),       (fi{T),       «6 

est  une  suite  de  Slurm; 
Pour  o  <  a  <  |îi  <  I , 

(    ^liX),       —'fi(x),        —  CpjfjT),        Oi{x),       <f5ix),        —  cp  s 

est  une  suite  de  Sturm  ; 
Pour  I  <  a<fi, 

(^4)     I 

est  encore  une  suite  de  Sturm. 

Les  signes  divers  employés  sont  nécessités  par  Li 
condition  III. 

Supposons  qu'on  veuille  calculer  le  nombre  de  im- 
cines  réelles  comprises  entre  o,5  et  -.  La  suite  (o":»  ) 
indiquera  combien  de  racines  sont  comprises  entre  o,5 
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cj    I  —  £,    et   la    suite    (t^)    combien   de   racines    sont 
comprises  entre  i  +  e  et  'j. 
De  même,  l'équation 

f{x)  =  o  =  a-*  —  x^—i'ix^-^x^x  —  3, 

traitée  par  la  méthode  du  plus  grand  commun  diviseur, 
donne  lieu  à  la  suite  de  Sturm 

f{x),    f'(x)  =  Oiix)  =  4^73—      3a"2— 3oa7 -M9, 

02{x)=        liix- — 196a:  -t- 29, 

<f3(x)  =  19339937    —137958, 

»;         =  aSii  o683i3o59, 

tandis  qu'on  peut  prendre  comme  suite  de  Sturm  les 
polynômes 

/(x)  =        x'* —      x^ — i5a7*-t-i93'  —  3. 

/■'(a-)  =  t^iCa-)  =      4^-3—    3a-2— 3oa7  -t-19, 

(l;,(a-)=      14372—5937-4-176, 

']^3{x)  =  42937  -i-  2843, 

^^         =^«43^-l-4.9^-59>o, 

affectés  de  signes  convenables,  que  les  relations 

3o/(37)    —  (lur  —  \^)^i{x)-{-{x^—i)^'i(x)  =  o, 

98'^,(37)  —  (283"-^97)'^2(37)+  'v^iiix)  =0, 


'^•^^■"^-(t^""^)^'^'^^"'''^ 


indiqueront. 

Voici,  expliquée  sur  l'équation 

f(x)  =  X'^^X^ x''  —  X^  -h  X^  —  X  -r-  l  =  o, 

la  manière  de  former  les  suites  de  Sturm  employées. 
On  a 

/,(.r)  =/'(x)  =  f).r5^  -rri—  \x^—  Lr-^^ix  -  1. 
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Posons 

¥i{x)=f(x)-\-(\x-^ç>)f'{x) 

=  (6X  -f-  i)x^-~-  (  5X  -T-  6p  -+-  i).rs 

—  (4^  —  5p  -\-  i)x'*  —  (3X  -h-4p  -^\)x^ 

-!- faX  —  3p -t- 1)372— (    X  —  apn-Oar  — fp  —  i). 

Si  l'on  dispose  de  \  et  p  de  manière  à  annuler  les 
coefficients  de  œ'^  et  x^^  on  procède  comme  si  l'on 
cherchait  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  f{x)  et 
fi{pc)^  mode  de  calcul  fort  long,  on  l'a  dit  ;  or,  ici, 

F2(o)     =-(p-,), 
F2(i)       =  5X  -(-  5p  -4-  I, 
F2(- i)  =  3X  — 3p-+-3, 

et  Ton  peut  prendre  A,  p  de  manière  à  annuler  deux  des 

expressions 

Fj(o),     Fjd),     F2(-i); 

le  plus  simple  ici  est  d'annuler  F2( —  i  ).  F2(o),  ce  qui 

donne 

p  =  I ,         X  =  o 
et 

¥,{x)^f(x)-^f{x) 

—  x( X  -h  i)  {x''-h  6x^  —  ?.x^ —  3x  -+-  l), 
d'où 

/(•^)  -t-/''^)  —  x(x  ^D/six)  =  o, 

en  posant 

fi{x)  =  x'*-h  Gx^ —  ïx^—  3t  -t-  I. 

Posons  maintenant 

F3(x)=/'(x)-h(iix-^r,)/i(x) 

=  (lJL-4-6)rF5_|_  (6(Jl  -+-  T)  +  5)a"i  —  (2[Jt  —  6-/j  -H  4)^-3 

—  (3  jJL-l-9.-rj   -f-  3)a^2_|_(jjt 3-f^_9)_|.yj_  l; 
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on  a 

FsCo)      =r^  — I, 

FjCi)       =  3  ;jL  H- 3y, -I-  j, 

F3(— ij  =  3[^  — 3r,  —  3, 

et  le  plus  simple  est  d'annuler  encore  F3(o),  F3  (  —  i  ), 
ce  qui  donne 

et 

=  X(X  -h  l)  (Sx^ -t-  \OX'^—  Ï7.X  -^\)] 

posant 

fi{x)  =  8 37^ -f-  I o j?^  —  1 2 a?  4-  I , 
on  aura 

f{x)  -^r-  {1X  -\-  \)  f.2{x)  —  X{X  ^  »)/3(^)  =  O; 

on  aurait  pu  prendre 

ïj  =  I ,        \>-  —  i, 

ce  qui  aurait  conduit  à 

f'{x)-^{ix-\-i)ftix)—x''-fz{x)  =  o 
avec 

/3(.2')  =  -x'^-\-i-xr'^—%, 

résultat  un  peu  plus  simple;  etc. 

On  voit  qu'une  part  assez  large  est  laissée  à  l'arbi- 
traire. 

On  traiterait  de  même  l'équation 

J7*  —  x'-^  —  i  j .r- -T-  \ijx  —  3  =0. 

En    définitive,    étant    donnée     une    équation    de 

degré  m 

f{x)  =  o, 
on  pose 

Vi(x)  =/ix)-^{%x-\-^)f'{x), 

et  l'on  détermine  y.,  |5  : 
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Soit  de  manière  à  annuler  les  termes  de  degrés 
niy  m  —  I  de  ^^{jc)  {méthode  du  plus  grand  commun 
diviseur); 

Soit  de  manière  à  annuler  le  terme  de  degré  m 
de  F2(.r)  et  à  mettre  eti  évidence  un  facteur  du 
premier  degré  px  -\-  q  de  F„(^  )  ; 

Soit  de  manière  à  mettre  en  évidence  deux  fac- 
teurs de  premier  degré,  hx  +  A*,  Ix  -t-  /«,  de  Fafj?), 

En  prenant  garde  que  a,  |j  soient  des  nombres 
aussi  simples  que  possible. 

Dans  le  premier  cas, 

fz(x)  =  ¥,(x),        fix)  ^(oLX  -\-  'i)f'(x)  —f.2(x)  =  o.; 
da/is  le  second. 


px^q 

f{x)^i7.x-^':i}f'(x)  —  ipx-^q)fi{x)  —  o; 

dans  le  troisième, 

Viix) 


A(^}  = 


i  hx  —  A  )  (  I X  ^-  m  ) 
fix  )  -T-  (tx  -\-'i)  fix  )  —  (  hx  -H  k  )  i  Ix  -\-  m)  ftix)  =  o, 

et,  dans  les  trois  cas,f2{x)  est  de  degré  m  —  2. 
On  pose  ensuite 

F3  (  a"  )  =  y  (  3*  )  +  (  Y  ar  -j-  0  )  y*  1  .r  ) 

et  l'on  détermine  f:f,x)  comme  on  a  déterminé  f-Ax), 
de  manière  que  ce  nouveau  polynôme  soit  de  degré 
m  —  3,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'oîi  arrive  à 
un  polynôme  de  degré  zéro  ; 

f{x),      ^'(x),     ztzf,{x),     —f-,{x), 

^—■Jm-\\^)i       —^  J  mi 

OÙ  les  signes  sont  choisis  {voir .Vèi\wà\\o\\  étu-diée)  «le 
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manière  à  vérifier  la  condilion  111  dessiiiles  de  Sturni, 
est  une  suite  de  Sturm  pour  l'équation  proposée 
f[.r)  =  o,  suite,  sauf  cas  exceptionnels,  beaucoup  plus 
simple  que  la  suite  formée  par  le  procédé  usuel  du 
plus  grafid  commun  diviseur. 


rORRESPO\nAXCE. 


M.  H.  Brocard.  —  Inutilité  de  reviser  et  de  perfectionner 
la  démonstration  d'une  certaine  propriété  de  maximum, 
énoncée  par  Steiner,  qui  a  fait  l'objet  d'un  récent  article  de 
M.  A.  Padoa  (1908,  p.  529-535  1.  avait  été  rappelée,  il  y  a 
3o  ans.  par  M.  H.  Edier,  de  Halle.  A  cette  occasion,  M.  Edler 
a  publié  au  journal  de  Hoffmann  { Zeitschrift  f.  Math.  u. 
Naturw.  Unteiricht,  t.  X,  1879,  p.  "i-'^o)  une  démonstration 
où  il  a  cherché  à  réaliser  plus  de  simplicité. 

Quelque  temps  après,  il  y  apporta  un  nouveau  perfection- 
nement dans  une  Note  présentée  à  la  Société  royale  de 
Gottingue  par  M.  Schwarz,  et  dont  la  traduction  par  M.  Pau- 
tonnler  a  été  publiée  au  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques de  M.  G.  Darboux,  i883,  p.  198-204. 


CERTIFICAT  DE  lUTnÉlIATIOlES  GÉNÉRALES. 


Paris. 


I.  ÉPRKL'VE  THÉORIQUE. —  1.  S ur  deux  axes  rectangu  1(1  ires 
Ox  et  Oy,  on  construit  le  rectangle  OABC,  dont  le  som- 
met C  a  pour  coordonnées  les  deux  nombres  positifs  a  et  b, 
l'abscisse  a  étant  inférieure  ou  égale  à  i. 
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Calculer  l'intégrale 


f 


y 


v/^ 


dx 


X-  ■+-  iy 


dy. 


prise  de  l'origine  O  au  point  C,  le  long  de  chacun  des 
contours  suivants  : 

i"  La  ligne  brisée  OAG. 

•i."  La  ligne  brisée  OBG, 

3"  La  diagonale  OC. 

Indiquer,  en  particulier,  les  valeurs  de  ces  intégrales 
pour  a  =  i ,  b  =  i. 


2.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy, 
déterminer  une  courbe  G  telle  qu'en  menant  la  tangente 
MA  en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe,  et  appe- 
lant A  le  point  où  cette  tangente  rencontre  l'axe  Oy, 
on  ait,  entre  les  deux  distances  OA  et  OM,  la  relation 
OA  =  OM. 


3.  Déterminer  la  fonction  y  de  x  qui  vérifie  l'équation 
différentielle 


d-y  dy 

dx-  dx 


COSJ*, 


où  m  est  une  constante  donnée. 
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Discuter  la  forme  de  l'intégrale  générale  suivant  les 
diverses  valeurs  de  m.  Examiner^  en  particulier,  les  cas 

m  =  —  I ,     ni  =  o,     /??  =  -f-  I . 

II.  Epreuve  pratique.  —  1.   Calculer  à  jq-ô P''ès  les  inté- 
grales 


/    „    ■>, -H  cos.r -!- sin.r  ,/, 

t^  —  %  *-'  a 


I  —  ,T-  dx. 


2.  Calculer  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe 
de  révolution  de  chacun  des  solides  suivants,  supposé  ho- 
mogène et  de  densité  p  : 

1°   Cylindre  de  révolution  de  rayon  R  et  de  hauteur  h; 

i"  Cône  de  révolution  de  rayon  de  base  R  et  de  hauteur  h  ; 

3°  Ellipsoïde  engendré  par  la  révolution  d'une  ellipse 
d'axes  la  et  ib  autour  du  grand  axe  ia. 

(Octobre  1907.) 


SOLUTIONS  DE  OUESTIONS  PROPOSÉES. 


2091. 

(1908,   p.   96. 


Le  nombre  n  étant  supposé  impair,  démontrer  que,  si 

?)\ï\  n X 

l'on  évalue  la  quantité  — : en  fonction  de  cos;r,  l'ex- 

%\nx 

pression  obtenue  est  un  produit  de  deux  facteurs  ration- 
nels. Que  représente  chacun  de  ces  facteurs? 

(G.  F.) 

SOLUTION 
Par  l'AuTEUR. 

|ja  solution  insérée  au  précédent  Volume  (p.  375)  est 
erronée.  Il  faut  entendre  ici  par  facteurs  rationnels  des  fac- 
teurs à  coefficients  rationnels,  et  les  deux  facteurs  indiqués 
ne  vérifient  pas  cette  condition. 
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Si  l'on  écrit 


I  —  co^nx      /i~cosnx 


\ 


sin.r         y      I  —  cos.r   y      i -t-  cosj* 

on  reconnaît  aisément  que,  pour  n  impair,  chacune  des  deux 
quantités  placée?  sous  un  radical  s'exprime  en  fonction 
de  cosa7  par  un  polynôme  à  coefficients  rationnels  qui  est  un 
carré  parfait,  et  la  question  se  trouve  ainsi  complètement 
résolue. 

On  a,  par  exemple, 

^  m  5  .^ 

'—, =  (  \  co^'-.r  -+-  1  cosa?  —  \)(\  cos^a-  —  2  casa"  —  i): 

sin.r 

les  l'acines  du  premier  facteur  sont 

2  r  4  TU 

COS  — :^>        COS  -r-  > 


et  celles  (lu  -iocond  facteur  sont 


Posons 

On  a 

si  n  (  2  m  -ï-  1 

\)x 

sin.r 

Mais 

COS  -:—  ,        COS  —  • 
t  3 


AITRK    SOLLTION 
Par  .M.  Letierce. 

n  =  9.  //?  H-  I . 


X  X 

sin  (9. /» -i- I  )—   cos(2«i -i- i) — 


X 

COS  — 

•X 


«in(  2/«  -^  I)  —      /'-'" 

-  =  y  (—  i;/'G|^„Vi  cos2"'-2/'-sin2/'-, 


.      X 

sin  — 

/'  =  " 

V    '^2  «1+1 

.      c(\?-(:>.n)  -t- 

n 

X 

■y 

/'  =  '" 

/'  =  » 

0''Ci/;,+, 

COS  — 

3^   .    „    .r 

cos2"'-î/'  —  sin-/'  —  • 

2  -2 


(  M:  ) 

Remplaçant  dans  ces  expressions  cos-—  et  sin*—  par  leurs 

11 

expressions  en  fonction  de  cosj7,  on  a  finalement 


sin(  -j/y?  -t-  ija- 
sina: 


-      /,  =  », 


2104 

(  1908,  p.   479. ) 

Étant  donnée  une  ellipse  de  demi-acres  Ret  2R,  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  une  demi-corde  parallèle  au  grand 
axe  enveloppe  une  épicycloïde  à  deux  reb roussements . 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Le  lieu  du   milieu  des  demi-cordes  parallèles  au   grand  axe 


\T 

^-^ 

^  K 

S 

7^^ 

1/ 

f 

/              ^ 

'^x-'l 

0 

-4- 

V 

S' 

-^ 

' 

dans  l'ellipse  considérée  est  le   cercle  G  de  rayon    R   concen- 
trique à  l'ellipse.  Soit  co  l'un  des  cercles  envisagés;   il  touche 
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son  enveloppe  au  point  B  symétrique  de  son  point  de  contact  A 
avec  le  petit  axe  de  l'ellipse  par  rapport  à  la  tangente  au 
cercle  G  en  w.  La  tangente  en  B  au  cercle  oj  coupe  Ow  en  C  ; 
le  triangle  coBG  est  égal  au  triangle  wAO;  par  suite, 

ojC  =  Oco  =  R. 

Soit  lo'  le  centre  du  cercle  décrit  sur  wC  comme  diamètre; 

loco'B  =  2  fois  l'angle  AOw:  par  suite,  les  arcs  S  lato  et  w'jl'B 
sont  égaux,  et  le  lieu  du  point  B,  enveloppe  du  cercle  w,  est 
l'épicycloïde  à  deux  rebroussements  engendrée  par  un  point  du 
cercle  w'  roulant  sur  le  cercle  O,  les  deux  rebroussements 
étant  S  et  S'. 

Autres  solutions  par  MM.  G.  Pélissier,  Lez,  Rose,  Têtu. 


QIESTIO.VS. 


2130.  On  donne  un  carré  ABGD  et  un  cercle  concentrique 
à  ce  carré.  Pour  chaque  point  M  de  ce  cercle,  on  a 

MÂ*"-^  Mb'"— MC'"-+-Md'"=  const., 
n  étant  un  nombre  entier  et  positif.        CE.-N.  Barisien.) 


2131.  On  projette  un  point  M  variable  du  cercle  circonscrit 
à  un  triangle  donné  ABC,  sur  les  côtés  BG,  GA,  AB  en  P,  Q, 
R.  Le  lieu  du  milieu  de  chacun  des  segments  PQ,  QR,  RP  de 
la  droite  PQR  est  un  j^erTrTe.  (E.-N.  Barisien.) 


[P'6f] 
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SUR  l]\E  TRANSFORMATION  DE  DROITES; 

Par  m.  Emile  TURRIÉRE. 


Définition  analytique.  —  Soientyp,,  />2,  p?,.  />4,  /Js, 
Pf,  les  coordonnées  plùckériennes  d'une  droite  D,  les 
Irois  premières  étant  les  cosinus  directeurs;  soient  ^o? 
y^,  Zq  les  coordonnées  de  la  projection  sur  D  de  l'ori- 
gine O  des  coordonnées  rectangulaires.  En  posant 


P-2  =  —  p-2, 

P'ô^Jo, 


PZ   ^—P3, 

P'e  =  2o, 


les  p'  sont  les  coordonnées  d'une  droite  D';  les  coor- 
données de  la  projection  sur  D'  de  O  sont 


■Pi,, 


70=  Pt 


/>fi. 


Les  formules  précédentes  définissent  donc  une  trans- 
formation de  droites  univoque  et  réciproque. 

Définition  géométrique.  —  Soit  O  un  point  fixe  de 
Fi  g.  I. 

■D 


res|)ace,  qui  suffit  à  lui  seul  pour  définir  la  transfor- 
mation. Etant  donné  un  vecteur  D  quelconque  de  l'es- 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  l.  IX.  (Juin  1909.)  18 
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pace,   menons  par  O  Taxe  o  équipollent  à  D;  autour 

de  0  faisons  tourner  D  de  l'angle  -  de  gauche  à  droile 

pour  un  observateur  couché  sur  o,  la  tête  en  O,  les 
pieds  dirigés  vers  ô.  D,  après  cette  rotation,  vient 
occuper  une  certaine  position;  prenons  sur  elle  un 
vecteur  D'  de  sens  op|)Osé  à  celui  de  D.  D  correspond 
à  D',  comme  D'  correspond  à  D. 

AvPLicATiojv  Aix  sÉiuKs  RÉGLÉES.  —  La  transforma- 
tion fait  correspondre  une  série  réglée  à  une  série  réglée 
et  les  deux  séries  sont  réciproques;  à  une  droite  D  du 
plan  Oxy,  correspond  une  droite  parallèle  rencon- 
trant Oc  :  la  transformation  établit  donc  une  corres- 
pondance entre  les  conoïdes  droits  de  directrice  Os  et 
les  courbes  du  plan  Oxy;  l'équation  de  la  tangente 
à  la  courbe  étant 

^cosa  -;-j)'sina  =  ro, 

les  équations  de  la  génératrice  correspondante  du 
conoïde  sont 

z  =  w,         a"  cosa -r-^K  sin  2  =  o; 

la  cote  de  la  génératrice  est  la  distance  de  O  à  la  tan- 
gente; le  paramètre  de  distribution  est  la  distance  de  O 
à  la  normale  à  la  courbe. 

C'est  ainsi  qu'à  V hélicoïde  gauche 

z  =  ab,         X  =  r  cos6,         ^^^  =  /•  siii6, 
correspond  la  développante  de  circonférence 


(ju'au  cylindroïde  de  Cayley-Plucker 


■y- 
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correspond  l'hypocycloïde  à  quatre  rebroussements 

ro  =  —  o  sin2a; 

qu'an  conoïde  droit  de  directrice  Oz^  circonscrit  à  Ici 
sphère  {x  —  a)-  +7-  +  :;-  =  R-,  correspond  une 
ellipse  de  foyers 


X  =:  O, 


y=z±a, 


de  grand  axe  2R. 

Dans  le  cas  parliculier  du  conoide  de  îVallis,  l'el- 
lipse dégénère  tangentiellement  en  deux  points  ;  ces 
deux  points  proviennent  des  deux  sens  distincts  qui 
peuvent  être  ciioisis  sur  les  génératrices  du  conoïde. 
Voici  d'ailleurs  une  démonstration  géométrique  élé- 
mentaire de  ce  dernier  résultat.  Considérons  un  trièdre 
irirectangle  Oxyz  et,  sur  Ox,  un  point  A. 

Supposons  le  vecteur  D  issu  de  A  et  situé  dans  Oxy\ 

Fis.  2. 


le  vecteur  D'  rencontre  O:;  et  est  situé  comme  sur  la 
(igure.  Lorsque  D  tourne  autour  de  A,  D'  engendre  un 
conoïde  droit  de  direclrice  Oz. 

Prenons  sur  Oy  le  point  A',  obtenu  en  faisant 
tourner  A  autour  de  O:;  dans  le  sens  direct  (les  axes 
sont  à  droite)]  projetons  A'  sur  0  en  B',  sur  D'  en  C  ; 
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projetons  O  sur  D  en  P.  B'C  parallèle  à  O;  a  pour 
longueur  OP,  distance  de  O  à  D;  A'B'  est  égal  à  AP, 
puisque  les  triangles  rectangles  OPA.  OB' A'  sont 
égaux.  Les  deux  triangles  rectangles  OPA  et  C'B'A' 
sont  donc  égaux  et,  par  suite,  A'C  est  égal  à  OA.  La 
droite  D'  est  donc  tangente  à  la  sphère  de  centre  A'  et 
qui  passe  par  O  ;  D'  engendre  dès  lors  un  conoïde  de 
Wallis. 


Application  aux  coxgruexces.  —  1.  La  transfor- 
mation laisse  inKariante  toute  congruence  isotrope 
de  Ribaucour  relative  à  un  réseau  isothermique 
d'une  sphère  de  centre  O.  Considérons  une  sphère  de 
centre  O  rapportée  à  un  système  isothermique  (  w,  r)  : 

ds'^=l{du'^-r-dv^). 

Sur   la   tangente   en  m  à  la    courbe    (|«),    portons 
Fig.  3. 

0 


mM,=).;  menons  par  M,  la  parallèle  au  rayon  Om\ 
cette  droite  est  le  ravon  dune  congruence  isotrope 
(théorème  de  Ribaucour).  Appliquons  la  transforma- 
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lion  relative  au  point  O.  Prenons  sur  cette  droite  un 
vecteur  D;  o  est  sur  Om;  comme  les  courbes  (u)  et(p) 
sont  orthogonales  sur  la  sphère,  D  vient  en  D'  et  D' 
est  le  lavon  de  la  congraeni:e  relatif  à  la  courbe  (v). 

Bien  entendu,  le  même  théorème  peut  être  démontré 
analyliqûement.  Soient  u,  i'  les  paramètres  d'une  droite 
de  la  congTuence,  E,  F,  G,  e,  /,  /',  g  les  coefficients 
des  deux  formes  diiïérentielles  de  la  congruence;  pour 
une  congruence  isotrope,  on  a 

E  -2  F  G 

Choisissons  pour  paramètres  u,  r  ceux  des  génératrices 
de  la  sphère;  E  et  G  sont  nuls.  D'où  les  conditions 
pour  qu  une  congruence  soit  isotrope 

■^  dpi  ôxq  ■^  dpi  dxo  

•^0)  J'o'  ^0  étant  les  coordonnées  du  point  de  départ 
et/>,,  p>,  p3  les  cosinus  directeurs  du  rajon.  Choisis- 
sons  pour  point  de  départ  la  projection  de   O  sur  le 

rajon 

^0  =  PsPa  —  Pifù,  •..; 

nous  avons  alors 

•^  dpi   d.r„  _        .-^  f)/)i   ôpi  ■^  dpi   ôXq  _  .-^  dp,^  ôpi 

^  Ou     Ou    "~  ^  du     du  '       ^  dv     êv    ~    ^  àv     Ov 

Appliquons  la  transformation  ;  les  nouveaux  paramètres 
sont  liés  aux  anciens  par  les  formules 

«f'  =  —  I ,  (»«'  =  —  I  ; 
d'où 

■^  dp\    ùx'q   _  I    •^  t)/>i   dp:, 

^d  du'    du'  u"*  ^d  àv     dv 

■^  dp\    dx'^  I     '^  dp\   dp„ 

^à  dv'     àv'   ~  v'*  ^^  du    du 
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De  la  comparaison  de  ces  diverses  fornuiles  résulte  la 
vérificalion  du  théorème. 

Comme  application,  on  peut  démontrer  qu'en  gé- 
néral, dans  un  complexe  donné,  il  ny  a  pas  de  con- 
gnience  isotrope. 

II.  A  une  congriience  de  normales  ne  correspond 
pas  une  congruence  de  normales;  pour  quil  en  soit 
ainsi^  il  faut  et  il  suffit  que  les  droites  (D)  soient  les 
normales  à  une  famille  de  surfaces  de  M.  Appell 
ayant  le  pioint  O  pour  développée  moyenne. 

Considérons  en  eliet  une  droite  D  de  cosinus  direc- 
teurs y9(,  yDo?  Pz\  soient  j?o,  jj/q,  :;o  ^es  coordonnées  de 
la  projection  de  O  sur  D.  Pour  que  les  deux  con- 
gruences  transformées  soient  des  congruences  de  nor- 
males, il  faut  que  les  expressions 

U  =/?i  dxç,  -!-/?2  dy^^pz  dzo, 
U'  =  p',  dx'^^p'i  dy'^-^p\  dz\ 

soient  des  ditîerentielles  totales.  Or 

U'  =  —  ipi  dp'^-^p^dp-^^pi  dp^)  =  p.^dpi-^ p-^dpi  —  p(,clp:^. 

Introduisons  les  coordonnées  de  Bonnet,  cest-à-dire 
définissons  une  des  surfaces  dont  les  normales  consti- 
tuent la  congruence  D  comme  enveloppe  du  plan 

\{u  —  V)  -^  i\ ( i-  —  u)^T{uv  —  i)  =  TnCi/t'  —  i  i  ; 


on  a 

( 


n       r        /,     ^-    '    r,^,/c-.'   r^i^l^       <HTS,pi)       d(TS.p^)l 
P'*:  pif  Pi)   —    -  [\  -\-  IIV  )-       — j    — >    — — » 

d'où,  en  désignant  par  p,  q,  /•,  5,  t  les  dérivées  |)ar- 
tielles  de  la  fonction  to  de  («,  t), 

=  i{p  du  —  cj  dv). 


a  ^  .^V    Ov        ^  Ou      \  du  Oi' 
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La    condilion    pour   que  U'    soit   une    difTérentielle 

tolale  est  donc 

s  =  o; 

c'est  Téquation  des  surfaces  de  M.  Appell. 

Application^  Arx  complexes.  —  Pour  qu'un  com- 
plexe soit  invariant,  il  faut  et  il  suffit  que  O  soit 
centre  de  sjinélrie  pour  le  complexe  et  que  tous  les 
cylindres  du  complexe  soient  de  révolution. 

Le  complexe  de  Painvin,  pour  une  quadrique  de 
centre  O,  est  invariant.  Considérons  le  comjdexe  de 
Painvin  des  droites  par  lesquelles  passent  deux  plans 
tangents  rectangulaires  à  ime  quadrique  à  centre  O  ; 
étant  donné  un  cylindre  du  complexe,  menons  par  O 
le  plan  perpendiculaire  à  la  direction  de  ce  cjlindre. 
Ce  plan  cou|)e  la  quadrique  suivant  une  conique  de 
centre  O;  il  coupe  les  plans  tangents  menés  à  la  qua- 
drique par  une  génératrice  du  cylindre  suivant  deux 
tangentes  rectangulaires  à  la  conique  issues  de  la  trace 
de  la  génératrice  sur  le  plan  :  la  trace  du  cvlindre  est, 
par  suite,  le  cercle  orthoptique  de  celte  conique.  Le 
cylindre  est  de  révolution  et  son  axe  passe  parO.  D'où 
le  théorème,  qui  résulte  aussi  de  l'équation  du  com- 
plexe de  Painvin. 

La  démonstration  de  ce  théorème  met  en  évidence 
une  propriété  de  la  surface  qui  limite  la  région  de 
l'espace  occupée  par  les  projections  de  O  sur  les  rayons 
du  complexe  de  Painvin  {^surface  des  vitesses  nor- 
males de  l'Éleclroptique,  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde)  : 
celte  surface  limite  la  l'égion  de  l'espace  occupée  par 
les  cercles  orthoptiques  des  sections  planes  diamétrales 
de  la  (piadrupic  (  '  ). 


(')    Cf.  la   queslion  unalo-iic   (pour  toutes   les  scellons  planes] 
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Le  complexe 

,B-C)^-(C-A;^-<A-B)^^  =o 
P:  Pô  p,-> 

(auquel  appartiennent  les  génératrices  des  qiiadriques 
homofocales  et  homothéliques)  est  invariant. 
Le  complexe 

(  B  —  C  •)  -^  ^  (  G  -  A  )  ^  —  (  A  —  B  j  -^  =  o 
Pi  Pi  Pi 

(polaire  réciproque  du  précédent,   par  rapport  à  une 
sphère  )  est  transCormé  en  le  complexe  tétraédral 

^i-PxPw^  o. 

Le  complexe  linéaire  spécial  est  transformé  en  le 
complexe  des  droites  éc^uidistantes  de  deux  points. 

Complexe  transformé  du  complexe  des  droites  sur 
lesquelles  la  projection  de  O  se  fait  en  un  point 
d'une  surface  donnée  S  :  le  complexe  est  constitué 
par  les  tangentes  aux  cercles  transformés  apsidaux 
des  divers  points  de  S,  dans  la  transformation  apsidale 
définie  par  O. 

Etude   de  la  trainsformatio>  de   droites   du   point 

DE   VUE  de  la   théorie  DES  TRANSFORMATIONS  DE  CONTACT. 

—  La  transformation  n'est  pas  de  contact  :  à  deux 
droites  qui  se  rencontrent,  ne  correspondent  pas  deux 
droites  se  rencontrant.  A  deux  droites  (D,  A)  se  ren- 
contrant, ne  correspondent  des  droites  se  rencontrant 
que  si,  D  étant  donnée,  A  appartient  à  une  congruence, 
intersection  d'un  complexe  linéaire  spécial  avec  un 
complexe  du  deuxième  ou  du  quatrithne  ordre,  sui- 
vant   que    D    passe    par  O   ou    non.    Dans  le  premier 


II"  1TG5  des  \oinelles  Annales  (l'Sy;.  Mannlieim),  et  la  solution   de 
M.  R.   Bricard  (1907J. 
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cas,  îa  congruence  est  celle  des  droites  issues  de  O. 
Dans  le  second  cas,  elle  a  pour  nappes  focales  la 
droite  D  et  la  sphère  de  centre  O  tangente  à  D. 

La  démonstration  analytique  est  simplifiée  en  pre- 
nant  pour  équations  réduites  d'une   telle  congruence 

Tenant  compte  de  la  relation 

PyP'^-^PiPô  =  —pzP6, 
il  vient 

ipi^pl)^  pI-^pI)  =  a'-i  p\-^pIpI), 

ipi-^Pl  ><pI-^pI^Pi)  =  a^'ipl-^Plpl-^PlPl-^PÏ) 
=  a^p\-^p\); 

la  solution  p-^-\-p-^^=zo  correspond  aux  parallèles 
à  D.  L'équation 

Pl-^Pl+Pl=(^' 

exprime  qne  les  ravons  de  la  congruence  touchent  une 
sphère  de  centre  O,  de  rayon  a. 

Ceci  résulte  encore  du  théorème  suivant  de  Géo- 
métrie qu'il  est  aisé  d'établir  :  Soient  deux  vecteurs 
tangents  à  un  cercle  tracé  sur  une  sphère  de  centre  O 
et  de  même  sens  par  rapport  à  la  circulation  sur  la 
circonférence  ;  les  vecteurs  se  transforment  en  deux 
autres  tangents  ci  un  cercle  de  la  sphère  dont  le 
plan  est  parallèle  à  celui  du  premier. 

Corollaires  et  applications.  —  La  surface  trans- 
formée d'un  conoïde  de  IVallis  circonscrit  à  une 
sphère  de  centre  O  est  de  même  nature. 

Appelant  demi-hy perholoïde  une  série  réglée  d'un 
hjperboloïde  réglé,  la  surface  transformée  d'' un 
demi-hy  perholoïde  de  révolution  d'axe  passant 
par  O  est  une  surface  de  même  nature  ;  elle  peut 
dégénérer  en  un  cône. 


(  258  ) 
A  une  série  développable  {autre  qu  un  cône  i  cir- 
conscrite à  une  sphère  de  centre  O,  correspond  une 
série  de  même  nature. 


[T4c] 

SIK  LA  CO\DLCriO\  TIIERMKiLE; 

Par  m.  Emile  TURRIÈRE. 


Les  Nouvelles  Annales  de  1907  ont  publié  nue 
Xole  de  M.  Alezais,  dans  laquelle  Tailleur  monlre  que, 
P  étant  la  partie  réelle  et  Q  le  coefficient  de  1  imagi- 
naire i  provenant  d'une  fonction  f(z-)k  variable  coni- 
|jle\e 

si  l'une  des  fonctions  P.  Q  est  donnée,  l'autre  en  ré- 
sulte sans  quadrature.  L'auteur  applique  ensuite  ce 
théorème  à  diverses  questions  de  licence. 

Je  signale  une  propriété  imporlanle  qui  en  résulte  et 
qui  est  relative  à  l'étude  thermique  d'un  plan  indéfini. 

Lorscjue  le  potentiel  thermicjue  T  est  donné,  les 
lignes  de  courant  sont  déterminables  sans  cjuadra- 
ture. 

En  effet,  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cou- 
rant est 

(3  —  —  Ko  —     dx  -t-  (  0 K]  -—      c/y  r=  o. 

\'  ôx        ' 'Jy  J  \'  'Jy  (J^  /    " 

Par  un  changement  de  variable  (transformation  ho- 

mographique),     on     peu!     se    ramener    au     cas     |)Our 

lequel 

Kl  =  K2  =  1; 

T  satisfait  alors  à  léquation  de  Laplace.  Soit  0  la  fonc- 
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lion    associée  à   T,    déterniinable  sans  quadrature^ 
d'après  le  théorème  de  M.  Alezais. 
En  tenant  compte  des  relations 

Ox        ôy  ôx  <)y 

l'équation  différentielle  devient 

(  r^  ^\    rJ  (       —  —\      /        - 

y  dx      Ox  /  V  ^y      •tK/ 

d'où  l'intégrale 

pT  -f-  fc)  =  const. 

Appliquant  au  cas  d'une  source  punctiforme  (en 
coordonnées  polaires) 

T=  — Tnlog/%         0=_ToO, 

on  trouve   immédiatement  les  spirales  logarithmiques 
p  log/-  +  0  =  const. 

Appliquant  au  cas  de  deux  sources  égales  et  de  si- 
gnes contraires,  on  a 

T  =  To(log7-i—  log/'î), 
0  =  To(O,-O,). 

d'où  les  lignes  de  courant  ('). 

P. -S.  —  J'ai  reçu  une  ohservation  relative  à  mon 
Mémoire  Sur  certains  systèmes  orthogonaux  du 
plan.  Il  s'agit  des  surfaces  considérées  par  M.  Laurent. 
Cet  auteur  ne  s'était  pas  préoccupé  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  ces  surfaces.  Comme  le  calcul 
ressemble  à  celui  qui  avait  été  fait  par  Jamet,  j'ai  cru 
devoir  signaler  ce  dernier  calcul.  La  Note  est  peut-être 


(')  .l'adopte  les  notations  du  Cours  de  Physique  que  publie 
M.  U.  Bonasse.  C'est  donc  de  préférence  à  cet  Ouvrage  que  le  lec- 
teur devra  se  reporter  :  Tome  II,  Thermodynamique,  Théorie 
des  ions,  au  paragraphe  257.  Il  pourra  lire  aussi  le  paragraphe  5\î 
du  Torne  V  (Électroptique,  ondes  hertziennes). 
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obscure,  mais  je  n'ai  commis  aucune  erreur  :  Etant 
donnée  une  intégrale  P  de  l'équation  de  Laplace,  il 
lui  correspond  une  fonction  analytique  f  {z)  dont 
le  module  est  la  racine  carrée  de  V invariant  diffé- 
rentiel du  premier  ordre  de  P. 
En  prenant,  en  efl'et, 

on  a,  par  dérivation, 

d'où 

|/(.-)|  =  v/aTp. 

Il  est,  d'ailleurs,  possible  d'obtenir  l'écjuation  très 
rapidement.  Soit  ;  une  fonction  analytique  et  soit  Z  la 
fonction  analytique  définie  par  la  relation 

z  =  e'-  ; 
on  a,  par  définition, 

Z  =  log  |z  I  -!-  .'■  arg.z. 

Des  équations 

AjZ^o,  A2(arg.s)  =  o 

résulte  l'équation  des  surfaces 

A2(l0gl^l)   =0. 

[N=3b] 

\01\EAIX  TYPES  DE  COi\GRLE\CES  LINÉAIRES 
DE  CIIBKHIES  GAUCHES; 

Par  m.  LiciEX  GODEAUX. 


Létude   de   plusieurs   congruences  linéaires   de  cu- 
biques gauches  rencontrées  par  MM.  Stujvaert(')  et 

(  '  )  M.    Stuyvaert,    Cinq    études    de    Géométrie    analytique, 
(Prix  F.  Dernyts).  Gand,  Van  Gœthem,  1908. 
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Veneroni  peut  être  facilitée  par  l'emploi  d'une  trans- 
formation birationnelle  entre  deux  espaces;  en  même 
temps,  on  découvre  d'autres  types  de  congruences 
linéaires  de  cubiques  gauches;  c'est  ce  que  nous  vou- 
lons montrer  dans  cette  Note. 

1.  Soient  S(,  ^2  deux  espaces  linéaires  et  ponctuels 
à  trois  dimensions  superposés  ou  non,  et  dans  le  pre- 
mier de  ces  espaces  une  courbe  gauche  Ci  d'ordre  6 
et  de  genre  3.  On  sait  que  les  surfaces  cubiques  pas- 
sant par  une  telle  courbe  sont  en  nombre  x^  et  que  trois 
de  ces  surfaces  cubiques,  si  elles  ne  font  pas  partie 
d'un  même  faisceau,  se  rencontrent  encore  en  un  point 
unique.  Deux  surfaces  cubiques  se  rencontrent  encore 
suivant  une  cubique  gauche  octosécante  de  la  courbe  C| . 

Cela  étant,  entre  les  oc'  surfaces  cubiques  passant 
par  C,  et  les  pians  de  l'espace  -o,  établissons  une  coUi- 
néalion.  Par  le  fait  même,  on  établit  une  correspon- 
dance birationnelle  entre  les  deux  espaces  S),  So-  ^  "ii 
point  commun  à  trois  plans  de  So  o^^  fait  correspondre 
le  point  commun  aux  trois  surfaces  cubiques  corres- 
pondantes dans  S|,  et  inversement. 

Au\  points  d'une  droite  de  ïo  correspondent  les 
points  d'une  cubique  gauche  de  Sj,  donc  aux  points 
d'un  plan  de  S,  correspondent  les  points  d'une  surface 
cubique  de  So.  De  même,  on  voit  qu'aux  points  d'une 
droite  de  S,  correspondent  les  points  d'une  cubique 
gauche  de  So* 

Les  oc^  surfaces  cubiques  de  So  correspondantes  aux 
plans  de  I(  passent  par  une  courbe  gauche  C2  du 
sixième  ordre  et  de  genre  3  ;  les  oc'  cubiques  gauches 
correspondantes  au\  droites  de  I,  s'appuient  huit  fois 
sur  Co. 

A  un  point  d'une  courbe  C  correspondent  dans  l'autre 
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espace  les  points  dune  droite,  car  la  courbe  C  de  cet 
espace  est  simple  sur  la  surface  cubique  transformée 
dun  plan  du  premier  espace.  Ces  droites  engendrent 
une  surface  du  huitième  ordre,  car  la  transformée  dune 
droite  quelconque  d'un  espace  est  une  cubic[ue  gauche 
octosécante  de  la  courbe  (]  de  l'autre  espace. 

Soient  A  un  point  de  C( ,  a  la  droite  de  So  qui  corres- 
pond à  A.  Aux  X-  droites  passant  par  A  correspondent 
X-  cubiques  gauches  dégénérées  en  une  droite  fixe  a  et 
une  conique  mobile  ;  le  nombre  de  ces  conicpies  étant  x-, 
elles  ne  peuvent  sappuver  quau  plus  en  cinq  points 
surCo,  et  par  conséquent  a  est  une  Irisécanle  de  C2. 

Ainsi,  aux  points  d'une  courbe  C  correspondent  les 
trisécantes  de  l'autre. 

La  transformation  que  nous  venons  de  définir  a  été 
étudiée  par  Cavley  (*),  Cremona  (")  et  par  MM.  Lo- 
ria  (3  ),  Nœther  (M  et  R.  Sturm  (•'). 

2.   On   obtient  aisément  l'expression   analvlicpie  de 

f  '  )  On  the  rational  transformation  beween  two  spaces  (  Pro- 
ceeding  of  the  London  Mathematical  Society,  t.  III.  1870,  p,  i-i-j- 
180.  —  On  the  transformation  of  unicursal  surfaces  {Math.  Ann., 
t.  IIK  1871,  p.  469-474). 

(^)  Mélanges  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  troisième 
ordre  {Journal  de  Crelle,  t.  68.  1868,  p.  72-75).  —  Sulle  tras- 
formazioni  razionali  nello  spazio  {Bendiconti  del  R.  Ist.  Lomb., 
t.  IV,  1871,  2'  série,  p.  269-279  et  3i5-324).  —  Sulle  trasforma- 
zioni  razionali  nello  spazio  {Annali  di  Malematica,  t.  V.  1871, 
2'  série,  p.  i32-i62  ;. 

{^)  Le  trasformazioni  razionali  dello  spazio  determinate  da 
una  superficie  générale  di  terzo  ordine  {Attidi  Torino,  t.  XXVI. 
1890,  p.  275). 

(*)  Ueber  die  eindeutigen  Raumtransformationen  insbeson- 
dere  in  ihrer  Annendung  auf  Abbildung  algebraischer  Flàchen 
{Math.  Annalen,  t.  III,  1871,  p.  552-556). 

(  *  )  Ueber  diejenigen  Cremonaschen  Verwandschaften  bei  denen 
den  Ebenen  des  einen  Baumes  allgemeine  Flàchen  3.  Ordnung 
andern  entsprechen  {Jalir.  der  D.  Math.  Vereinigung,  t.  XIV. 
1905.  p.  18-24 ). 
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la  transformation.  Soient  X| .  Xo,  x^^  x^  les  coordonnées 
homogènes  courantes  de   l'espace  S,;  y,,  y^^  J)'3.  y.; 
celles  de  l'espace  lEo- 
Soient 


«<,     «. 


'^.f:     ^ii     b%\ 


d.i,     d'^,     d'x 


des  formes  quaternaires  linéaires  en  {x).   Leur  égalité 
à  zéro  nous  donnera  douze  pians  quelconques  de  S,. 
La  sextique  Ci  a  pour  équations  (') 

.1-  l'.c  C.c  d,- 
'X  "X  ^x  "j; 
X      ^.t      ^x      ^x 

Une  surface  cubique  circonscrite  à  la  courbe  C|  est 
re|)résentée  pour  Tévanouissement  du  déterminant 


(i) 


>-l 

>-2 

A3 

>>4 

«or 

bx 

C.C 

^.r 

a'x 

b'x 

c; 

^x 

a" 

b"r 

C"r 

^; 

Si 


Vlfl-^V-ifi^  V3y^-r-V:,y;=  o 


est  l'équation  d'un  plan  quelconque  de  Sj,  la  collinéa- 
lion  entre  les  plans  de  cet  espace  et  les  surfaces  (i)  peut 
être  représentée  par 

vi'.  ^i'.  '•;!  :  Ci  =  A,  :  À2  :  >.:,  :  X4. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  de  la  transfornia- 
lioii  sont 


Ji  :  ^2  :  j-3  :  y^* 

bx  t-.i  dx 
bx  c'x  d'x 
b'r     c'I     d'I 


Cx  d,c  a., 
Cx  d'j,  a'i 
cl     d"r     a'' 


d.c 

«.f 

ba: 

«X 

bx 

c. 

d'x 

a'x 

b'x 

a'x 

bx 

c 

d-r 

«.'r 

b'x 

a'x 

b" 

c 

'  )  Stuyvaeut,  loc.  cit. 
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3.  Aux  x^  droites  d'une  congruence  G  de  lo  corres- 
pondent dans  ^,  les  cubiques  gauches  d'une  con- 
gruence 0  possédant  la  sexlique  G,  comme  courbe 
octosingulière.  Ainsi  l'étude  d'une  telle  congruence 
de  cubiques  gauches  se  trouve  ramenée  à  celle  d'une 
congruence  de  droites. 

Supposons  que  la  congruence  G  considérée  dans  Sj 
soit  d'ordre  m  et  de  classe  n.  La  congruence  0  de  cu- 
biques gauches  correspondantes  dans  S,  est  d'ordre  m  (') 
et  de  classe  égale  au  nombre  de  droites  de  G  s'appuyant 
deux  fois  sur  une  cubique  gauche,  donc  m  -i-  3/j. 

A  l'aide  de  la  transformation,  on  établit  aisément  les 
théorèmes  suivants  : 

Les  cubiques  gauches  de  0  qui  s' appuient  sur  une 
courbe  d'ordre  [jl  et  sur  une  courbe  d'ordre  u'  sont 
au  nombre  de  (^y.^ (^m  -\-  n). 

Les  cubiques  gauches  de  0  qui  s'appuient  deux 
fois  sur  une  courbe  d'ordre  a  et  de  genre  p  sont  au 
nombre  de 


|-(3^-0(^3u-.)_^-j^^^ 


D  .u  (  3  a  —  ^^ 
— ! n. 


Les  surfaces  engendrées  par  oc'  cubicjues  de  0  ont 
toutes  les  caractères  Pg^=  o  et  Pa^o. 

La  sextique  G,  est  singulière  (-)  d'ordre  3{m  -\-n). 

A.   Examinons  spécialement  le  cas  /?i  =  i . 
Les  congruences   de  droites    d'ordre    i    peuvent    se 
partager  en  trois  types  : 


(')  L'ordre  d'une  congruence  de  courbe  est  le  nombre  de  courbes, 
passant  par  un  point,  et  la  classe  le  nombre  de  courbes  ay;int  une 
bisécante  fixe. 

(-)  Une  courbe  est  singulière  d'ordre  p  si  les  courbes  de  la  con- 
gruence passant  par  un  point  de  cette  courbe  engendrent  une  sur- 
face d'ordre  p. 
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a.   Gerhe  de  rayons  (classe  zéro). 

h.  Système  des  bisécantes  de  la  cubique  gauche 
(classe  3). 

c.  Ensemble  des  droites  s' appuyant  sur  une  courbe 
d'ordre  n  et  sur  une  droite  (n  —  i)  fois  sécante  de 
la  courbe  (classe  n). 

On  obtient  trois  types  de  congruences  de  cubiques 
gauches,  à  savoir  : 

a.  Congruence  des  cubiques  gauches  passant  par  un 
point  fixe  et  s'appuvant  huit  fois  sur  une  sextique  gauche 
de  genre  3  singulière  d'ordre  3.  Cette  congruence  est 
aussi  de  la  première  classe. 

MM.  Stuvvaert  (')  el  Veneroni  (-)  ont  rencontré  ce 
tjpe,  et  M.  Slujvaert  (3)  l'a  étudié. 

b.  Congruence  des  cubiques  gauches  possédant 
une  sextique  de  genre  3  octosingulière  d'ordre  12 
et  une  courbe  unicursale  d'ordre  9  bisingulière 
d'ordre  6  et  s' appuyant  vingt-quatre  fois  sur 
la  sextique  singulière.  La  congruence  est  de  la 
dixième  classe. 

c.  Congruence  formée  pour  les  cubiques  gauches 
possédant  une  sextique  de  genre  3  octosingulière 
d'ordre  3(i  +  /î),  une  cubique  gauche  singulière 
d'ordre  "in  s' appuyant  huit  fois  sur  la  sextique  et 
une  courbe  d'ordre  3n  singulière  d'ordre  3  s'ap- 


(')  Loc.  cit.  —  Congruences  linéaires  de  cubiques  gauches 
(  Comptes  rendus,  novenilire  igoS). —  Congruences  de  triangles  et 
autres  variétés  algébriques  annulant  des  matrices  {Journal  de 
Crelle,  1907,  Band  13'2,  p.  i32). 

(^)  Sopra  alcuni  sistemi  cli  cubiche  gobbe  {Hendiconti  di 
Palermo.  t.  XVI,  1902). 

(  '  )  Une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches  (  Dut.  de 
l'Acad.  n.  de  Belgique,  1907). 

Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  I\.  (Juin  1909.)  IQ 
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puyont  Sn  fois  sur  la  sextique  et  {n  —  i)  fois  sur  la 
cubique.  La  classe  est  égale  à  3(i  +  n). 

Pour  n  =  I  on  retrouve  une  congruence  de  M.  Stuv- 
vaerl  (M. 

L'étude  de  ces  congruences  ne  présente  plus  aucune 
difficulté  {-). 


[Rlb] 

THEOREME  SIR  LA  ROTATIOX  DL\E  PLAOIE  PLA\E 
DA\S  S0\  PLAX; 

Par  m.  a.   ROGOFF. 


Si  une  plaque  plane,  de  forme  quelconque,  se  nient 
dans  un  plan  fixe,  en  tournant  autour  d'un  point  fixe  O 
du  plan,  les  quantités  de  mouvement  des  divers  points 
de  la  plaque  forment  un  système  de  vecteurs  équiva- 
lents à  un  vecteur  unique  porté  par  une  droite  I) 
invariablement  liée  à  la  plaque. 

En  eftet.  prenons  un  système  d'axes  rectangulaires 
Ox  et  Oy  invariablement  liés  à  la  plaque,  Taxe  Ox 
étant  la  droite  OG  joignant  l'origine  fixe  O  au  centre 
de  gravité  G;  appelons  M  la  masse  totale  de  la  plaque, 
ç  l'abscisse  du  centre  de  gravité.  Soit  w  la  vitesse  angu- 
laire ;  un  point  m  de  la  plaque,  de  coordonnées  x  et  j', 
a  une   quantité  de    mouvement   niv    avant   pour  pro- 

C)  Loc.  cit. 

(^)  Récemment,  M.  J.  de  Vries  a  étudié,  au  mojen  d'un  cas  parti- 
culier de  la  transformation,  la  gerbe  des  cubiques  gauches  par  cinq 
points  {Verslagen  van  de  W.  Ak.,  Amsterdam,  1908).  L'article 
de  M.  de  Vries  m'a  été  aimablement  communiqué  par  M.  Stuyvaert, 
que  j'avais  mis  au  courant  de  me»  rechercties  et  qui  a  lui-même 
rencontré  la  transformation  générale  en  poursuivant  ses  études  sur 
les  figures  représentées  par  des  matrices  de  forme. 
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jection  sur  les  axes 

et  pour  moment  par  rapport  à  O 

N/..  =  rn<M{x''-->ry-). 

La  somme  géométrique  des  quantités  de  mouvement 

est  donc 

X  =  S  X/i  =  — •  o)  S  niy  =  o, 
Y  =  ZY/,  =       wS/na:  =  wMt, 

et  le  moment  résultant  de  ces  quantités  est 
N  =  S  X/,  =  w  S  m  (572  -}- j2  )  =  O)  M X:2, 

MA-  désignant  le  moment  d'inertie  de  la  plaque   par 

rapjjort  à  O. 

Le  système  de  vecteurs,   formé  par  les  quantités  de 

mouvement,  est  donc  équivalent  à  un  vecteur  unique  R 

de  projection 

X  =  o,         Y  =  toMi, 

appliqué  en  un  point  Xq,  j'q,  dont  on  obtient  le  lieu 
en  écrivant  que  le  moment  de  R  par  rapport  à  O  estN  : 

^TotoM^  =  w-M  A-2, 
ou 

(l)  ^0?=A-2. 

Le  vecteur  R  est  donc  dirigé  suivant  une  droite  fixe  D 
perpendiculaire  à  OG,  du  même  côté  de  O  que  G, 
rencontrant  OG  en  un  point  O',  qui  est  lié  à  O  par  la 
même  relation  que  Taxe  d'oscillation  à  l'axe  de  suspen- 
sion dans  le  pendule  composé. 

Réciproquement,  si  dans  le  glissement  d'une  placjue 
sur  un  plan  fixe,  les  quantités  de  mouvement  sont 
écjuivalentes  à  un  vecteur  unique  porté  par  une  droite 
invariablement  liée  à  la  plaque,  le  centre  instantané  de 
rotation  est  fixé  sur  la  plaque,  et  la  plaque  tourne  autour 
d'un  point  fixe. 
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AGRÉGATIOX   DES    SCIEXCES    MATHÉMATIOIIES    (COXCOIRS 
DE  1907).  COMPOSiriOX  SIR  LA  MÉCAXIOIE. 

Solution  par  un  Correspondant. 


Un  corps  de  résolution  S  homogène  pesant,  ana- 
logue à  une  toupie,  repose  par  une  pointe  S  sur  un 
plan  horizontal  fixe  H;  la  pointe  glisse  sans  frot- 
tement sur  ce  plan;  le  système  n'est  assujetti  à 
aucune  autre  liaison  et  il  n'est  soumis  qu'à  l'action 
de  la  pesanteur. 

On  désigne  par  G  le  centre  de  gras^ité  de  Z  et  par 
l  la  distance  SG;  on  définit  le  mouvement  du  corps 
par  la  variation  des  angles  d' Euler  0,  -J/,  es  qui  sont 
respectivement  V angle  de  SG  avec  la  verticale  ascen- 
dante, l'angle  de  précession  et  l'angle  de  rotation 
propre;  on  désigne  par  r.  q.  p  les  composantes  de  la 
rotation  instantanée  suivant  l'axe,  l'horizontale 
pejpendiculaire  à  l'axe  et  une  perpendiculaire 
commune  à  ces  deux  droites,  par  'j.  et  'j!  les  moments 
de  rotation  par  rapport  à  l'axe  et  à  la  verticale  du 
point  G. 

1°  Ecrire  les  équations  du  mouvement  de  2.  En 
supposant  qu'au  début  du  mouvement  la  dérivée 
de  H  par  rapport  au  temps  est  nulle,  à  quelle  con- 
dition doivent  satisfaire  les  données  initiales  pour 
que  h  conserve  indéfiniment  une  valeur  constante? 

2°  Application  numérique.  —  On  suppose  que  le 
corps  -  a  toute  sa  masse  concentrée  sur  une  circon- 
férence homogène  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
à  Vaxe;  le  centre  G  sur  l'axe  et  le  rayon  égal  à 
io'^'";  la  distance  SG  ou  l  est  égale  à  ao"^""  et  Vinten- 


I 
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site  g  de  la  pesanteur  est  prise  égale  à  980  C .  G.  S. 
La  position  initiale  de  l'axe  SG  est  inclinée  sur  la 
verticale  de  V angle  ^'>  et  le  mouvement  initial  est 
le  mouvement  résultant  de  deux  rotations,  V une 
autour  d' un  axe  vertical  passant  par  G  avec  une 
vitesse  angulaire  correspondant  à  n  tours  par  se- 
conde, l'autre  autour  de  l'axe  SG  avec  une  vitesse 
angulaire  correspondant  à  5o  tours  par  seconde. 
On  demande  de  calculer  la  valeur  numérique  qu'il 
faut  attribuer  à  n  pour  que  0  conserve  indéfiniment 
la  même  valeur  qu'à  l'instant  initial. 

3°  Le  corps  S  et  les  données  initiales  sont  supposés 
quelconques,  tels  cependant  que  le  point  G  se  dé- 
place suivant  une  verticale  et  que  la  pointe  S  repose 
constamment  sur  le  plan  H.  A  un  certain  moment 
on  approche  de  S  une  droite  rigide  D  qu'on  main- 
tient fixe,  et  cette  droite  D  est  choquée  par  le  corps  S 
à  la  manière  des  corps  élastiques;  on  suppose  qu'au 
moment  du  choc  la  droite  D  est  perpendiculaire  au 
plan  vertical  contenant  SG,  et  l'on  désigne  par  c  sa 
cote  au-dessus  du  plan  H  ;  on  l'écarté  après  le  choc 
de  façon  que  le  mouvement  ultérieur  de  S  ne  soit 
pas  gêné. 

SiMf  et  Mo  sont  les  mouvements  du  corps  S  avant 
et  après  le  choc,  démontrer  que  les  limites  entre 
lesquelles  varie  0  sont  plus  étroites  dans  M2  que 
dans  M,.  Cette  conclusion  subsisterait-elle  encore 
dans  le  cas  où  l'élasticité  des  corps  choquants  serait 
imparfaite  ? 

4"  On  suppose  que  l'élasticité  est  parfaite,  et  Von 
donne  le  mouvement  M,  ;  peut-on  choisir  l'angle  0 
que  fait .,  au  moment  du  choc,  l'axe  SG  avec  la  ver- 
ticale pour  que  cet  angle  reste  ensuite  constant 
penlant  le  mouvement  AL  ?    Quelles  devront  être 
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les  autres  circonstances  du  choc?  Indiquer,  en  par- 
ticulier, suivant  quelles  lignes  pourra  s  exercer  la 
percussion  produite  par  le  choc  au  point  de  contact 
de  D  et  de  S,  et  en  déduire  les  positions  qu'on  peut 
attribuer  à  la  droite  D. 

5°  On  considère  dans  ce  cpii  suit  le  cas  oii  le 
corps  ^  comprend  une  tige  injiniment  mince  dirigée 
suivant  son  axe  et  où  le  choc  se  fait  en  un  [joint  de 
cette  ligne  dans  les  conditions  du  4";  montrer  qu^iL 
existe,  en  général,  deux  positions  possibles  D',  D" 
de  la  droite  D,  et  déterminer  ces  positions.  En  sup- 
posant qu^on  ait  effectué,  lorsque  D  occupe  la  posi- 
tion D',  le  calcul  des  percussions  au  moment  du  choc, 
et  des  éléments  du  mouvement  M2,  quelles  modifica-^ 
tions  faudrait-il  apporter  aux  résultats  de  ce  calcul 
lorscju'on  fait  occuper  à  la  droite  D  Vautre  posi- 
tion D""! 

6"  Comment  doivent  être  choisies  les  circonstances 
du  mouvement  M,  au  moment  du  choc  pour  que 
Vune  des  positions  D'  ou  D"  soit  dans  le  plan  H? 
Montrer  que,  si  l'on  place  D  dans  l'autre  position, 
le  choc  ne  produit  aucune  percussion  sur  la  pointe  S. 
La  distribution  des  masses  de  S  peut-elle  être  telle 
que  celte  circonstance  ne  se  produise  pour  aucun 
mouvement  M,  ? 

y"  Dans  les  conditions  générales  énoncées  au  5", 
discuter  le  nombre  et  la  position  de  celles  des  droites 
D'  ou  D"  pour  lesquelles  le  choc  n'a  pas  pour  effet 
de  soulever  la  pointe  S;  examiner  séparément  le 
cas  oii,  au  moment  du  choc,  l'axe  du  corps  -  dans  le 
mouvement  M,  s'approche  de  la  verticale,  et  le  cas 
ail  il  s'en  éloigne. 

I.   Désignons  par  Oçt,^  un  trièdre  fixe  dans  lespace^ 
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le  sommet  de  ce  trièdre  étant  dans  le  plan  horizontal  H, 
et  1  arête  O^  étant  dirigée  suivant  la  verticale  ascen- 
dante. Désignons  de  même  par  d  Çi'/-, ,^,  un  deuxième 
trièdie  parallèle  au  premier,  Tarète  0(  ^i  passant  cons- 
tamment par  le  centre  de  gravité  G,  et  le  sommet  O) 
étant  la  projection  de  ce  centre  sur  le  plan  H;  enfin 
désignons  par  Qxyz  un  trièdre  lié  au  corps,  ayant  pour 
sommet  le  |)oint  G,  Tarête  Gz  ayant  la  même  direc- 
tion que  Taxe  de  révolution  SG. 

D'après  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de 
gravité,  le  trièdre  OjÇiT,,^,  est  au  repos,  ou  est  animé 
d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme; 
le  mouvement  du  corps  par  rapport  à  ce  trièdre  est 
complètement  défini  par  la  variation,  en  fonction  du 
temps,  des  angles  d'Euler  'i,  0,  -b,  car  la  cote  du  point  G 
est  constamment  égale  à 

r  r^  /coso. 

et  le  mouvement  de  ce  point  G  sur  G,  Z^  est  déterminé 
par  la  variation  de  0. 

Avec  les  notations  habituelles,  et  en  désignant  par  [j. 
et  ja'  les  moments  de  rotation  de  ï  par  rapport  à  G5  el 
à  OjH),  le  théorème  du  moment  cinétique  |)ar  rapport 
à  l'une  et  à  lautre  de  ces  droites  donne  les  deux  inté- 
grales 

G/'  =  G/'o  =  [x. 

A  -y  siii-  0  -{-  ji.  cosO  =  [ji'  ; 
enfin  le  théorème  des  forces  vives  donne  linlégrale 

qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

(i)  M^'^-f- A('y2sin2  0-^0-^)  =_2M^r-^/i. 

Si  l'on  pose 

cosO  —  u,         1  =  lu, 
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et  si  l'on  élimine  'V  enlre  la  deuxième  et  la  troisième 
des  intégrales  précédentes,  on  obtient  pour  déterminer  u 
l'équation  différentielle 

i    [A  ^  M/2,i_a2)]M'2 
^^'  i       ={h  —  i.}\gla){\  —  u^)—^{-j.'—u.uy-; 

lorsque  u  est   connu.  6  et   cp  sont   déterminés   par  les 

équations 

A (  I  —  u-  » 'l'  =  'jl'  —  a  w, 


ro 


—  u'L'. 


La  discussion  des  circonstances  du  mouvement  sui- 
vant les  données  initiales  se  ramène  à  l'étude  des  ra- 
cines du  polvnome  qui  forme  le  second  membre  de 
l'équation  (2),  polvnome  que  nous  désignerons  par 
/{u);  cette  étude  est  classique,  et  nous  n'examine- 
rons que  le  cas  particulier  où  h  garde  une  valeur  con- 
stante ^0  pendant  le  mouvement,  la  valeur  initiale  de  8' 
étant  nulle;  nous  appellerons  Uq  la  valeur  de  cos  Oq. 

La  constante  h  est  alors  fournie  par  l'équation 

f(Uo)=  o\ 

lorsque  h  est  remplacée  par  la  valeur  ainsi  trouvée, 
l'équation  y  (//)  =  o  admet  la  racine  Wq  !  pour  que  0 
reste  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  Uq  soit  racine 
double,  ou  que  f  (uq)  soit  nul,   c"est-à-dire  qu'on  ait 

—  Utj{h  —  aM^/^u)  —  M^'/(i  —  ul)  —  ^(  •/ —  a«o)  =  o. 

Si  nous  remplaçons  h  par  sa  valeur,  ce  qui  revient  à 
éliminer  h  —  2^1glU(,  entre  léquation  f[  Mo)  ^  o  et  la 
précédente,  nous  obtenons  la  relation  suivante  : 

(  3  )         (  li.'  —  [JL  uo  )  (  [J-  —  .u'  «0  )  —  -^I S'^  -^  ^  '  —  "0  )"  =  o  ; 

à  la  notation  près,  cest  la  condition  à  laquelle  doivent 
satisfaire  les  données  ^05  'fé-  'fo-  qui?  jointes  à  Oj,  =  o, 
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donnent  un  mouvement  dans  lequel  9  reste  constant; 
ces  conditions  sont  du  reste  suffisantes;  -b  et  C3  varient 
alors  proportionnellement  au  temps. 

II.  Application  numérique.  —  La  vitesse  angu- 
laire du  corps  autour  de  G^  est  égale  à  'j',  et  sa  vitesse 
angulaire  autour  de  GÇi  est  égale  à  'l' ;  la  vitesse  ins- 
tantanée de  rotation,  résultante  des  deux  précédentes, 
a  pour  projection  sur  Gz  à  chaque  instant  la  quantité 
r  =  cp' = 'V  «  ;  il  en  résulte  que  <j.  et  u.'  ont  les  va- 
leurs 

u  =  Gf  cp'-f-  il' u),         [jl'=  IJ.U  -t-  X6'( i  —  u^). 

Si  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  où  u,  -V  et  cp'  gardent 
des  valeurs  constantes  égales  aux  valeurs  initiales, 
l'équation  (3)  doit  être  satisfaite;  en  y  remplaçant 
tjL  et  |j.'  par  leurs  valeurs,  cette  équation  se  décompose 
en  (  I  —  ul)-  =  o  et 

<^;  [Gcp'o  +  (  G  -  A)-};  uo]  -  Mffl  =  0 ; 

c'est  de  cette  dernière  qu'on  tirera  'V^^  quand  les  autres 
quantités  seront  connues. 

Diins  le  cas  indiqué  dans  l'énoncé,  on  a 

G  =  io2M,         A  =  -G=  i  io2M, 

v/3  ,  ,  , 

Uç)=  — ,         Oo  =  ioo7:,  <^^  =  '>.n-, 

et  n  est  donné  par  l'équation 

7l2  /3  «2  _|_  200 ~-n  —  I gG  =  o  : 

ses  deux  racines  sont 

/j,  =  o,ioi3         et         A?  2  =  —  ii('),i52o; 

à  la  |)remière  correspond  un  mouvement  de  précession 
très  lent  dans  le  sens  positif,  à  la  seconde  un  mouve- 


(  2-4  ) 
ment  dans   le  sens  négatif  avec  une  vitesse  du  même 
ordre  de  grandeur  que  celle  de  la  rotation  propre  . 

IIl.  Par  hypothèse,  les  deux  Irièdres  Oi;,r,,^,  et 
i)^'fX  sont,  avant  le  choc,  constamment  confondus; 
nous  supposons  qu'ils  sont  choisis  de  telle  sorte  qu'au 
moment  du  choc  le  plan  Oçu  contienne  l'axe  G z,  ainsi 
que  le  point  de  contact  de  S  avec  la  droite  D;  celle-ci 
est  donc  parallèle  à  Oy^. 

Le  choc  va  produire  sur  le  corps  S  deux  percussions; 
Tune  P  est  appliquée  au  point  de  contact  de  -  et  de  D  ; 
nous  désignerons  par  Q  ce  point,  par  a  et  ^j'-  ses  coor- 
données dans  le  système  O^y,^,  et  par  X,  Z  les  pro- 
jections de  la  percussion  sur  Oç  et  O^,  sa  projection 
sur  Otj  étant  nulle;  l'autre  percussion  P'  est  appliquée 
au  point  de  contact  S  de  S  et  du  plan  H  ;  nous  désigne- 
rons sa  composante  verticale  par  Z', ,  les  deux  autres 
composantes  étant  nulles.  Nous  affecterons  de  lindice  i 
les  données  relatives  au  mouvement  immédiatement 
avant  le  choc,  et  de  l'indice  2  les  mêmes  données  immé- 
diatement après  le  choc. 

Les  composantes  ç',  r^'  de  la  vitesse  du  point  G  sont 
nulles  par  hypothèse  avant  le  choc,  mais  elles  ne  le 
sont  pas  forcément  après  le  choc  ;  le  théorème  du  mou- 
vement du  centre  de  gravité  fournit  les  équations 

si  nous  supposons  que  la  pointe  S  reste  toujours  sut* 
le  plan  horizontal  H,  la  dernière  de  ces  équations  peut 
être  remplacée  par 

—  M/sinO(G^  — e;)  =  Z  +  Z'. 

Nous  joindrons  à  ces  trois  relations  :  1"  celles  qui 
résultent  de  la  considération  du  moment  cinétique  par 
rapport  à  G  c-  et  par  rapport  à  G^,  ;  elles  montrent  que 
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les  constantes  a  et  u'  gardent  la  même  valeur  après  le 
choc,  ou  bien  que  r,  'V  et  es'  ne  changent  pas  au  moment 
du  choc;   2"  celle  qui  résulte  du  théorème  des  forces 
vives,  elle  donne  la  relation 

>I(^^H-;?)  +  A(^2'sin2e24-f)^)+C/-| 
S  M  r,2  +  A  ( -^j^  siii2 6, -t- 0;2) -i- G  r|, 

le  premier  membre  étant  égal  au  second  si  l'élasticilé 
est  parfaite,  et  lui  étant  inférieur  si  elle  est  impar- 
faite. 

Si  nous  nous  reportons  à  J'équation  (i),  qui  permet 
de  calculer  la  constante  h  à  l'aide  des  données  du  mou- 
vement relatives  à  l'instant  du  choc,  nous  vovons  que 
sa  valeur  h^  après  le  choc  est  inférieure  à  sa  valeur 
primitive  /«,,  car  on  a 

Si  alors  nous  calculons  le  second  membre  /{u)  de 
l'équation  (2)  d'une  part  avant  le  choc,  d'autre  part 
après  le  choc,  et  si  nous  désignons  par/,  («)  el /^{u) 
les  polynômes  obtenus,  nous  avons 

Soit  alors  m,  la  valeur  de  ?/.=  cos  G  au  moment  du  choc, 
soient  t^,  et  (v,  les  racines  de/,  (m)  qui  comprennent 
«1,  et  soient  Ç2  et  iV2  les  racines  de  fii^f)  tj^i  com- 
prennent ce  même  nombre  W(  ;  r,  et  Wt  senties  cosinus 
des  angles  entre  lesquels  varie  0  dans  le  mouvement  M(, 
et,  de  la  même  manière,  ç^  et  W2  sont  les  cosinus  des 
angles  entre  lesquels  varie  9  dans  le  mouvement  Mj. 
Le  nombre  11,  rend  positifsy,  et /"o  5  'es  nombres  r,  et 
iVf  qui  annulent/,  rendent/o  négatif,  d'après  l'égalité 
précédente  et  d'après  la  remarque  que  /u  —  /'i  est  né- 
gatif; il  en  résulte  qu'on  a 

^1  <  ''2<  "i<  i»'2<  <«'i  ; 
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par  suite,    les   limites  entre   lesquelles  varie  B  dans  le 
mouvement  Mo  sont  plus  étroites  que  dans  le  mouve- 
ment M,,  ce  que  nous  voulions  établir. 

IV.  Lorsque  l'élasticité  est  parfaite,  la  demi-force 
vive  du  système  est  conservée,  et  les  inégalités  que 
nous  avons  écrites  précédemment  se  changent  en  éga- 
lités; nous  en  déduisons,  en  supposant  toujours  que 
la  pointe  S  reste  dans  le  plan  horizontal  et  en  rempla- 
çant ^',   et  ^^  par  leurs  valeurs,  l'égalité 

M  t',2  -+-  (  A  +  M  /2  sin2 0 )  (6,2  _  O'jS)  =  o. 

Nous  ne  nous  sommes  pas  servis  jusqu'à  présent  de 
l'équation  des  moments  par  l'apport  à  un  axe  perpen- 
diculaire au  plan  Gz^;  nous  allons  utiliser  celle  qu'on 
obtient  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  un  axe 
passant  par  G  et  parallèle  à  Or,  ;  elle  s'écrit 

(y  — /cosOitX  — aZ^  /Z'sinei=  A(6;  — 0',). 

Cela  posé,  pour  que  l'angle  0  garde  après  le  choc  la 
valeur  6)  qu'il  a  au  moment  du  choc,  il  faut  d'abord 
que  cos8,  ou  w,  satisfasse,  en  même  temps  que  [jl  et  [j.', 
à  la  relation  analogue  à  (3),  c'est-à-dire  qu'on  ait 

(  ;jl' —  [jLUi  )  (  [JL  —  \J-'  iii)  —  M^/A(i  —  u])'^  =  o; 

il  faut  en  outre  que  8,',  soit  nul;  ces  conditions  sont  du 
reste  suffisantes.  Si  nous  transportons  la  condition 
6!,  =  o  dans  les  équations  relatives  au  choc,  elles  de- 
viennent 

(4)  X^Mi,. 

(3)  Z  ^Z'=  iM/sinOiO;. 

(6  )  (  Y  —  /  cos  e,  )  X  —  a  Z  +  /Z'  sin  0,  =  —  A  0\ , 

(7)  Mfj^  — (  A  +  .M/2  sin20i)6r  =  o. 

A  ces  quatre  équations,  nous  devons  ajouter  la  rela- 
tion qui  exprime  que  les  coordonnées  a,  y  du  point  Q 
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satisfont  à  l'équation  de  la  méridienne  de  la  surface  S, 
telle  qu'elle  est  fixée  au  moment  du  choc  par  la  valeur  ;/, , 
et  de  plus  la  relation  qui  exprime  que  la  percussion  P 
est  normale  à  cette  méridienne;  nous  aurons  ainsi 
six  équalions  entre  les  sept  variables  f)', ,  ç',,  a.  "',  X, 
Z,  Z';  nous  pourrons  donc  en  général  fixer  arbitraire- 
ment l'une  d'elles;  nous  choisirons  H\  et  les  autres  se 
trouveront  déterminées. 

L'équation  (7)  donne  d'abord  S'j,  puis  l'équation  (4) 
donne  X;  en  éliminant  TJ  entre  (5)  et  (6),  nous  avons 
ensuite  la  relation 
(y  — /coseoX  — (a-t-/sinOi)Z-^(A4-M/2sin2e,)6'i  =  o, 

que  nous  pouvons  écrire,  en  tenant  compte  de  la  va- 
leur de  X, 

(y-  /cosei±t  /^  -+-  /2si„20j  JX  — (a-^/sinelJZ  =  0. 

Mais   la  droite   suivant  laquelle  s'exerce  la   percus- 
sion P  a  pour  équations 

;  —  '•  _  ^  —  ï . 


o, 


X 


la  relation  précédente  exprime  que  ces  équalions  sont 
satisfaites  par  les  coordonnées 

1  ;  =  —  /sinO,,         T,  =  o, 

(8)  ■  /Â " 

\   Ç=:  /coseizp4/j^-4-/2sin2(Ji; 

par  conséquent,  la  direction  de  la  percussion  P  passe 
par  l'un  ou  l'autre  des  deux  points  déterminés  par  les 
équations  précédentes  (8).  Nous  désignerons  ces  deux 
points  par  I  et  J,  le  premier  correspondant  au  signe  + 
devant  le  radical  entrant  dans  ^;  ils  sont  tous  deux  si- 
tués sur  la  verticale  du  point  S,  et  symétriquement 
placés  par  rapport  au  plan  horizontal  passant  par  G; 
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si  G,    est   le   point  où   ce  plan  coupe   la  verticale  du 
point  S,  et  si  r  est  le  ravon  de  giration  relatif  à  A,  on 
portera  sur  SG, ,  de  part  et  d'autre  de  G, ,  des  segments 

égauN.  à  V  /■-  -t-  GG,,  et  les  extrémités  de  ces  segments 
seront  les  points  I  et  J. 

Ces  points  étant  ainsi  trouvés,  la  solution  delà  ques- 
tion s'achève  de  la  façon  suivante  :  de  chacun  d'eux  on 
abaisse  des  normales  sur  la  méridienne  de  la  surface, 
telle  qu'elle  est  fixée  dans  le  plan  0;C  pai'  la  valeur 
choisie  pour  ^,  ;  le  pied  de  chacune  de  ces  normales 
est  le  point  de  contact  d'une  droite  D  répondant  à  la 
question;  il  v  a  en  général  un  nombre  limité  de  ces 
points,  à  moins  que  la  méridienne  ne  comprenne  un 
ou  plusieurs  arcs  de  cercle  de  centre  I  ou  J.  Lorsque 
a  et  Y  sont  ainsi  déterminés,  on  calcule  les  autres  quan- 
tités ç!, ,  X.  Z,  TJ  par  les  équations 


n;^  =  _GJ.Oi,        X=-M.G,I.O^,       Z  =  X^ ^, 

(9)     '  """^ 

f  Z'=  M.GiG.O'i  — Z, 

où  ^,  ^  désignent  les  coordonnées  de  I,  et  par  des  équa- 
tions analogues  obtenues  en  remplaçant  I  par  J;  les 
valeurs  de  ;.,  et  de  X  relatives  au  point  J  sont  oppo- 
sées à  celles  qui  se  rapportent  au  point  I. 

V.  Examinons  le  cas  particulier  où  le  corps  S  com- 
prend une  tige  mince  dirigée  suivant  GS  ;  les  positions 
D'  et  D"  de  D  s'obtiendront  en  abaissant  de  chacun  des 
points  I  et  J  une  perpendiculaire  surGS;  les  pieds  Q' 
et  Q"  de  ces  perpendiculaires  sont  tels  qu'on  ait 

SQ'=SIcosOi,         SQ'^  SJ  cosOi. 

Le  premier  de  ces  points  existe  toujours,  mais  le 
second  n'existe  que  si  la  cote  du  point  J  est  positive. 
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c'est-à-dire  si  Ton  a 

(10) 


l^  COS2O1  > 


M 


ou  bien,  en  inlroduisanl  le  rajon  de  giration  /•  =  1 /tï' 
si  l'on  a 

cos?.6i  >  — ; 

cette  condition  n'est  jamais  remplie  si  la  répartition 
des  masses  de  S  est  telle  que  /•  soit  supérieur  à  /;  dans 
ce  cas,  la  position  D"  ne  |)eiit  exister  pour  aucun  mou- 
vement M| . 

Si  le  choc  a  lien  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  I  sur  SG,  on  a 


/•^sin'-Oi  O'i, 


-  +  /-^sin-^Oi  0',, 


Ci) 


z  =  :\i 


—  H-  /^sin-O,  tangOiOj, 
Al 


/2sin'-0i     langOie', 


Z'=M(  /cosOi-4/j^ 
=  MSJ  tangOiO'i; 

si  au  contraire  le  choc  a  lieu  au  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  J  sur  SG,  les  valeurs  ^'^,  X,  Z  sont 
opposées  aux  précédentesetZ'ala  valeur  iMSl  tangO,  B', . 

VI,  Pour  que  le  point  de  contact  Q"  soit  confondu 
avec  la  pointe  S,  il  faut  que  J  soit  aussi  confondu  avec 
ce  point,  ou  que  Ion  ait  /^  cos  2O,  =  jrr=  '"^i  <'6  cj"' 
exige,  comme  nous  l'avons  dit,  une  r.'partilion  con- 
venable des  masses  de  S;  si  cela  a  lieu,  on  a 


SI 


;SG, 


et 


SQ'=  'iSGi  cosOi=  'i/cos^Oi^  /-h  j, 
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de  sorte  que  le  point  Q'  est  le  centre  de  percussion 
conjugué  de  S.  Ceci  nous  indique  que  si  l'on  donne  à 
la  droite  D  la  position  D',  la  percussion  est  nulle  sur 
la  pointe  S;  il  est  facile  du  reste  de  le  vérifier  directe- 
ment en  calculant  la  valeur  de  Z'  au  moven  des  équa- 
tions (i  i). 

VII.  Nous  avons  toujours  supposé  que  la  liaison  à 
laquelle  est  soumise  la  pointe  S  est  telle  qu'elle  reste 
dans  le  plan  horizontal  H  ;  nous  allons  chercher  ce  qu'il 
advient  si  la  liaison  consiste  en  un  simple  appui  de 
la  pointe  sur  le  plan,  et  n'empêche  pas  le  corps  de  se 
soulever  au-dessus  du  plan.  Si  la  percussion  Z'  est  po- 
sitive, la  pointe  reste  appuyée  sur  le  plan;  dans  le  cas 
contraire,  elle  est  soulevée;  nous  n'examinerons  pas 
ce  qui  se  passe  ultérieurement. 

De  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  et  en  par- 
ticulier des  Cormules  (i  i),  nous  pouvons  déduire  les 
résultats  suivants  : 

Premier  cas.  —  Les  points  T  et  J  sont  tous  deux 
au-dessus  de  S,  ce  qui  exige  que  l'inégalité  (lo)  soit 
satisfaite;  il  existe  deux  |)Ositions  de  la  droite  D  et 
pour  chacune  d'elles  le  signe  de  Z'  est  celui  de  0',  ;  si 
donc  h\  est  positif,  les  valeurs  de  Z'  sont  positives; 
dans  le  cas  contraire,  elles  sont  négatives. 

Deuxième  cas.  —  L'inégalité  (lo)  n'est  pas  satis- 
faite; le  point  I  seul  convient  à  la  question;  la  valeur 
correspondante  de  Z'  a  le  signe  contraire  à  celui  de 
H\,  puisque  SJ  est  négatif;  si  donc  Ô',  est  positif,  Z'  est 
négatif,  et,  si  9',  est  négatif,  Z'  est  positif. 

En  résumé,  si  l'inégalité  (lo)  est  satisfaite,  la  cpies- 
tion  posée  aura  deux  solutions  lorsque  9',  sera  positif 
et  n'en  aura  pas  lorsqu'il  sera  négatif;  si  l'inégalité  (lo) 
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n'esl  pas  satisfaite,  la  question  aura  une  solution  lorsque 
H\  sera  négatif  et  iven  aura  pas  dans  le  cas  contraire. 


CERTIFICATS  D'ASTROXOMIE. 


Grenoble. 


Épreuve  théoriqie.  —  En  considérant  le  mouvement 
elliptique  du  Soleil  par  rapport  à  la  Terre,  développer 
suivant  les  puissances  de  l'excentricité  : 

L'anomalie  excentrique,  le  rayon  vecteur; 

L'anomalie  ivraie,  la  longitude; 

L'équation  du  centre  et  l'équation  du  temps. 

Epreuve  pratique. —  Calcul  de  l'azimut  du  coucher  d'une 
étoile  et  de  la  durée  de  sa  présence  au-dessus  de  l'horizon, 
en  tenant  compte  de  la  réfraction. 

Données  numériques  . ■ 

cô  =  38°4i' 16".        X  =  45°  i  l'aS". 

Réfraction  à  l'horizon  : 

6  =  33' 47". 

(Novembre  1908.) 

Lille. 

Question  de  Cours.  —  Correction  de  la  réfraction  astro- 
nomique. 

\°  Cas  des  couches  horizontales. 

•1"  Equation  différentielle  de  la  réfraction  dans  le  cas 
général. 

3"  Hypothèse  de  Bouguer.  Intégration. 

4"  Formule  pratique. 

PROHLÈME.  —  i"  Déterminer  la  longitude  d'un  lieu  par 
une  observation  de  hauteur  du  Soleil. 

Ann    de  Mathéinat  ,  !\'  série,  t.  IX.  (Juin  1909.)  20 
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On  donne  : 

o  '         " 

Latitude  de  la  station 43. 19.23,6 

Hauteur  du  centre  du  Soleil '\i  .l'y  .\~  ,^ 

Déclinaison  du  Soleil 19.16.25,4 

Heure  vraie  de  Paris 3''  7'"  i8%5 

La  liauteur  du  Soleil  est  ajjranchie  de  la  réfraction  et 
de  la  parallaxe,  et  l'observation  a  été  faite  après  le  pas- 
sage au  méridien. 

2"  Quelle  serait  l 'erreur  commise  su/-  la  longitude  si  l  on 
avait  commis  une  erreur  de  3o"  sur  la  hauteur  du  Soleil? 

(  No\embre  1908.) 

QuESTlo.N  DE  Coulis.  —  Calcul  de  la  position  d'une  planète 
sur  son  orbite  conformément  au.r  lois  de  Kepler  pour  une 
époque  quelconque.  Eléments  de  l'orbite. 

\°  Etablir  l'équation  de  Kepler 

u  —  e  si  II  u  =  nt. 

■2"  Expression  du  rayon  vecteur  et  de  l'anomalie  vraie  v 
en  fonction  de  l'anomalie  excentrique  u. 

3°  Expression  de  l'anomalie  vraie  par  une  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  croissantes  de  e  et  des  sinus  des 
multiples  de  u. 

PaOBLÈMii:.  —  On  demande  de  calculer  la  longitude  L  et 
la  latitude  géocentriques  d'une  planète  ainsi  que  sa  dis- 
tance à  la  Terre,  connaissant  les  coordonnées  héliocen- 
triques  de  la  planète. 

Application  : 

Longitude /  =121"   7'53",8 

Latitude L  =      3"22'57",4 

Rayon  vecteur..     /■  =0,7185423 

A  la  même  époque,  la  Terre  a  pour  coordonnées  hélio- 
centriques  : 

Longitude /j  =  298"2o'36",  5 

Rayon  vecteur /j  =  i  ,016  232  7 

(Juillet  1908.) 
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Marseille. 

Question  de  Couiis.  —  Exposer  la  méthode  d'Horrebow- 
Talcott  pour  la  détermination  de  la  latitude  d'un  lieu  de 
la  Terre. 

Problèmk.  —  Démontrer  que,  en  un  lieu  donné,  une  étoile 
quelconque,  à  son  lever,  se  déplace  en  azimut  avec  une 
vitesse  indépendante  des  coordonnées  de  l'étoile.  Trouver 
cette  vitesse. 

SOIATION. 

Construisons   le    triangle    ayant    pour  sommets   le   pôle,    le 
zénith  et  l'horizon. 
On  a 

sin-r        sinA 


I             coso 

sin  A=  sin-  coso. 

(') 

cos  A  -—  =  cos  -.  cos  0  ; 
a- 

mais  on  a  aussi 

{•!)               sino  = 

—  coscpcosA,         cosA=  — 

sin  0 

„ 

cos- 

o  =  sin  osin'^  —  coso  coso  cost, 

(3  )  /  ^  sinS  sin  es 

i  coszcoso= -'. 

\  coscp 

portant  cos  A,  cos-:  coso  dans  i'i»,  il  vient 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Épreuve  pratique.  —  La  petite  planète  ^91  ,  Ègine  a 
pour  demi- grand  axe  a  =2,59076,  et  pour  excentricité 
e  =  0,106602. 

Sachant  qu'à  une  certaine  époque  l 'anomalie  vraie  de 
cette  planète  est  égale  à  j'ï",  on  demande  de  calculer, 
pour  cette  époque,  l'anomalie  excentrique  et  le  rayon  vec- 
teur. 
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On  fera  les  calculs  a^'ec  l'approxî/nation  des  Tables 
à  5  décimales. 

(  Novembre  1908.  ) 

•   'ÉpRE^JVE  THÉORIQUE.  —   Calcul  des  longitudes  terrestres 
au  moyen  des  occultations. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  le  volume  d'un  tétraèdre 
OABG,  connaissant  les  longueurs  a,  b,  c  des  trois 
arêtes,  gui  aboutissent  à  un  même  sommet  O,  ainsi  que 
les  angles  a,  p,  ■/  que  ces  arêtes  font  deux  à  deux. 

Données  numériques  : 

m  0       ,       Il 

/r  =  i7,a4t>;  ^  =  75. 27.34,7; 
è=i9,,723;  p  =  82.43.5i,2; 
f'  =    7 ,  n'^'2  ;        T  =  67  •  'J8 .  'J-y ,  9- 

(Novembre  1907.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  Correction  de  parallaxe.  — 
Définition  de  cette  correction. 

Equations  générales. 

Correction  de  parallaxe  dans  les  observations  méri- 
diennes. (On  laisse/a  de  côté  le  cas  de  la  Lune.) 

n.  Problème.  —  Une  planète  et  une  comète  de  masses 
négligeables  se  /neuient  dans  un  même  plan  passant  par 
le  Soleil,  suivant  les  lois  de  Kepler.  La  planète  décrit  un 
cercle  de  rayon  a  et  la  comète  une  parabole  de  distance 

périhélie  —  •  A   l'origine  du  temps,  la  comète  passe  à   son 

périhélie  et  les  anomalies  des  deux  astres  sont  nulles  à  ce 
instant.  On  demande  : 

1"  De  calculer  les  époques  où  la  comète  traverse  l'orbite 
de  la  planète  et  les  positions  de  la  planète  à  ces  époques, 

'i"  De  décrire  le  mouvement  de  la  comète,  vue  de  la  pla- 
nète, pendant  son  passage  à  l'intérieur  de  l'orbite  de  cette 
planète.  On  calculera,  en  particulier,  l'angle  compris 
entre  les  rayons  visuels  apparents  correspondant  aux 
époques  déterminées  dans  la  première  partie  du  problème. 
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Solution. 
II.  La  question  est  sans  difficulté,  en  utilisant  les  relations 

V  =  —  t        (cercle), 


-  tane* — i-tane-  =  — -/         (parabole). 
3  2  '  2  *  ^ 


Épreuve  pratique.  —  Les  coordonnées  moyennes  de 
rétoile  Y  Aigle,  à  la  date  i8oo,o,  sont  : 

Ascension  droite  ....     a  =  ig"" 36"" 44', 94 
Déclinaison o  =  io"8'  12",  7 

On  demande  les  coordonnées  moyennes  de  cette  étoile, 
à  la  date  i855,o. 

Les  constantes  de  la  précession  sont,  pour  la  date  1827,')  : 

/«  =  3^,07134         (en  temps), 
n  =  20",  5882         (en  arc). 

On  admettra  que  les  nombres  donnés  sont  approchés 
à  une  demi-unité  près  du  dernier  ordre  décimal  conservé 
et  l'on  fera  les  calculs  avec  V approximation  stricte  que 
comportent  les  données. 

On  rappelle  aux  candidats  que  les  effets  annuels  de  la 
précession  sur  les  coordonnées  équaloriales  d'un  astre  sont 
représentés  par 

/?i -1- /?  tangî  sin  a         (en  ascension  droite), 
ncosa  (en  déclinaison  I. 

Solution. 

Les  coordonnées  moyennes  à  l'époque  i855,o  sont 

a  =  i9''39'"2i'',6r), 
0  =  io"o'24",  J. 

(Juin  i<)o8.) 
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Montpellier. 

Epreuve  théorique.  —  Déterminer  les  coordonnées  géo- 
graphiques à  terre  et  en  mer. 

Epreuve  pratique.  —  Résoudre  un  triangle  sphérique 
dont  les  angles  sont  : 

A  =  1 1  G"  20'  2"  ; 
B  =  ~'i"  o' ;>•>."; 
C=    70"   7'; 

vérifier  les  résultats  obtenus,  par  l'emploi  de  l'analogie 
des  sin  us . 

(  Novoml)re  1908.  ) 

Epreuve  théorique.  —  Les  différentes  méthodes  pour  la 
détermination  de  la  parallaxe  solaire. 

Épreuve  pratique.  —  in  voyageur  à  terre  se  propose  de 
déterminer  sa  position  au  théodolite.  Il  applique  d'abord 
la  méthode  des  hauteurs  correspondantes  avec  ^3  des  Gé- 
meaux : 

JR  =  7"3(j'"4i%         D  =  28"  14' 56"  B. 

Lors  de  l'observation  faite  à  l'est  du  méridien,  le  chrono- 
mètre réglé  sur  le  temps  sidéral  de  Paiis  marque  i3"i'"  10'  ; 
lo?-s  de  l'observation  symétrique,  il  marque  i4''4i"'^o\  On 
conclut  de  plus  que  l'azimut  de  l'étoile  dans  la  seconde 
observation  est 

A  =  2>"  12' 42". 

Quelles  sont  les  coordonnées  géographiques  de  ce  voya- 
geur ? 

(Juillet  1908.) 

Nancy. 

Epreuve  théorique.  —  On  considère  trois  axes  de  coordon- 
nées ayant  leur  origine  au  centre  T  de  la  Terre  :  T^,  paral- 
lèle à  la  direction  LS  qui  va  du  centre  de  la  Lune  au 
centre  du  Soleil  ;Ty,  mené  perpendiculairement  àTz,  dans 
le  plan  zTP  de  Tz  et  de  l'axe  TP  de  la  Terre,  mais  de 
manière  à  faire  un  angle  aigu  avec  TP.   P  étant  le  pôle 
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boréal  ;  Ta?,  perpendiculaire  au,  plan  yTz,  de  manière  que 
le  trièdre  T:ryz  présente  la  disposition  directe. 

Soit  un  temps  moyen  de  Paris  voisin  du  milieu  d'une 
éclipse  de  Soleil.  Calculer  pour  cette  époque  : 

i"  L'ascension  droite  A\  et  la  déclinaison  (0  de  ta  direc- 
tion  T5; 

1°  Les  coordonnées  x,  y,  z  du  centre  L  de  la  Lune  ; 

3"  Les  coordonnées  ^,  y,,  ^  d'un  lieu  terrestre  M: 

4"  Les  demi-angles  au  sommet  des  cônes  d'ombre  et 
de  pénombre,  ainsi  que  les  rayons  de  leurs  traces  sur  le 
plan  xTy: 

5°  Les  rayons  de  leurs  traces  sur  le  plan  parallèle  au 
plan  x'Yy  mené  par  le  lieu  M  ; 

6"  Les  valeurs  des  ciuatre  dérivées  x  .,  y' .,  ^',  r/  prises  par 
rapport  au  temps. 

Déduire  de  là  l'heure  approximative  d'un  contact  des 
disques  lunaire  et  solaire,  ainsi  que  l'angle  au  pôle  cor- 
respondant. 

On  connaît,  pour  l'époque  considérée  :  les  coordonnées 
équatoriales  do,  ct)  de  la  Lune  et  celles  cl,',  CÔ'  du  Soleil; 
les  distances  r,  r'  de  ces  deux  astres  à  la  Terre:  l'angle 
horaire  II  de  la  direction  Tz  par  rapport  au  premier  mé- 
ridien. 

On  connaît  d'ailleurs  aussi  les  rayons  linéaires  K  et  W 
de  la  Lune  et  du  Soleil,  ainsi  que  les  coordonnées  géo- 
graphiques du  lieu  M  et  sa  distance  p  au  centre  de  la 
Terre. 

lii'KKliVK  PIUTIQUK.  —  A  Paris,  le  x'è  juin  kjoS,  le  temps 
vrai  à  midi  moyen  est  .a3''57"'4'.02  ;  le  lendemain  il  est 
.43"5G"'5i%73. 

Calculer  quelle  est  la  valeur  de  l'angle  horaire  du 
Soleil  vrai  par  rapport  au  méridien  de  Nancy  le  ?,8  Juin 
i<)o8  à  i>''.i8"'8'  du  soir  {heure  légale). 

Sachant  en  outre  que  la  déclinaison  du  Soleil  à  ce  der- 
nier instant  est  à  Nancy  de  23°  17' 17",  calculer  pour  le 
même  instant  l'angle parallacticpie  du  Soleil  vu  de  Nancy. 

Les  coordonnées  géographiques  de  Nancy  sont  : 

L==3"5i',         çp  = -4- 48"  i  i'3i". 

(Juin    ii)i)8.) 
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Éprelve  théorique.  —  I.  Principe  de  la  méthode  des 
moindres  carrés  ;  le  justifier.  Expliquer  la  pratique  de  la 
méthode:  indiquer  un  exemple. 

II.  Détermination  des  six  éléments  elliptiques  d'une  pla- 
nète à  l'aide  de  trois  observations. 

(Octobre  1907.) 


QUESTIONS. 


"H'i'l.  D'un  point  F  quelconque  du  plan  d'une  ellipse  de 
centre  O  on  abaisse  les  quatre  normales  dont  les  pieds  sont 
Ml,  M2,  M3,  M^.  Si  a|,  a.i,  as,  a^  sont  les  angles  que  les  nor- 
males font  avec  le  grand  axe,  et  jii,  ^2,  ^3,  ^4  les  angles  que 
les  droites  0A1|,  O.M2,  O.M3,  O.M;  font  avec  le  même  axe,  on  a 

(tanga,  -1-  tauga2-t-  langaj  -t-  tanga^) 
x(cot    «1 -i- cot    a2 -I- cot    as -+- col    a^) 
=      (tangp,_t-  tang^Bj—  tangJBa-i-  tang!3i) 
x(cot    [il— cot    32-+- cot    fis -i- cot    13^)  =  4- 

(E.-N.  Barisii-n.) 

■^iSS.  Deux  cercles  G  et  C  sont  bitangents  à  une  ellipse  F-, 
le  premier  en  A  et  B,  le  second  en  A'  et  B'.  Montrer  que  les 
tangentes  issues  de  A  au  cercle  C  et  les  tangentes  issues  de 
A'  au  cercle  G  ont  même  longueur.         (E.-N.  Barisien.  ) 


ERKATA  AUX  QUESTIONS  2130  ET  :2131 

(1909,  p.  248). 

Question  !2130.  — A  la  deuxième  ligne  de  l'énoncé,  lire  : 
n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  égal  à  i,  i  ou  3. 

Question  2131.   —  Remplacer   le  dernier  mot  de  l'énoncé 
cercle,  par  ellipse. 
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[C2j] 


SIJR  CERTAINES  QUADRATIRES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Dans  une  JNole  insérée  aux  Nouvelles  Annales 
(1908,  p.  385),  j'ai  cherché  à  donner  Thistorique  de 
diverses  formules  de  cubature.  Des  remarques  de 
M.  d"Ocagne  (1909,  p.  5o)  ont  ramené  mon  attention 
sur  ce  sujet. 

I. 

1.   La  formule  dite  de  Garnis, 
(I)  V  =  ^(B-r-B'+4B''), 

applicable  aux  volumes  des  segments  à  bases  paral- 
lèles pour  lesquels  l'aire  de  la  section  parallèle  aux 
bases  est  exprimée  par  une  fonction  du  second  degré 
de  la  cote  du  plan  sécant, 

est,  bien  entendu,  une  simple  formule  de  quadra- 
ture ;  elle  donne  la  valeur  dune  intégrale  définie  dont 
l'élément  différentiel  est 

{ax^-^  bx  -^  c)  dx, 

ou   faire  comprise  entre    l'axe  des  x,  la  parabole  du 

second  degré 

y  =  ax--\-  bx  -\-  c 

et  deux  ordonnées  déterminées  )'o  et  j'2  • 
(1')  S  =  ^(7o^-4J■l-^rï)• 

>l/)/l.  de  Malliémat.,  4'  série,  t.  IX.  (Juillet  1909.)  21 
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2.  Dans  le  Traité  d^ Analyse  infinitésimale  de 
MM.  Rouelle  et  L-^v}-,  t.  Il,  p.  3 12,  la  formule  (1) 
est  donnée  sous  le  nom  de  règle  des  trois  niveaux  et 
atlribiiée  à  Kepler  :  les  auteurs  n'indiquent  pas  l'Ou- 
vrage de  Ké|jler  où  se  trouve  cette  formule. 

3.  Pour  une  parabole  cubique 

y  =z  ax^^t-  h ,r- ^-  ex  -^  d, 

Newton  a  donné  la  for  mule 

l'intervalle  h  étant  partagé  en  trois  parties  égales. 

Cotes,  en  reproduisant  cette  formule  d'après  New- 
ton [De  Methododifferentiali  Neivioniana),  observe 
qu'une  formule  analogue  existe  pour  une  parabole  de 
degré  quelconque 

y  —  ax"'-i-  6.r"'-'  -f-  ex'"--  — .  .  .. 

l'itilervalle   h  étant    partagé    en   /«    parties    égales;    il 
donne  le  Tableau  suivant  : 

(a)       /»  =  I,        S  =  h 

(3)       m  =  2.       S  = /; 

(y  )      m  =  3,       S  =  h 

90 


.'0  —  i.r 

1  ~*~ 

ra . 

Ko  —  3. Kl 

,^ 

> 

Vz 

4.  Catalan  a  remarqué  que  la  formule  (^)  s'ap- 
plique également  au  cas  m  =  3  (.Youi'elles  Annales, 
1807,  p.  3i2).    La  formule  dite  de  Sarrus  est  donc 
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applicable  si  l'on  a 

Malejx  a  étendu  la  remarque  de  Catalan  :  la  for- 
mule relative  au  cas  m  =  2n  est  également  appli- 
cable au  cas  m=  2/1  -\-  i  [Nouvelles Annales,  1880, 
p.  543). 

M.  d'Ocagne  a  retrouvé  ce  résultat. 

5.  Malevx  ne  s'est  pas  borné  au  cas  où  l'inter- 
valle h  est  partagé  eu  parties  égales  :  il  s'est  proposé 
d'employer  le  nombre  minimum  d'ordonnées,  ou  plu- 
tôt le  nombre  minimum  de  sections,  car  il  consid'ère 
la  question  du  volume. 

Pour  m  =  2  il  faut  au  moins  deux  sections,  et  Ma- 
lejx donne  la  formule  générale 

H-  A 

X  et  \  étant  les  aires  de  deux  sections  faites  par  des 
plans  parallèles  aux  bases,  de  part  et  d'autre  de  la 
section  moyenne,  à  des  distances  du  plan  de  cette 
section  données  par  les  formules 

X        y  ''*      . 

^  ~  "i"  ~  ay/n  ' 

il   fait  en  particulier  ).  =  i .  Si  l'on  fait   À  :=  3.   ce  qui 

donne 

h  h 

X  =  —,  V  —  —j 

2  6 

X  est  l'une  des  bases  et  l'on  obtient  la  formule  qui  se 
trouve  dans  l'Ouvrage  de  M.  llalsled  :  Rational  Geo- 
metry,  et  dont  M.  Cb.  Michel  était  parti  pour  retrou- 
ver la  formule  ci-dessus  avec  A. 
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Pour  m  =  3,  Male}'x  donne  une  formule  générale 
qui  comprend  la  formule  (y)  avec  quatre  sections,  la 
formule  (|3)  avec  trois  sections,  enfin  une  formule  avec 
deux  sections  seulement;  cette  formulé  est 


X  et  Y  étant  les  aires  de  deux  sections  faites  par  des 
plans  ijarallèles  aux  bases,  à  la  distance  — -  du  plan  de 
section  moyenne;  c'est  la  formule  ci-dessus  pour  a  =  i . 

6.  La  formule  (i),  en  ce  qui  concerne  le  volume 
ày\  prismatoïde,  est  due  à  Mascheroni.  M.  Haillecourt 
est  peut-être  le  premier  qui  ait  observé  qu'elle  s'ap- 
plique au  volume  d'un  segment  à  bases  parallèles 
limité  latéralement  par  une  surface  réglée  quelconque  : 
il  démontre  que  l'aire  de  la  section  est  exprimée  par 
une  fonction  du  second  degré  de  la  cote  du  plan  sé- 
cant. Il  donne  1  exemple  que  j'ai  cité  à  tort  comme 
étant  peut-être  nouveau  (p.  386).  La  Note  de  M.  Hail- 
lecourt a  paru,  en  i868,  dans  la  Revue  des  Sociétés 
savantes;  une  autre  ISole  du  même  auteur  sur  le  sujet 
qui  nous  occupe  a  paru,  en  i8-6,  dans  le  même  re- 
cueil. 


7.   Maclaurin  (^Traité  des  fluxions,  n"  848,    1742) 
a  donné  une  formule  d'approximation, 

S  J'o— .V/,!     ,    /7î(jki-^:K2-1-.  .  .-(-,y„,_,  ) 


h         n  m  -^  i  )    '  m^  —  I 

qui  coïncide,  pour  m  =  2  et  pour  m  =  3,  avec  les  for- 
mules ([i)  et  (y). 

La  formule  de  quadrature  de  Thomas  Simpson  s'ob- 
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tient  en  appliquant  la  règle  des  trois  niveaux  à  chaque 
groupe  de  trois  ordonnées  successives. 

IL 

8.   La  formule 

relative  au  volume  du   prismatoïde,  appartient  à  Mas- 
cheroni  ;  elle  a  été  retrouvée  par  M.  K.oppe. 

M.  Haillecourt  a  considéré  le  cas  où  les  polygones 
qui  limitent  les  bases  polygonales  du  prismatoïde  sont 
remplacées  par  deux  courbes,  le  solide  étant  limité  la- 
téralement par  une  surface  développable.  La  lettre  P 
représente  donc  l'aire  enfermée  dans  une  courbe  qu'on 
doit  supposer  tracée  dans  un  plan  parallèle  aux  plans 
des  deux  premières,  et  qui  possède  cette  propriété  : 
M'  et  M"  étant  deux  points  correspondants  des  courbes 
données,  le  point  correspondant  M  de  la  nouvelle 
courbe  est  tel  que  la  tangente  en  M  est  parallèle  aux 
tangentes  en  M'  et  M",  et  que  le  ravon  de  courbure  en 
M  est  égal  à  la  demi-différence  des  rayons  de  courbure 
en  M'  et  M". 

Note.  —  Laxiomede  Cavalieri  donne  immédiatement  ce  résultat 
connu.  Lorsqu'une  droite  glisse  sur  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre,  en  restant  dans  un  plan  parallèle  à  deux  autres  arêtes 
opposées,  cette  droite  engendre  une  surface  qui  divise  le  tétraèdre 
en  deux  parties  équivalentes.  Cette  remarque  est  à  rapprocher  de  la 
formule 

V  =  ^  AB  X  CD  X  [A. 
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[05ia] 

SLR  LES  SURFACES  DE  MO\GE  ET  SIR  L\  CO)IPOSITIO\ 
DE  CALCIL  DIFFEREMIEL  ET  l\TEGRAL  Dl  CO.XCOLRS 
DAGREGATIO.X  (1908). 

Par  m.  Émilk  TURRIÉRE. 


Les  A^oui  elles  Annales  viennent  de  publier  une  so- 
lution de  la  Composition  de  Calcul  dilTérentiel  et  inté- 
gral dAgrégalion  du  dernier  Concours.  Lélude  appro- 
fondie de  ce  problème  et  le  désir  de  le  mettre  sous  une 
forme  canonique  m'ont  conduit  aux  résultats  qui 
suivent.  La  division  en  parties  n'a  aucun  rapport  avec 
celle  du  problème.  Les  lecteurs,  que  l'Agrégation  n'in- 
téresse pas,  n'ont  qu'à  ne  pas  lire  la  j)remière  et  la 
cinquième  partie. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

L  l^a  condition  nécessaire  et  suffisante  |iour  que  la 
courbe  y  =  o  ail  un  contact  du  second  ordre  avec  son 

enveloppe    est  que    les  courbes  y'=  o.  -r^  =  o    aient 

même  tangente  au  point  (ç,  r, ).  Puisque  la  tangente 
joue  un  rôle  dans  la  question,  considérons  tangentiel- 
lement  la  courbe  (C)  :  définissons-la  comme  enveloppe 
de  la  droite  d'équation 

X  co?  ç  -t-  ^  sin  Ci  —  rvT  =  o. 

dans  laquelle  ra  est  une  fonction  de  largument  c;  et  du 
paramètre  a. 

Exprimons  que  les  deux  droites  j^arallèles.  qui  cor- 
respondent  aux  valeurs    a  et   -j.-rch.   du   paramètre» 
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coïncident    aux    infiniment    petits    près    du    troisième 
ordre 

De  ces  relations   résulte  immédiatement  la   relation 


07.  O'C. 


qui  peut  être  substituée  à  la  relation 

ôj_m  _ 

Les  j-e  lai  ions 

,   ,  drs  d^m 

(l)  — -    r=  O,  =  O 

^  ^  c)a  '  07.  Oo 

expriment  rigoureusement  que  la  courbe  (C)  a  un 
contact  du  second  ordre  avec  son  enveloppe. 

Considérons,   en    effet,    l'enveloppe  de   (C)  comme 
enveloppe  de  la  droite 

iFCOScp-Hj^sintp  —  Q  =  o. 

ù  est  la  fonction  de  '^  qui  s'obtient  en  remplaçant,  dans 
w,  le  paramètre  a  par  sa  valeur  en  fonction  de  o  tirée 
de  --^  =  o.  Des  expressions  des  coordonnées  du  centre 

0%  ^ 

de  courbure  dans  le  système  considéré,  il  résulte  qu'il 
tant  que  — — -  et  ^— -  soient  identiques,  en  tenant  compte 

de  -T—  =  o.  -Or,  nous  avons 


d2Q 

d'^m            O'-m    do. 

0- m  f  dot.  \^       dvj  d- 'x  ^ 
ûy.-i   y  do)     '     Ox   f/cp2' 

■  -  .. .  -    — 

-    -1-  2 

r>-i--i 

c'cji-            ôri.  iK  do 

1     (^^ 
et,  en  tenant  compte  de  —  ^  o, 

d-  Q        d-  w         0-  w    d% 
Oo-  Oo-         ()y.  Oo   d^ 


(  ^9^  ) 
Cette  dernière  équation  montre  que  les  équations 

dxn  d-  ra 

— -  =  o,  —  =  o 

d'x  O'x  do 

expriment  rigoureusement  le  contact  du  second  ordre. 
Il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier  l'équivalence  de  ces 
équations  et  de  celles  de  la  méthode  ponctuelle 


D'après  leurs  significations  géométriques,  en  eifet,  m 

do 


et  —ont  pour  expressions 


V^+/?     r.  =  xf,  +  yr,. 


dm 


Le  calcul  donne 

Ces  deux  équations  expriment  l'équivalence  des  ré- 
sultats. 

La  condition  de  contact  du  second  ordre  entre  la 
courbe  (C)  et  son  enveloppe  est  donc  la  compatibilité 
entre  les  équations 

drs  d-w 

c'est-à-dire   la   condition    d'existence   d'une    racine 
double  pour  L'équation  en  z, 

drn 
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Par  exemple,  pour  les  épicycioïdes  d'équation 

TTT  =  A  COS  w(q   cpi  ), 

dans  laquelle  A,  co,  cp,  sont  des  fonctions  de  a,  il  faut 
exprimer  l'existence  d'une  racine  double  pour  une 
équation  du  genre  de  celles  que  l'on  rencontre  dans  la 
théorie  de  la  Diffraction. 

Il  est  encore  commode  de  présenter  le  résultat  sur 
une  forme  géométrique  :  la  condition  est  que  la 
courbe  enveloppe  de  la  droite 

X  C0S9  -+-  Y  suio  =  — - 

passe  par  l'origine  des  coordonnées. 

11  V  a  une  véritable  correspondance  entre  les  familles 
de  courbes  passant  par  l'origine  et  les  familles  de 
courbes  qui  admettent  un  contact  du  second  ordre 
avec  leur  enveloppe. 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  offre  donc 
un  avantage  :  la  condition  est  plus  simple  qu'en  coor- 
données ponctuelles  et  s'interprète  plus  élégamment. 
La  seule  objection  qu'on  puisse  faire  est  que  les 
courbes 

disparaissent.  Mais  est-ce  là  un  inconvénient? 

n.  Par  le  choix  de  l'argument  ©  pour  repérer  la  tan- 
gente, une  seconde  simplification  doit  se  produire, 
puisque  cet  argument  est  invariant  dans  la  trans- 
formation par  liomothétie.  Soient  m^  et  raies  fonctions 
relatives  aux  courbes  (Co)  et  (C).  m  est  donné  par  la 
relation 

771  =  A- TOo -f-  ao  coscp  -t-  ^0  sino, 
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«0,  6o  désignanl  les  coordonnées  du  point  O'.   Expi-i- 
nier  que  l'équation  en  cp 

dm  ,  ,  i       ■ 

—-  =  A-  TOo-H  «0  coscî  -+-  Oq  smti  —  o 

07. 

a  une  racine  double  est  identique   à   chercher  l'enve- 
loppe de  la  droite 

X  coscp  -^y  sino  —  mo=:  o, 
après  avoir  posé 

D'où  la  règle  :  Pour  avoir  la  relation  cli [fV'renlielle 
cherchée,  il  faut  substituer  respectivement  —  ït^  e^ 

—  T^   aux    variables    ponctuelles    dans    Pénuation 
K  ' 

ponctuelle  de  (C,,  ). 

C>'est  là  le  résultat  trouvé  par  le  calcul,  dans  la  mé- 
thode ponctuelle  (').  Pour  la  suite  du  n''  Il  et  pour  le 
n"  m  je  renvoie  à  la  solution  juibliée. 

IV.  Le  cas  de  l'espace  est  identique  à  celui  du  plan. 
La  condition  de  contact  du  second  ordre  d' une  sur- 
face (S)  avec  son  enveloppe  est  que  la  suif  ace  enve- 
loppe du  plan 

dm 

iin  c  =  — 

01 


X  cosç  cos<L  -^  y  cosîp  sin  ^ 


passe  par   Vorigine.    La   surface   (S)  est  considérée 
comme  envelopj^e  du  plan 

X  coso  cos'y'  -^  y  co?9  sin'l»  -f-  5  sin-i  =  tïj(  'i).  'i>  ). 


(  '  )  Le  cas  singulier  où  (  C,,  )  admet  un   point  d'inflexion  ne  doit 
pas  intervenir  en  coordonnées  tangentielies. 
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Pour  le  cas  des   surfaces  (S)   honiolhéliques   à  une 
surface  (-0), 

Tjy  =  A'7TTo-f-  «0  coscp  cos'i  -+•  Ôq  cos  ç  siiî  ']>  -+■  Cq  siiio. 

<^0  ^il  <"o  -j  •  1  ' 

—  rTj)  — yT}    — jT-,    sont  identiques   aux   coordonnées 

(xo,  jKoî  ^0)  clu  point  Mq  de  (Sq)  homologue  du  point 
de  contact  de  (S)  avec  son  enveloppe.  Si  donc  la  repré- 
sentation tangentielle  de  (Sq)  est  valable,  M,,  décrit 
une  courbe  (ses  coordonnées  sont  fonctions  de  a); 
ceci  est  contraire  au  fait  que  Mq  doit  être  quelconque 
sur  (Sq).  Examinons  donc  le  cas  où  (Sq)  est  dévelop- 
pable  ;  cp  et  tli  ne  sont  pas  indépendants.  On  retombe 
alors  sur  un  résultat  identique  à  celui  de  la  méthode 
ponctuelle. 

V.  Soient  OXY  et  oxy  les  axes  fixes  et  les  axes  mo- 
biles ;  a  et  b  les  coordonnées  de  l'origine  mobile.  Des 
formules  de  transformation 

\  =  a  -h  X  cosO  -i-jf'  sinO,  Y  =  b  —  x  sinO  -r  v  cosG 

on  tire 

Q  =  Tr!(!i)  +  «  (<os(9  —  6)  -+-  Z>  sin('^  —  0  ). 

L'argument  <lJ  est  ici  es  —  h  : 

dO         OT75  r/f}         da  ,  ^,  db    . 

dy.         do    dx         dy.  ^  dy 

Introduisons  les  coordonnées  u  et  c  (par  rapport 
aux  axes  mobiles)  du  centre  instantané, 


da  db 

— —  =  a  sm  tj  —  ('  cosi).  — - 

<:/6  f/f) 


u  cosO  -t-  ç  sin  0. 


Il  faut  que  l'équalioti 


(  3oo  ) 
ail  une  racine  double:  celte  équation  est,  après  sup- 
pression  du  racleur  -7-» 

—  u  sine;  -f-  V  coso  —  —  =  o ; 

elle  représente  la  normale  de  (Cq)  par  rapport  aux  axes 
mobiles. 

La  roulette  tnohile  coïncide  donc  avec  la  dévelop- 
pée de  (Co). 

C'est  le  résultat  de  la  méthode  ponctuelle  et  de  la 
Géométrie.  Quant  à  la  courbe  base,  aucune  condition 
ne  lui  est  imposée.  Cependant, />i^«^ae  nous  raison- 
nons en  tangentielles,  il  j  a  lieu  de  se  demander  s'il 
n'y  a  pas  de  singularité  dans  le  cas  où  cette  base  est  une 
droite.  Dans  le  cas  où  la  développée  de  (Co)  roule 
sur  une  droite,  les  courbes  (C)  passent  par  un  point 
fixe  et  touchent  en  ce  point  une  droite  fixe.  Il  n'y  a 
donc  pas  contact  du  second  ordre  avec  l'enveloppe 
dans  ce  cas  singulier,  qui  n'est  pas  signalé  dans 
l'énoncé  ('). 

DEUXIÈME  PARTIE. 

Nous  venons  de  rencontrer  un  déplacement  de  figure 
plane  que  l'on  n'envisage  point  en  Cinématique,  mais 
qu'il  y  a  lieu  de  considérer  :  lorsqu'en  effet  une  courbe 
(C)  située  dans  un  plan  XOY  reste  en  contact  avec  la 
droite  fixe  OX  en  un  point  fixe  O,  la  construction  or- 
dinaire du  centre  instantané  de  rotation  ne  peut  être 
appliquée.  Le  résultat  trouvé  plus  haut  nous  apprend 
que  le  centre  instantané  est  le  centre  de  courbure 
de  (C). 

Pour  démontrer  directement  cette  propriété,  il  con- 
vient de  se  poser  un  problème  intéressant  et  dont  des 

(  '  )  «  Laulre  courl)e  pouvant  être  quelcDiique  ». 


(  3oi   ) 
cas    parliculiers    et  isolés  ont  fait  l'objet  de   diverses 
questions  (  '  ). 

Une  courbe  (C)  du  plan  xoy  reste  en  contact  a<>'ec 
la  droite  fixe  OX  au  point  fixe  O  ;  un  point  A  inva- 
riablement lié  à  cette  courbe  entendre  une  courbe 

Fis.  I. 


(F),  Etudier  la  correspondance  entre    les  courbes 

{C)et{T). 
Soit 


X  coso  -h  y  sincp 


m  =  o 


l'équation  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
la  courbe  (C)  rapportée  à  des  axes  de  son  plan  issus 
du  point  A.  Les  coordonnées  de  A  par  rapport  aux 
axes  (OX,  OY)  sont 


J'  =  ^, 


Si  (C)  est  donnée,  l'équation  de  (F)  s'obtiendra  par 
élimination  de  z>  entre  ces  équations.  Si  (F)  est  donnée 
par  une  équation 


^=/(r)i 


l'équation  de  (C)  sera 


-/ 


dm 


const. 


C)  iV.  A.,  1)59,  973;  M.,  457;  A.  C.  de  187G.  p.  377  et  060. 
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Pour  avoir  des  cas  particuliers  intéressants,  il  suffît 

de  prendre  pour  -  une  dérivée  d'une  fonction  connue 

dey.  On  peut  ainsi  traiter  simplement  les  questions 
rappelées.  J'en  signalerai  une  nouvelle  qui  pourrait 
avoir  des  applications  :  en  ce  qui  concerne,  en  effet, 
certains  canaux,  pour  ouvrir  les  vannes  des  écluses, 
on  fait  passer  une  tige  curviligne,  présentant  une  in- 
flexion, à  travers  une  masse  O  trouée  qui  est  fixée  sur 
la  rive:  la  tige  est  articulée  en  un  point  A  de  la  vanne  : 
le  point  A  décrivant  un  arc  de  circonférence,  la  forme 
à  donner  à  la  tige  est  donc  celle  d'un  arc  de  la  courbe 
(C)  correspondant  au  cas  où  (F)  est  une  circonférence. 
Le  calcul  montre  qu'il  y  a  trois  cas  à  considérer  selon 
les  positions  relatives  du  cercle  (F)  et  de  la  droite  OY. 
Un  cas  intéressant  est  le  cas  intermédiaire  où  (F) 
touche  OY  :  la  courbe  (C)  est  alors  ou  bien  inverse, 
par  rapport  au  pôle  A,  d'une  développante  de  circon- 
férence de  centre  A,  ou  bien  une  courbe  parallèle  à 
celte  inverse  de  développante.  Cette  courbe  (C)  est 
rectitîable  :  il  en  est  ainsi,  plus  généralement,  lorsque 
(F)  est  unicursale. 

La  détermination  du  centre  de  courbure  peut  être 
faite  en  partant  du  résultat  trouvé  pour  le  problème 
précédent.  Nous  connaissons  la  trajectoire  (F)  d'un 
point  A  de  la  figure  mobile;  le  centre  instantané  est 
donc  à  l'intersection  de  OY  avec  la  normale  en  A  à  la 
courbe  (  F  ).  Appliquant  les  résultats  trouvés  pour  les 
expressions  des  coordonnées  de  A,  on  trouve  que  la 
normale  à  (F)  en  A  rencontre  OY  au  point 

X  =  o.  Y  =  cj  H j— -  • 

Vu  l'orientation  de  la  courbe  (G)  par  rapport  aux 
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axes,  le  centre  instantané  est  donc  le  centre  de  cour- 
bure de  (C). 

Aux  points  de  (F)  à  tangentes  parallèles  à  OX  cor- 
respondent des  inflexions  pour  (C);  aux  points  d'inci- 
dence sur  (F)  des  normales  issues  de  O  correspondent 
des  points  de  rebroussement  pour  (C). 

TROISIÈME  PARTIE. 

Il  j  a  lieu  de  se  demander  si  un  déplacement  ana- 
logue, dans  le  cas  de  l'espace,  peut  donner  des  résul- 
tats intéressants.  Nous  indiquons  ici  une  généralisa- 
lion  curieuse. 

Etant  donnée  une  surface  (S)  assujettie  à  rester  en 
contact  avec  un  plan  lixe  en  un  point  fixe  O,  il  semble 
a  priori  que,  puisque  la  surface  dépend  encore  de 
trois  paramètres  indépendants,  il  n'existe  aucun  point  A 
invariablement  lié  à  (S)  qui  puisse  engendrer  une  sur- 
face (2)  :  il  existe  un  tel  point  lorsque  la  surface  (S) 
est  une  surface  de  Monge,  c'est-à-dire  une  surface 
trajectoire  orthogonale  de  plans  tangents  à  uncôpe('). 

Considérons,  en  effet,  la  surface  (S)  sur  laquelle 
nous  sup[)Osons  rester  un  point  A  invariablement  lié  à 
une  surface  (S)  assujettie  à  toucher  en  un  point  fixe  O 
un  plan  fixe  (P);  soit  Oz  la  normale  à  ce  plan; 
lorsque  (S  ),  tout  en  restant  en  contact  avec  (P)  en  O, 
pivote  autour  de  Oz,  tout  point  invariablement  lié  à 
cette  surface  engendre  une   circonférence   d'axe  O  :;  : 


(')  Monge  a  considéré  des  surfaces  plus  générales,  ayant  pour 
nappe  de  la  développée  une  développable  quelconque;  nous  ne  con- 
sidérons ici  que  le  cas  où  cette  développable  est  un  cône  de  som- 
met à  distance  finie;  nous  écartons,  par  conséquent,  les  surfaces 
moulures.  La  dénomination  de  surfaces  de  Monge.  dans  le  cas 
particulier  que  nous  considérons,  est  celle  de  M.  Goursat  {Equa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  t.  I,  p.  i3o  ). 
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la  surface  (S)  est  donc  de  révolution.  Dire  que  A  reste 
sur  (S)  revient  à  dire  qu'il  existe  une  relation  entre 
les  distances  de  A  à  la  normale  et  au  plan  tangent  en 
un  point  quelconque  de  S.  Or,  l'équation  (')  donnée 
par  Monge  exprime  précisément  qu'une  propriété  ca- 
ractéristique des  surfaces  de  Monge  est  la  suivante  : 

//  existe  une  relation  entre  les  distances  du  som- 
met A  du  cône  au  plan  tangent  et  à  la  normale  cor- 
respondante dune  surface  de  Monge. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  est  donc  le 
suivant  : 

Théorème.  —  Pour  qu' un  point  Kinvariablem,ent 
lié  à  une  suif  ace  (S)  qui  varie  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  en  restant  tangente  en  un  point 
fixe  à  un  plan  fixe  engendre  une  surface  (S)  (né- 
cessairement de  révolution),  il  faut  et  il  suffit  que  la 
surface  (S)  soit  une  surface  de  Monge;  le  point  A 
est  le  sommet  du  cône-développée  de  cette  surface  de 
Monge. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  de  Monge  dé- 
génère en  une  surface  de  révolution,  il  existe  une  in- 
finité de  points  A  situés  sur  l'axe.  Réciproquement,  ce 
cas  est  le  seul  pour  lequel  deux  points  jouissent  de 
la  propriété  du  point  A. 

Cette  propriété  des  surfaces  de  Monge  les  caractérise 
parmi  les  surfaces.  Nous  allons  établir  une  seconde 
propriété    qui    caractérisera    les    lignes    de   courbure 

(  '  )  En  appliquant  la  transformation  de  Legendre  à  l'équation  des 
surfaces  de  Monge,  on  obtient  celle  qui  a  fait  l'objet  de  la  composi- 
tion d'Analyse  d'Agréi;ation  de  1897.  Ce  problème  se  résout  dès  lors 
en  quelques  lignes.  Celte  remarque  n'est  pas  faite  dans  la  solution 
publiée  dans  les  Nouvelles  Annales  (1902.) 
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sphériques  parmi  toutes   les  courbes  qui  sont  tracées 
sur  une  surface  de  Monge. 

En  général,  lorsqu'une  surface  quelconque  (S)  est 
assujettie  à  rester  en  contact  avec  un  plan  fixe  (P)  en 
un  point  fixe  O  de  ce  plan,  le  point  de  contact  sur  (S) 
devant  rester  sur  une  courbe  (F)  de  cette  surface,  si 
cette  courbe  (F)  est  quelconque,  un  point  A  invaria- 
blement lié  à  la  surface  engendre  une  surface  de  révo- 
lution d'axe  O^;  si  cette  courbe  (F)  est  une  courbe 
de  contact  de  (S)  avec  une  développable  circonscrite 
à  (S)  et  à  une  sphère  de  centre  A,  le  point  A  engendre 
un  plan. 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  surface  de  Monge,  une  telle 
ligne  est  identique  à  une  ligne  de  courbure  sphérique 
de  la  surface.  Donc  : 

Théorème.  —  Lorsqu' une  surface  de  Monge  reste 
en  contact  avec  un  plan  fixe  (P)  en  un  point  fixe  O 
de  ce  plan,  et,  lorsque  le  point  de  contact  décrit  sur 
la  surface  une  ligne  de  courbure  sphérique,  le  som- 
met du  cône-développée  décrit  un  parallèle  de  (S). 

La  conséquence  la  plus  importante  de  ces  deux  théo- 
rèmes est  : 

i"  Qu'il  existe  une  correspondance  entre  toute  sur- 
face de  révolution  et  une  famille  de  surfaces  de  Monge; 

2"  Qu'il  existe  une  correspondance  entre  les  paral- 
lèles de  la  surface  de  révolution  et  les  lignes  de  cour- 
bure sphériques  de  ces  surfaces  de  Monge. 

En  particulier,  aux  cylindres  de  révolution  cories- 
pondenl  les  surfaces  classiques  dont  les  normales 
touchent  des  s|)hères  ;  aux  sphères  de  centre  O  corres- 
pondent des  surfaces  de  Monge  dégénérées  tangentiel- 
lement  en  des  courbes  sphériques;  aux  cônes  de  révo- 
lution   autour  de    O;;   correspondent    les  surfaces  de 

Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  l.  IX.  (Juillet  igoy.)  22 
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Monge  trajecloires  sous  un  angle  constant  des  droites 
issues  du  point  A. 

L'étude  analytique  de  cette  correspondance  se  fait 
aisément  en  considérant  les  surfaces  de  Monge  en  coor- 
données de  Bonnet.  Considérées  comme  enveloppes  du 
plan 

X(x  ^y  \  -+-  i\ i y  —  .r  )  -i-  f  x-y  —  i  ) Z  =  ;  i  i  —  ^y)i 
les  surfaces  de  Monge  ont  pour  équalioa 

(I  -+-  xy )-  —  —  =  t  (z): 
•^      Ox  Oy  ^    ' 

les   lignes    de   courbure    sphérique    sont    définies   par 

l'équation 

z  =■  const. 

Remarque.  —  Pour  réaliser  mécaniquement  la  liai- 
son qui  consiste  à  faire  passer  une  surface  géomé- 
trique par  \\n  point,  a^ec  un  plan  tangent  déterminé 
en  ce  point,  il  suffit  de  considérer  une  surface  maté- 
rielle, limitée  par  deux  surfaces  parallèles,  assujettie 
à  passer  entre  deux  sphères  solides  dont  la  plus  courte 
distance  est  rigoureusement  égale  à  l'épaisseur  de  la 
surface  matérielle. 

Il  est  encore  possible  d  utiliser,  dans  un  corps  so- 
lide, une  cavité  limitée  par  deux  surfaces  parallèles,  et 
la  distance  maxima,  égale  à  l'épaisseur  de  cette  cavité, 
de  deux  sphères  solides. 

QUATRIÈME  PARTIE. 

Nous  avons  introduit  une  propriété  caractéristique 
des  surfaces  de  Monge;  elle  conduit  à  d'autres  résul- 
tais très  intéressants  relatifs  à  ces  surfaces. 

La  polaire  réciproque,  par  rapport  à  toute  sphère  de 
centre   A,  d'une  surface  de  Monge  est  une  surface  de 
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Monge.    L'inverse,    par    rapport    à   ton  le    sphère    de 
centre  A,  d'une  surface  de  Monge  est  une  surface  de 
Monge.  La  polaire,  relativement  au  point  A  d'une  sur- 
face de  Monge,  est  une  surface  de  Monge. 

Ces  propriétés  ont  pour  analogues,  dans  le  cas  du 
plan,  celles  de  la  spirale  logarithmique.  Il  y  a  donc 
lieu  d'examiner  si  d'autres  propriétés  de  la  courbe 
s'étendent  aux  surfaces,  et  d'en  déduire  que  les  sur- 
faces de  Mon^e  se  présentent  comme  une  générali- 
sation de  la  spirale  logarithmique. 

La  spirale  logarithmique  est  sa  propre  polaire  réci- 
proque par  rapport  à  toute  hyperbole  équilalère  qui  a 
son  centre  au  pôle  de  la  spirale  et  qui  lui  est  tan- 
gente ('). 

Ce  théorème  se  généralise  ainsi   :   La  polaire  réci- 
proque^ par  rapport  à  la  quadrique 
±X2dzY2±Z2— I  =  o 

de  centre  A,  d^une  surface  de  Monge  est  une  sur- 
face de  Monge. 

Prenons,  en  effet,  pour  axes  coordonnés  Kxyz  les 
axes  de  symétrie  de  la  quadrique;  soient  {pc^y.,  s,/?,  ^) 
et  (X,  Y,  Z,  P,  Q)  deux  éléments  de  contact  indépen- 
dants ;  le  calcul  donne 


X2-+-  Y2+Z2  = 


(FXh-QY  — Z)2 


{px-^qy  —  zf-' 

il  en  résulte  l'invariance  de  l'équalion  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  des  surfaces  de  Monge 


(')  Klein,  Lu-,  B.  D.  de  1872. 
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Le  théorème  relatif  à  la  développée  de  la  spirale  lo- 
garithmique est  généralisé  en  considérant  la  nappe  de 
la  développée  (autre  que  le  cône)  d'il  ne  surface  de 
Monge  :  cette  nappe  est  une  surface  de  Monge.  La 
considération  de  la  congruence  des  normales  d'une 
surface  de  Monge,  dans  ses  relations  avec  la  surface  de 
Monge  développée  de  la  précédente,  conduit  à  des  ré- 
sultats intéressants. 

Soient  une  surface  (II)  quelconque,  O  un  point  fixe 
de  l'espace,  OM  le  rayon  aboutissant  à  un  point  quel- 
conque M  de  (II),  MP  la  projection  du  rayon  sur  le 
plan  tangent  en  M  à  (O);  nous  donnerons,  pour  abré- 
ger, le  nom  de  vibration  à  la  droite  MP.  Cette  déno- 
mination est  justifiée  par  le  fait  que,  lorsque  (H)  est  la 
surface  cVonde  de  Fresnel,  la  droite  MP,  projection 
du  rayon  physique  OM  sur  le  plan  de  l'onde  corres- 
pondante, porte  la  vibration  lumineuse  ou  le  dépla- 
cement électrique  [dans  la  théorie  de  Fresnel)  ('). 

Déterminons  la  surface  (II)  par  la  condition  que  la 
congruence  des  vibrations  soit  une  congruence  de 
normales.  Prenons  une  surface  (H)  non  développable 
et,  sur  elle,  considérons  Tgo'  de  géodésiques  dont  les 
tangentes  constiluent  la  congruence  de  normales  :  l'une 
quelconque  de  ces  géodésiques  est  telle  que  sa  tangente, 
sa  normale  principale  et  le  rayon  OM  sont  dans  un 
même  plan;  elle  est  dès  lors  plane  et  passe  par  O  :  la 
surface  (II)  est  une  surface  de  Monge  dont  le  pôle  A 
coïncide  avec  O.  La  congruence  des  vibrations  est 
celle  des  normales  à  une  famille  de  surfaces  paral- 
lèles qui  sont  toutes  des  surfaces  de  Monge. 

Un  autre  cas  à  considérer  est  celui  où  la  surface  (II) 


{')  Cf.,  par  exemple,  le  Cours  de  Physique  de  M.  H.  Bouasse, 
t.  V,  Électroptique.  Ondes  hertziennes,  Cliap.  V. 
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dégénère  langenliellement  en  une  courbe.  Dans  le  cas 
d'une  courbe  sphérique,   la  congruence  des  vibra- 
lions  est  une  congruence  <le  normales. 

L'une  des  surfaces  trajectoires  orthogonales  est 
inverse  par  rapport  à  O  d'une  surface  dévelop- 
pable.  Dans  le  cas  des  courbes  sphériqiies,  en  effet,  les 
rajons  sont  des  normales  à  la  courbe;  ils  fournissent 
une  solution  du  problènne  des  développées  pour  cette 
courbe^  si,  par  conséquent,  nous  considérons  les  nor- 
males perpendiculaires  aux  plans  tangents  passant  par 
O  (ce  sont  des  vibrations  particulières),  ces  normales 
engendrent  une  surface  développable  dont  l'inverse  est 
trajectoire  orthogonale  des  vibrations. 

Interprétons  physiquement  cette  propriété;  suppo- 
sons la  courbe  sphérique  fermée  et  n'admettant  pas  de 
singularité.  Nous  pouvons  alors  la  considérer  comme 
le  siège  d'un  courant,  et,  si  nous  disposons  en  O  un 
pôle  d'aimant,  la  force  électromagnétique  exercée 
par  O  sur  l'élément  M  a  pour  droite  d'action  la  normale 
à  la  courbe  et  au  plan  tangent  en  M  mené  par  O.  Donc  : 

Dans  le  cas  d'une  courbe  spliéricjue  fermée,  sans 
singularité,  parcourue pjar  un  courant,  si  l'on  dis- 
pose un  pôle  d'aimant  au  centre  de  la  sphère,  les 
droites  d'action  des  forces  électromagnèticiues 
exercées  sur  les  éléments  du  circuit  sont  tangentes  à 
une  développée  de  la  courbe. 

La  réciproque  est  exacte  et  la  propriété  caractérise 
les  courbes  sphériques. 

Signalons,  pour  terminer,  une  dernière  propriété  ca- 
ractéristique des  surfaces  de  Monge,  qui  résulte  aussi 
de  la  définition  féconde  que  nous  avons  introduite. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  par  rap- 
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port  à  la  sphère 

X2  ^  ys  —  Z2  -  I  =  O 

fait  correspondre  à  un  élément   de   contact  issu   d'un 
point  M    un  élément  de  contact   issu   d'un   point   m. 
Déterminons  une   surface   à   laquelle  appartienne        J 
V élément  de  contact  m  par  la  condition  que  la  con-        1 
gruence  des  droites  Mm  est  une  congruence  de  nor- 
males (  '  ). 

Soient  (a;,  y,  z,  /?,  q),  (X,  \  ,  Z.  P.  Q)  les  éléments 
m  et  M. 

En  posant 

U  =  M^, 

et  en  considérant  le  point  de  coordonnées 

;  =  r-t-  yt(^  — X),  , 

^J  =  y  ^  jj  (J^  —  ^   ). 

la  condition  qui  exprime  que  ce   |)oint   engendre   une 
surface  normale  à  la  droite  Mm  est 

^U  d). -r-  d( .1--^ y--r- Z-)  —  0.  ' 

u  6^),  doit  être  une  difFérenlielIe  exacte;  il   en  résulte 
qu'il  doit  exister  une  relation  entre  OM  et  om.  L'équa- 
tion des  surfaces  cherchées  est  donc  une  équation  de       ■: 
Monge  et  d'Ampère,  admettant  pour  intégrale  intermé-       v 
diaire  du  premier  ordre  ? 

X2  —  Y2  +  Z2  =   F  (  a-î -+- J.2  _!_  ^2  ) 


(*)  Cf.  la  Note  de  M.  J.    Haag,    Sur    les   surfaces   de   Monge, 
insérée  dans  les  .\ouvel/es  Anna/es  de  févriei'  1908. 
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on 

■1  1 -^  Y  (x^--^  y^-^  Z-) 

les  surfaces  iyi)  et  {m)  sont  donc  des  surfaces  de 
Monge. 

CINQUIÈME  PARTIE. 

La  condition  trouvée  au  i°du  problème  d'Agrégation 
est  laissée  invariante  par  le  groupe  des  transformations 
de  contact 

O  =  F(tît),  *  =  <p; 

F  est  une  fonction  arbitraire  dans  laquelle  a  ne  figure 
point.  Cette  remarque  permet  de  simplifier  les  calculs 
par  un  choix  convenable  de  la  fonction  F  :  c'est  le  cas 
des  épicycloïdes  citées  plus  haut,  lorsque  A  ne  dépend 
pas  de  a. 

La  remarque  analogue  doit  être  faite  pour  le  cas  de 
l'espace  :  la  condition  de  contact  du  second  ordre  des 
surfaces  (S)  avec  leur  enveloppe  est  laissée  invariante 
par  le  groupe 

<>  =  F(ttî),         <ï>=cp,         T  =  <{/. 

Ces  transformations  de  contact,  dont  des  cas  parti- 
culiers sont  intimement  liés  à  d'autres  transformations 
classiques,  jouent  un  rôle  considérable  dans  la  théorie 
des  surfaces  de  Monge  qu'e//e5  transforment  les  unes 
dans  les  autres  (')  :  c'est  ainsi  que  les  transformations 

Q  =  sinÂTïT 

(')  L'équalioa  des  surfaces  de  Monge  (  en  coordonnées  de  Bonnet) 

l)X  —  qy 
q-r  —  n- 1  =  ■î  s ^ 

^  ^  I  +  XY 

est  laissée  invariante.   Plus  généralement,  les  seules  équations  de 
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Iransformenl  les  surfaces  dont  les  normales  toLicheiil 
une  sphère  en  des  courbes  s|)hériques. 


[N^3a] 

SIR  l'X  COMPLEXE  BILIXEAIRE  DE  CO.MOIES; 

Par  m.  Lucien  GODEAUX. 


1 .  J'ai  démontré  récemment  le  théorème  suivant  ('  )  : 

Tout  complexe  bilinéaire  de  coniques  est  engendré 
pour  l'intersection  des  éléments  de  deux  va/iétés  en 
correspondance  hirationnelle  ;  l'une  de  ces  variétés 
est  constituée  par  les  plans  de  l'espace,  l'autre  par 
une  triple  infinité  de  quadricjues  appartenant  à  un 
oc  »  -System  e  lin  éa  ire . 

Soient  S  un  complexe  engendré  de  cette  manière  et  V 
la  variété  de  quadriques  emplovée.  Puisf|ue  \  est 
unicursale,  on  peut  établir  entre  cette  variété  et  un 
x^-sjstème  linéaire  \'  de  quadriques  une  correspon- 
dance birationnelle.  Dès  lors,  h  une  co"iqirp  fin  com- 

Monge  et  d'Ampère  laissées  invariantes  sont  de  la  forme 
Hr-4-2Ks-i-Lf-(-M  =o, 

dans  laquelle,   i"  H.  K,  L  ne  contiennent  pas  z,  sont  homogènes  de 
même  degré  en  p  et  q.  et  vérifient  l'identité 

HjO--T-  2  \s.pq  -I-  L^-  =  o; 

2°  M  est  nul,  ou,  s"il  n'est  pas  nul,  ne  contient  pas  z,  est  homo- 
gène en  jD  tt  q  et  de  degré  supérieur  d'une  unité  à  celui  de  H,  K,  L. 

De  nombreuses  équations  connues  rentreal  dans  cette  catégorie. 

(')  Détermination  des  variétés  de  complexes  bilinéaires  de 
coniques  {Bull,  de  l'Acad.  roy.  de  Belgique  :  Classe  des  Sciences^ 
1908,  p.  597-601,812-814). 


(  3i3  ) 
plexe  S  correspondra  une  et  généralement   une  seule 
conique  du  complexe  S'  engendré  au  moyen  de  V,  et 
vice  versa;  donc  : 

Tout  complexe  hiiinéaire  de  coniques  est  hira- 
tionnellement  équivalent  au  complexe  engendré  par 
V intersection  des  plans  de  l'espace  et  des  quadriques 
cV un  -xi^- système  linéaire  en  correspondance  bi- 
rationnelle. 

Dans  celte  Note,  je  vais  étudier  le  complexe  engen- 
dré au  moyen  d'un  oo^-systènie  linéaire  de  quadriques, 
lorsque  la  correspondance  birationnelie  qui  lie  ce  sys- 
tème à  l'espace  planaire  est  une  collinéation  qui  fait 
correspondre  à  une  quadrique  un  plan,  à  un  faisceau 
et  à  une  gerbe  de  quadriques  respectivement  un  fais- 
ceau et  une  gerbe  de  plans. 

2.  Soient  X),  x^i  ^3,  ^4  les  coordonnées  courantes 
de  l'espace, 

(i)  \ai%  -\-l^_ai%  +  l;ia?,%  -\-lua  M  =  o 

le   système  linéaire    triplement   infini   de  quadriques, 
ai^,  ...,  a4x  Plant  les  premiers  membres  des  équations 
de  quatre  quadriques  linéairement  Indépendantes. 
Soit 

(  2  )  «1 37]  -H  «2 x^  -V-  Us X3  -f-  U; a";  =  o 

l'équation  d'un  plan  quelconque  de  l'espace. 

Les  équations  de  la  collinéation  peuvent  s'écrire 

Xi  :  À2  :  ''■:i  :  ''•v  =  "1  '•  "2  :  "3  '•  "4: 

de  sorte  que  les  équations  d'une  conique  «pielconque 
du  complexe  peuvent  s'écrire 

(3  j  uia  il  -T-  u^a-il-  -+-  "3«31.  -h  «^«41  =  o, 

(2)  U1X1-+-  UiXi-i-  U3X3+  UiX;f=  o. 


(  3i4  ) 
w,.  ?/o,  u^,  iti  étant  quatre  paramètres  variables  homo- 
gènes. 

3.   Les  coniques  du  complexe  dont  les  plans  forment 

un  faisceau  i  et.  par  conséquent,  les  quadriques  qui  les 

marquent    sur  ces   plans   forment    aussi    un    faisceau) 

engendrent    une    surface    cubique    dont    l'équation    se 

construit  facilement. 

Soit 

i^  j.  -^  a  IV  ^  =  o 

l'équation  d'un  plan  quelconque  du  faisceau.   La  qua- 
drique  (  3  (  qui  correspond  à  ce  plan  a  pour  équation 

^  i'iai%  -^  ;ji  ^    «•/  «'1-  =  o. 

En  éliminant  le  paramètre  'jl  entre  ces  deux  dernières 
équations,  on  trouve  que  la  surface  cubique  est  repré- 
sentée par  révanouissemeut  du  déterminant 


(4) 


2<'/«''I-     2] '»'/«';; 


Cette  équation  peut  s'écrire  en  fonction  de  coor- 
données plùckériennes  de  Taxe  du  faisceau  des  plans 
des  coniques  de  la  surface.  Si  />,o,  ..  ../>34  sont  les 
coordonnées  pliickériennes  de  cette  droite,  on  trouve 


(5; 


2  2^'v 


(  =  1    ;: 


"Jl 


4.   La  condition  pour  qu'une  conique  du  complexe 
passe  par  un  point  fixe  s'écrit 


^  Uiciil  =  o. 


ai]. 

ai\ 

a  31 

«4j 

JKi 

y-. 

y-i 

y* 

«Ix 

«21 

a'i% 

«41 

Xl 

X2 

Xi 

Xr, 

(  3i5) 
Ces  coniques  engendrent  une  surface  donl  l'équalion 
s'oblient  en  éliminant  les  a  entre  les  deux  équations 
précédentes  et  les  équations  (2)  et  (3). 


(6) 


Les  dérivées  premières  de  Téqualion  (6)  s'annulent 
pour  .r  =  r  ;  donc  : 

Les  coniques  cViin  complexe  bilinéaire  passant 
par  un  point  fixe  engendrent  une  surface  cubique 
possédant  un  point  double  au  point  choisi. 

L'équation  (6)  peut  se  mettre  sous  la  forme  (5)  en 
posant 


9Pij 


aiî 

y- 


ajy 

yj 


(',./  =  I,  2,  3,  4), 


p  étant  un  facteur  de  proportionnalité.  On  en  conclut 
que  les  plans  des  coniques  passant  par  un  point  fixe 
passent  par  une  droite  issue  du  point  (ce  qui  est  la 
définition  même  de  la  classe)  et  que  cette  droite  dé- 
crit un  complexe  cubique. 

o.  Les  coniques  du  complexe  dont  les  plans  passent 
par  un  point  fixe  [y)  engendrent  une  congruence  bi- 
linéaire. Cette  congruence  a  été  étudiée  par  M.  Mon- 
tesano  (')  et  rencontrée  plus  tard  par  M.  Veneroni  (2) 
comme  seul  tjpe  de  congruence  bilinéaire  de  coniques. 

Les    équations    de    la    congruence    sont   (2)    et  (3) 


(')  Su  di  un  sisterna  lineare  di  caniche  nello  spazio  {Atli  di 
Torino,  t.  XXVII,  1892). 

(-)  Sopra  alcuni  sistemi  di  cubiche  gobbe  {Bendiconti  di 
Palermo,  t.  XVI,  1902). 


(  3.6  ) 


jointes  à  1  équalion 


On  ciéduil  de  ces  trois  équations  que  la  conique  de 
la  congruence  passant  par  un  point  (x)  a  des  para- 
mètres (w)  proportionnels  aux  déterminants  tirés  de  la 
matrice 

Ti  T^  X3  Xi, 

ri  i'2  ^3  JV 

En  particulier,  si  le  point  x  est  un  point  singulier, 
c'est-à-dire  un  point  par  lequel  passent  oc'  coniques 
de  la  congruence ,  la  matrice  s'annule  et  représente 
une  courbe  gauche  d'ordre  7  et  de  genre  5  (  ')  passant 
par  le  point  r  et  rencontrant  six  fois  toutes  les  coniques 
de  la  congruence. 

6.  Considérons  une  congruence  de  classe /i  contenue 
dans  le  complexe  bilinéaire  de  coniques.  Un  conique 
de  la  congruence  est  unique  dans  le  plan  qui  la  contient, 
dortc  les  plans  de  ces  coniques  enveloppent  une  sur- 
face de  classe  n.  Les  équations  (4)  et  (6)  étant  du 
même  type,  la  congruence  est  aussi  d'ordre  ?i]  donc  : 

Une  congruence  de  coniques  contenue  dans  un 
complexe  bilinéaire  a  son  ordre  et  sa  classe  égaux. 

Les  coniques  du  complexe  qui  s'appuient  sur  une 
droite  engendrent  une  congruence  bicubique. 

Une  congruence  de  coniques  de  degré  n  contenue 
dans  un  complexe  linéaire  est  représentée  par  les 
équations  (2)  et  (3)  jointes  à  l'équation 


(  '  )    Stuyvaert,   Cinq  études  de  Géométrie  analytique.   Gand, 
Van  Gœtliem,  1908. 


(  3i7  ) 
7.  Il  y  a  X-  coniques  du  complexe  qui  dégénèrent, 
leurs  plans  enveloppent  une  surface  de  la  cinquième 
classe.  On  voit  aisément  que,  pour  qu'une  conique  du 
complexe  dégénère,  son  plan  doit  toucher  la  quadrique 
correspondante;  donc  l'équation  de  la  surface  enve- 
loppée sera 


u,aiii 


2_,  Uiaiii     ui 


2_,  "'"^ii 


^  Uiai^'^      II!, 


Note.  —  M.  G.  Humbert  a  considéré  un  complexe 
bilinéaire  de  coniques  particulier  (' ).  Les  équations  de 
ce  complexe  étaient 

À]  X\   -+-   \iXl   -+-  \iX\   -+-   \r,x\    =    O, 
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SIR  LE  MOUVEMENT  I)'l\E  CHAINE  PESVXTE 
SllR   IJ\E  COURBE   FIXE; 

Par  m.  a.  MYLLER. 


1.   On   trouve,    dans  le    Traité  de  Mécanique   de 


(  '  )  Sur  un  complexe  remarquable  de  coniques  et  sur  la  sur- 
face du  Iroisième  ordre  (  Journal  de  l'École  Polytechnique, 
Ciiliier  LXIN",  iSgj  ). 


(  3.8  ) 
M.    P.   Appell,   l'étude    du    mouvement   d'une    chaîne 
pesante   non   homogène   glissant    sans    frottement    sur 
une  courbe  fixe. 

L'équation  de  la  courbe  et  la  loi  d'après  laquelle  la 
densité  de  la  chaîne  varie  étant  données,  on  détermine 
le  mouvement  à  l'aide  d'une  équation  ditïérentielle 
linéaire  du  second  ordre.  iSous  nous  proposons,  dans 
ce  qui  suit,  d'étudier  la  question  inverse  :  déterminer 
la  loi  de  variation  de  la  densité  par  la  condition  que  la 
chaîne  prenne  un  mouvement  donné  d'avance.  La  solu- 
tion dépend  de  la  résolution  d'une  équation  intégrale  qui 
est  du  type  de  M.Volterra  ou  de  celui  de  M.  Fredholm, 
selon  les  conditions  données  du  problème. 

2.  Supposons  une  chaîne  pesante  de  longueur  a 
étendue  sur  une  droite  OD  {fig-  i)-  Une  extrémité  A 


de  la  chaîne  quittant  la  droite,  tombe  en  glissant  le 
long  d'une  courbe  donnée  OC  située  dans  le  plan  ver- 
tical passant  par  OD.  Prenons  un  axe  OZ  vertical 
dirigé  vers  le  bas;  appelons  s  l'arc  de  la  courbe  OC 
compté  depuis  le  point  fixe  O  jusqu'au  point  de  la 
courbe  d'ordonnée  c.  On  peut  toujours  écrire  l'équa- 
tion de  la  courbe  sous  la  forme 

Soit  en  particulier  t  l'arc  OA  du   point  O  jusqu'à 
l'extrémité  A  de  la  chaîne;  la  |)osition  de  la  chaîne  est 


(  3.9) 
connue  dès  qu'on  connaît  i.   Soit  encore  À  l'arc  AM 
compté   depuis  l'extrémité  A  jusqu'au   point  M  situé 
sur  la  chaîne.  La  coordonnée  ^  du  point  M  est  alors 

Désignons  pary().)  la  densité  supposée  connue  d'un 
élément  de  la  chaîne  situé  en  M,  ajant  la  longueur  c/a 
et  étant  à  une  distance  A  du  point  A. 

L'équation  du  mouvement  s'ohtient  à  l'aide  du  théo- 
rème des  forces  vives.  Calculons  le  travail  :  la  chaîne 
glissant  d'une  longueur  ch,  le  travail  élémentaire  du 
poids  de  Télément  c/a,  de  masse /(a)  c/A,  est 

g  f(l)  dl  dz  =  g  o'(  7  -  \)j\\)d\  d^         y^'(s)  =  ^  j . 

En  observant  que  le  travail  du  poids  des  éléments 
situés  sur  la  droite  OD  est  nul,  on  obtient  comme 
expression  de  la  somme  de  tous  les  travaux  élémen- 
taires 

ffcl7  f    o'(^-l)fO.)d>.. 

'    ù 

D'autre  part,  la  force  vive  du  système  est 

en  désignant  par  M  la  masse  totale  de  la  chaîne.  Cela 
établi,  l'équation  des  forces  vives  donne 


(0 


M^=gj\'(<.-l)fO.}dl. 


C'est  l'équation  du  mouvement  dans  le  cas  où  la  den- 

sitéy(A)  est  connue  ('). 

(  '  )  Paul  Ai>i>ell,  loc.  cit. 


jL 
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3.  Laissons  la  fonction  /(>-)  indéterminée  et  don- 
nons-nous le  mouvement.  On  pourrait  le  caracté- 
riser en  se  donnant  n  comme  fonction  du  temps  ou 
encore  en  se  donnant  l'accélération  — r-r  comme  fonc- 
tion  connue  de  a-.  Supposons  donc  qu'on  ait 

F('7)  étant  une  fonction  connue.  L'équation  (i)  devient 

(2)  ^P(^)=  Ç  'fV^->0/(>0^- 

*  «-  0 

C'est  une  équation  intégrale  de  première  espèce  du 
type  de  M.  Volterra,  fi^x^  étant  la  fonction  inconnue. 
Cette  équation  admettant  toujours  une  solution,  il  est 
possible,  par  conséquent,  de  trouver  une  distribu  lion 
de  la  densité y^( a)  telle  que  la  chaîne  prenne  le  mouve- 
ment donné. 

Occupons-nous  de  quelques  cas  particuliers  pour 
lesquels  la  solution  y(À)  de  (2)  se  trouve  facilement. 

a.    Supposons  que  la  courbe  OC  soit  la  cycloïde 

L'équation  (2)  devient 
4  RM 


F 


(a)=/'    (a-X)/(X)^.. 


En  dérivant  deux  fois  on  obtient  la  solution 
b.   La  courbe  AC  est  la  parabole  semi-cubique 


(     32,     ) 

dont  l'écjualion  s'écrit  encore 


z  =  ks* 

9 


L'équation  (2)  devient 
3  M 


'^0      V  ^  —  >^ 


C'est  une  équation  d'Abel  (')  dont  la  solution   est 
donnée  par  la  formule 

3v/3      M      cl     r      F(X)     ,^_ 


,.    ^        3v/3      M       d     f 


'0    \(^-)0- 
c.    La  courbe  AC  est  l'astroïde 


114 

.3  _■      r3  —  ,^.3 


;r'  -T-  z-»  =  a*, 
dont  l'équation  s'écrit  encore 

_     lyj'i.      \ 
3  s/Za 

L'équation  (2)  devient 
En  dérivant  on  oi)tient 
(-'est  une  <(|uation  d  .Vbel  dont  la  solution  est 

'  )  Journal  fiir  Mathernatik,  t.  I. 
Ann.  de  Mathémat.,  '|«  série,  t.  I\.  (Juillel  1909.) 
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d.   La  courbe  AC  est  la  Iractrice 


a  ,      a  -H  Ja^—  z-         /— - 

j-=  -  log ,  —Va'- 

'  a  —  i^a'^  —  z'^ 

dont  l'équation  s'écrit  encore 


L'équation  (2)  prend  la  forme 
M 


J„T     <7-/. 
i    e  "  fa)crk, 
0 

qu'on  écrit  encore 

—  F(cr)e     «=   /      e    ~f{\)dl. 

ë  Jo 

En  dérivant  on  obtient  la  solution 

/(0=^[F'(T)-iF(.)j. 

4.   Tout  autrement  se  présente  le  cas  où  la  chaîne 
Fig.  2. 


est  contrainte   de  glisser  tout  entière  sur  une  courbe 
fixe  CD.  En  désignant  par  7  l'arc  AO,  compté  à  partir 


(  323  ) 
du  point  fixe  O  sur  la  courbe  z  =  '^(5),  par  À  l'arc  AM 
compté  depuis  l'extrémité  A  jusqu'à  un  point  M  de  la 
chaîne,  par  /(a)  la  densité  de  la  chaîne  en  M  et  par  a 
la  longueur  de  la  chaîne,  on  trouve  pour  la  somme  des 
travaux  élémentaires  l'expression 


gd',  f    'f(a-X)/(X)^.. 


Cette  intégrale  est  étendue  ici  à  tous  les  éléments  de 
la  chaîne,  car  il  n'existe  plus,  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, d'éléments  dont  le  poids  produit  le  travail  nul. 
L'équation  du  mouvement  est 

Notre  problème  relatif  à  la  détermination  de  la  den- 
sité, à  condition  que  la  chaîne  prenne  un  mouvement 
donné,  est  possible,  par  conséquent,  seulement  dans  le 
cas  où  l'équation  intégrale  de  première  espèce  du  tjpe 
de  M.  Fredholm  * 

(3)  7t^(^)=   f    ?'(^-X)/(X)c^. 

6  i/o 

admet  une  solution.  Or  on  sait  que  cela  n'a  pas  lieu  en 
général;  l'existence  de  la  solution  dépend  de  la  forme 
des  fonctions  '^{s)  et  F(5).  On  ne  peut  avoir  des  ren- 
seignements plus  précis  que  dans  des  cas  spéciaux. 

Prenons  comme  exemple  le  mouvement  sur  la  cy- 
cloïde 


8R' 


L'équation  (^3)  devient 


(4) 


4  RM 


F(T)=  f   {^-\)f{l)d\. 

'y  a 
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Le  second  membre  de  cette  égalité  étant,  pour  y  (a) 
quelconque,    une    fonction    linéaire  de  a-,  il  en  est  de 
même  de  F(3-),  Le  problème   posé  n'est  donc  possible 
qu'à  la  condition 

F(  a )  =  A  cT  -H  B. 

Si  cetle  condition  est  remplie,  le  problème  admet 
une  infinité  de  solutions.  On  le  voit  immédiatenienl  en 
posant  dans  (4  ) 

/(A)  =  ao+  «iX-H  «2^^  +  - .  •-+-  ««^"         (  n  >  i), 

et  en  cherchant  à  déterminer  les  coefficients  par  la 
condition  que  l'égalité  (4)  soit  satisfaite.  On  obtient 
alors  deux  relations  qui  déterminent  deux  des  coeffi- 
cients en  laissant  les  autres  n  —  i    arbitraires. 

o.  Revenons  aux  conditions  du  problème  du  n''  "2  et 
proposons-nous  de  trouver  une  distribution  de  la  den- 
sité   telle    que    l'accélération    du     mouvement    de     l.t 

chaîne  -^  soit  proportionnelle  à  la  densité  de  l'élément 

de  la  chaîne  qui  passe  dans  ce  moment  par  le  point  O. 
On  a  alors 

et  l'éfpiation  (2)  devient 

C'est  une  équation  intégrale  homogène,  du  lype  de 
M.  Volterra,  qui  n'admet  pas,  comme  on  le  sait,  de 
solution  différente  de  zéro.  Le  problème  posé  est  donc 
impossible. 

6.   Si  l'on  se  pose  le  même  problème  dans  les  condi- 
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lions  du  11'  3  on  obtient,  pour  déterminery('7'),  Icqua- 
tion  homogène 

(5)  f{^)  =  /c^    /     o'{^-l)f(l)dA. 

Celle-ci  étant  du  type  de  M.  Fiedholm,  on  sait  quelle 
admet  une  solution  réelle,  difFérente  de  zéro,  seulement 
dans  le  cas  où  le  coefficient  de  proportionnalité  Apprend 
une  des  valeurs  spéciales  k^^  Ao,  Ats,  ...  qu'on  peut 
déterminer  et  dont  le  nombre  peut  varier  du  zéro  à 
l'infini.  Parmi  les  solutions  correspondant  aux  diverses 
valeurs  spéciales  de  À,  il  faut  choisir  les  positives;  elles 
sont  les  seules  qui  peuvent  représenter  la  densité.  Le 
problème  posé  est  donc  possible  s'il  remplit  ces  con- 
ditions. 

Prenons  comme  exemple  le  mouvement  sur  la  trac- 
trice 


L'équation  du  problème  est 

qui  admet,  comme  on  le  constate  immédiatement,  pour 
la  valeur  spéciale  k  =  —,  la  solution 

7.  Avec  les  mêmes  conditions  qu'aux  n"*  o  et  6,  on 
peut  se  j)roposer  encore  de  trouver  une  distribution  de 
la  densité  telle  que  la  dilTérence  entre  l'accélération  du 
mouvement  et  la  densité  ./(s-)  de  l'élément  de  la 
chaîne,  qui  passe  en  ce  moment  [)ar  le  point  O,  varie 
d'après  une  loi  donnée  F(o-).  On  est  alors  conduit 
respectivement    aux    équations  intégrales   de    seconde 
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espèce  non  homogènes 


(6) 


F(a)+/(a)-^    f    o'(a-X)/(X)rfX  =  o, 

o    «,'n 


On  sait  que  ces  équations  admettent  en  général  une 
solution.  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  la  seconde  des 
équations  (6),  qui,  dans  le  cas  où  Â'=  i  serait  une  valeur 
spéciale  de  l'équation  homogène  (5),  n'a  pas  de  so- 
lution. 


CORRESPO^DA^'CE. 


Extrait  crime  lettre  de  M.  E.-N.  Barisien.  — 
En  relisant  la  question  suivante  :  Construire  la  courbe 
y  =  sj ax  +  \J ax  —  x-^  proposée  sous  le  n°  397  {N .  A. 
M.,  1857,  p.  390)  et  résolue  (1857,  p.  449)5  je  me  suis 
aperçu  qu'elle  était  construite  un  peu  lourdement. 

La  figure  est  fausse,  en  ce  sens  que  la  courbe  semble 
avoir  des  points  d'inflexion,  alors  qu'elle  n'en  possède 
pas.  La  courbe  a  aussi  à  l'origine  un  point  de  rebrous- 
semenl  qui  n'est  pas  indiqué. 

Si  l'auteur  de  la  solution  avait  eu  l'idée  de  rendre 
l'équation  proposée  rationnelle,  il  aurait  vu  qu'elle  deve- 
nait ainsi 

ou,  en  coordonnées  polaires, 

r  =  4«  cos6  sin26. 
La  courbe  se  construit  alors  bien  facilement,  et  l'on 
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Iroiive  presque  immédiatement  que  son  aire  est 

On  y  arriverait  avec  l'équation  proposée,  lusâs  péni- 
blement, en  y  faisant 


X  —  a  sin-o. 


Cette  courbe  est  \e  folium  double  ou  bifolium  étu- 
dié par  M.  H.  Brocard  {J.  S.  de  Longchamps,  1891). 


Une  conséquence  qui  résulte  de  l'identité  de  l'équa- 
tion 


y  =  y/olr  -f-  s/ax  —  ^, 

avec  le  folium  double,  est  que   celui-ci  a  pour  courbe 
diamétrale  soit  la  parabole 


soit  le  cercle 


y  =  \/ax, 
y  =  ^ax  — X- 


CERTIFICAT  DE  CALCl'L  DIFFÉRENTIEL  ET  IXTÉGRAL. 


Bordeaux. 

Epreuve   théorique.  —    Première    Question.  —    Intégra- 
tion de  l'équation 
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y 


dx 


et  oà  fiy')  et  ^(y)  sont  deux  fonctions  données  de  y'. 

Application.  —  Une  courbe  plane  C  est  rapportée  à  deux 
axes  rectangulaires  0.r,  0^.  Par  un  point  M  variable  sur 
cette  courbe  on  mène  une  droite  MD  de  coefficient  angu- 
laire égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  la  tangente 
en  iM  à  la  courbe.  Déterminer  la  courbe  C  par  la  condition 
que  MD  restetangenteà  une paraboledonnée  dont  l'équation 

est 

y-=ipx. 

On  calculera  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la 
courbe  G. 

Deuxième  Question  .  —  Enoncer  et  démontrer  le  théorème 

des  résidus  relatif  à  la  valeur  de   l'intégrale    i  f{z)dz 

prise  le  long  du  périmètre  limitant  une  aire  pour  laquelle 
f{z)  est  analytique,  uniforme  et  à  points  singuliers  isolés. 
On  montrera  comment  on  peut,  comme  application  de  ce 
théorème,  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  de  variable 
réelle 

dx 


L 


EpRKiVR  PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


(Juillet  1908.  ) 


.<,""■ 


Caen. 

EpRKiVE  THÉORIQUE.  —  i"  On  considère  le  système 
d-^u  0-^u  dUi 

=  A.        - — —  =  a,        - — —  =  L, 


(i\-  àz  ijz  0.V  ùx  ày 

A,   B.   C   étant   des  fonctions   connues  de   x.,  y,   z,  et   l'on 
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demande  quelles  sont  les  conditions  d'intés^rabilité  du 
système.  En  les  supposant  satisfaites,  fixer  l'économie  des 
conditions  initiales  qui  suffisent  pour  déterminer  une 
intégrale.  Calculer  cette  intégrale  en  faisant 

A  =   >-2  +  ^2,  B   =  C2  -^  ^-2,  G  =  r2  -+- J-^ 

et  en  choisissant  comme  on  voudra  les  fonctions  arbitraires 
sans  toutefois  les  réduire  à  de  simples  constantes. 

■2"  On  considère  un  plan  variable  P,  dont  l'équation,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est 

\'è  u- X  ~\- y  —  Ç)U z  —  3  «^  =  o, 

u  désignant  un  paramètre  arbitraire.  Montrer  que  l'arête 
de  rebroussement  de  la  développable  enveloppe  du  plan  P 
est  une  hélice.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  de  cette  développable  et  reconnaître  cju'elles 
sont  situées  dans  des  plans  normaux  aux  génératrices  du 
cylindre  dont  l'hélice  précédente  est  une  géodésique. 
(Un  point  de  l'arête  de  rebroussement  a  pour  coordonnées 

X  =  u-,        JK  =  9  u'*,         -3  =  (  u'^  ; 

cette  courbe  coupe  sous  un  angle  de  45°  un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  la  bissectrice  de  XOY.) 

EpiiEivE  PRATiQi  K.  —   Calculer  l'intégrale 

(x — ( ) dx 


J 


{X  -\-l)^  {X^ X  -i-  -i)- 

(Juin  1908.) 

Grenoble. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Les  courbes  planes  constituant 
une  famille  de  courbes  parallèles  ont,  dans  leur  plan, 
une  développée  commune. 

Application  aux  courbes  parallèles  à  la  courbe 

X  =  <\>(u)  cos»  —  '!/'(«  )  siri  H,       y  =  '\i(  u)  s'in  u  -h  <\i'i  u  )  cosu. 
H.  Lignes  de  courbure  et  rayons  principaux  de  la  sur- 
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face  engendrée  par  la  courbe  variable 

X  =  '!>(  u)  cosa  —  ^\W)  sin  a  -+-  o(s)  cosm. 
y  =  'ifu)  sin  K  -4-  ^'  {u-)  cosM  -J-  ç(^)  sin  «, 

quand  le  paramètre  u  varie. 

Décrire  le  mode  de  génération  de  la  surface  par  chacun 
des  systèmes  de  lignes  de  courbure,  et  montrer  que  la  sur- 
face est  une  surface  moulure. 

Epreuve   pratiqie.    —    I.    Que  devient   l'équation 

à-  u       (J-  u 
dx^        dy- 

quand  on  change  les  variables  x  et  y  en  deux  autres  z 
et  6  liées  aux  premières  par  les  équations 

j;  =  e~cosO.        ^=ie=sinO? 
Vérifier  que,  l'équation  proposée  étant  vérifiée  par 

u  =  o( X  -T-  iy j  -f-  6 (x  —  iy  ), 

où  o  et  J/  sont  deux  fonctions  arbitraires,  l'équation  trans- 
formée sera  de  même  satisfaite  par 

u  =  ^i(>  —  ifi)-+-  'bi(z  —  iO), 

•^1  et  <li  étant  aussi  deux  fonctions  arbitraires. 

II.  Etude  des  courbes  intégrales  de  l'équation 

(ax  -h  by  -i-  c )  dx  -\-  ( ay  —  bx  -h  c' )  dy  =  o. 

(Juillet  1908.) 


Lille. 


Question  de  Cour.?.  —  Déterminants  fonctionnels  : 
I"  Définition; 

i"  Calcul  du  déterminant  quand  les  fonctions  données 
sont  composées  ou  implicites  : 

3"  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  fonctions 
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de  n  variables  indépendantes  soient  liées  pa?-  une  ou  plu- 
sieurs relations  ne  contenant  pas  les  variables. 

Problème.  —  Former  toutes  les  équations  de  Riccati 

y'  -^  a  y-  -^  by  -f-  c  =  o, 

admettant  deux  solutions  y x,  y 2,  telles  que  leur  somme  soit 
égale  à  leur  produit.  Trouver  ces  deux  solutions  pa/ticu- 
lières. 

Ces  équations  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires  u 
et  V  de  X. 

Montrer  qu'on  peut  mettre  les  coefficients  a,  6,  c  sous  la 

forme 

I  /      •   » 
a=  -  (c  sin^«<  4- 2  tangif), 

4 

è=  —  (p-Htanga), 
c  ^  V. 

En  mettant  la  fonction  v  sous  une  forme  convenable, 
obtenir  sans  signe  de  quadrature  la  solution  générale  de 
l'équation  de  Riccati. 

(Juillet  1908.) 

Marseille. 

Epreuve  théorique.  —  On  suppose  que  l'ordonnée  z  d'un 
point  quelconque  d'une  surface  S  ait  pour  projection  sur 
la  normale  une  longueur  constante  a. 

i"  Déterminer  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  la- 
quelle satisfait  cette  surface  et  vérifier  qu' on  peut  consi- 
dérer S  comme  l'enveloppe  d'une  famille  de  surfaces 
représentées  par  l'équation 

ar  cosa  -Hj'  sin  u  -}-  fin)  =  a  log • 


2°  Déterminer  les  lignes  de  courbure  en  prenant  pour 
variables  z  et  u; 

3°  Déterminer  la  fonction  f{u)  de  sorte  que  la  surface 
contienne  un  cercle  dont  les  équations 

z  =  a,         x^-^-y^ — 2X^:^  =  0 

renferment  une  constante  donnée  1. 
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4"  Lorsque /(u)  a  été  ainsi  déterminée,  ramener  à  une 
quadrature  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  de  la 
surface. 

SOLCTION. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  est 

-                                           .,         .,       -'  -  «* 
-=a  ou         p^--\-q^-T= — . 


Si  l'on  pose 


on  est  ramené  a 


a  los 


-.V^ 


\dx)     ■    \dyl         '• 
dont  lintégrale  générale  est  définie  par  l'équation 
t  ^=  X  cosu  -^ y  sin  u  —  f(u) 

et  sa  dérivée  en  u. 

1"  On  trouve  du  dz  =^  o,  ce  qui  donne  les  lignes  de  pente 
et  les  lignes  de  niveau. 

3°  On  a 

{/-^  X  cosu)--r-  (c'^  X  sin?f)2  =  I, 
d'où 

/=  /.  [cOSi/  —  COS(  u  —  Uq)]. 

4°  La  condition  y  —  f"  =  o  conduit  à 
/  du'^  -T-  t"  dz^-  =  o. 

Remarque.  —  Si  Ion  choisit  les  surfaces  satisfaisant  à 
qx — py  :=  o,  on  a  des  surfaces  de  révolution  dont  la  méri- 
dienne est  une  chaînette  ayant  son  axe  de  symétrie  parallèle 
à  Ox.  En  faisant  subir  à  cette  surface  une  translation  suivant 
une  direction  parallèle  au  plan  des  xy,  on  a  une  intégrale 
complète  dépendant  des  coordonnées  Xq,  yo  du  pied  de  l'axe 
de  la  surface  de  révolution. 

ÉpREivE    l'BATiQLE.  —    Les    rayons    de   deux    cercles   de 
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i    ,  .  I        3      , , 

centre  commun  zq  =  -  étant  pris  entre  -  et  -  ,  déterminer 

2  -*  2  2 

le  développement  en  série  de  Laurent  de  la  fonction 

I 


dans  la  couronne  formée  par  les  deux  cercles. 


Si  l'on  écrit 


Solution. 


deux  divisions,  l'une   ordonnée   par   rapport    aux   puissances 

positives  de  ^ j  l'aulreordonnée  par  rapport  aux.  puissances 

négatives,  donnent  immédiatement  les  deux  parties  de  la 
série  de  Laurent  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  former  les  inté- 
grales définies  qui  servent  de  coefficients  à  ses  termes. 

(Juin  1908.) 

Montpellier. 
Épreuve  théorique.  —  Une  surface  a  pour  équation 

^  =/(^)  +  'f<7)- 

Soient  C,  C  les  centres  de  courbure  principaux  au 
point  M,  A  le  milieu  de  la  droite  CC .  Déterminer  les  fonc- 
tions f  et  ^  de  façon  que  la  projection  de  MA  sur  OZ  soit 
constante,  pour  tout  point  i\I  de  la  surface. 

Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un 
point  M,  pour  les  surfaces  obtenues.  Déterminer  leurs 
lignes  asymptotiques. 

Si  a,  p  sont  les  angles  de  la  normale  en  M  avec  les 
axes  OX,  OY,  D  la  projection  de  CC  sur  OZ  ;  montrer  que, 
parmi  les  surfaces  déjà  obtenues,  il  en  existe  pour  les- 
quelles D  langa  lang^  est  aussi  constant. 

Appliquer  les  formules  précédentes  à  ce  cas  particulier. 
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Épreuve  pratique.  —  Unparaboloïde  et  un  cylindre  sont 
représentés  par  les  équations 

x^         y2  X-         y- 

a  b  a-         b- 

a  et  b  étant  positifs,  les  axes  rectangulaires. 

Calculer  l'aire  de  la  portion  de  paraboloïde  intérieure 
au  cylindre,  et  le  volume  intérieur  au  cylindre  compris 
entre  le  paraboloïde  et  le  plan  xOy. 

On  pourra  effectuer  le  changement  de  variables 

X  =  az  cosco,         y  =^  bp  sinto, 

(Juillet  1908.) 
Rennes. 

Epreuve  théorique.  —  I.  On  donne  le  système  d'équa- 
tions différentielles 

^-^v/T=^         =.(0, 

dv  

-7-  -{-  X  \/  i  —  k^-^  kz  =  o, 
dt 

dz        . 

—, ky  =  o. 

dt  -^ 

où   k  désigne    une  constante  positive   plus  petite  que    un 
et  '-^  (  t  )  une  fonction  connue  de  t. 

i"  Si  (Xi,  yi,  Zi),  (x.2^  y2,  z^)  sont  deux  systèmes  de 
fonctions  de  t  correspondant  à  deux  solutions  des  équations 
sans  second  membre,  la  somme  cciX^  -h y\yz  -^  ZiZ^  reste 
constante,  et  l'on  a  une  nouvelle  solution,  en  posant 

Xi^^y^z.—  ziXi,       JK3=  ^1^2— a"iZ2,        ^.3=  x^y^  — y^x^.. 

•>."  Trouver  trois  solutions  (^1,  j>'i,  Zi),  (x^,  y^,  ^2), 
(373,^^3, S3J  des  équations  sans  second  me?nbre,  telles  qu'on 
ait,  pour  /  =  o. 


:ri  =  y/ 1  —  A-,        x-2  =  o,         Z3  =  —  k, 
J'i  =  o,  JK2  =  i,         ^3=0. 


Zi=:k,  Z.2  =  0,  ^3  =  y/l  —  /.-ï. 


(  335  ) 

3"  Indiquer  les  quadratures  à  effectuer  pour  avoir  la 
solution  générale  des  équations  avec  second  membre. 
Achever  le  calcul  en  supposant 


o{ t)  =■  —  a  ^ i  —  k-  s\n{kt)         {a  constant). 

II.  On  considère  les  courbes  (G)  dont  la  tangente  en  un 
point  quelconque  M  (x,  y,  z)  a  pour  paramètres  direc- 
teurs 7.x,  S>',  '(z:  ces  courbes  sont  solutions  du  système  dif- 
férentiel 

dx  _  dy  _  dz 

ax         ^y        '(z 

a,  p,  Y  sont  des  constantes  et  les  axes  rectangulaires. 

1°  Démontrer  que  les  courbes  (G)  sont  les  trajectoires 
orthogonales  d'une  famille  à  un  paramètre  de  surfaces 
du  second  degré 

F(t,  y.,  z)  =  const. 

2."  Les  courbes  (G)  qui  rencontrent  une  courbe  direc- 
trice (D)  engendrent  une  surface  (S).  Lorsque  la  direc- 
trice (D)  est  une  droite,  montrer  que  la  surface  (S)  est 
réglée;  déterminer  les  droites  (D)  pour  lesquelles  la  sur- 
face est  développable  ;  caractériser  ces  droites  et  les  arêtes 
de  rebroussement. 

3°  Lorsque  la  directrice  (  D)  e*f  une  ligne  courbe,  solution 
d'un  système  différentiel  analogue  «  (i), 

,    ,  dx         dy         dz 

y.  X        '^  y        'i  z 

La  suif  ace  (S)  admet  une  deuxième  génération  ana- 
logue à  celle  de  définition.  Trouver  les  lignes  asymplo- 
tiques.  Montrer  que  chacune  des  familles  d'asymptotiques 
est  formée  de  trajectoires  ortliogonales  d'une  famille  de 
quadriques,  et  montrer  que  la  surface  {?i)  est  orthogonale 
à  une  infinité  de  familles  de  quadriques. 

Épreuve  pratiqle.  —  I.  Calculer  le  moment  d'inertie, 
par  rapport  à  Oz,  du  cylindre  droit,  de  hauteur  h,  ayant 
pour  base,  dans  le  plan  xOy,  le  cercle 

x^-\-  y- —  ax  =  o. 
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II.   On  considère  une  surface  (S)  définie  par  l'équation 

— ^  =/(^)' 

puis  le  solide  limité  par  cette  surface  et  les  plans  ^  =  o. 
z  =■  c.  Indiquer  quelles  quadratures  il  suffira  d'effectuer 
si  l'on  veut  calculer  pour  ce  solide  : 

Le  volume  ; 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité; 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oz.     . 

Acheter  les  calculs  en  supposant 


f(z)  =  ^/c-^-z-^ 
et  c  constant. 

Former    l'équation    aux    dérivées    partielles    des    sur- 
faces (  S  j. 

Montrer  que  les  plans  tangents  en  tous  les  points  d'une 
section  z  =^  consl.  rencontrent   l'axe  des  z  au  même  point. 

i  Juin  1908.  ) 


QIESTIOX'. 


.  2134.  Soient,  dans  un  triangle  ABC,  1  le  centre  du  cercle 
C     ■  A-,  inscrit,  O  celui  du  cercle  circonscrit,  ï  le  symétrique  de  I  par 

***(•     -•-        rapport  à  O-  Démontrer  les  deux  propriétés  suivantes  : 

i"  Les  perpendiculaires  à  l'A,  l'B,  l'C  élevées  en  A.  B,  C 
rencontrent  BG,  GA,  AB  en  A',  B'.  G'.  Ges  trois  points  sont 
en  ligne  droite. 

2°  Si  l'on  projette  I'  en  A",  B",  C  sur  BG.  CA,  AB,  les  droites 
AA",  BB",  GG"  concourent  en  un  même  point. 

Les  mêmes  propriétés  s'appliquent  aux  centres  Ja,  Ib,^c 
des  cercles  exinscrils  et  à  leurs  symétriques  Ia,  Ib-  I'c  P^^ 
rapport  à  O.  (E.-.\.  Barisiex.) 


(  337  ) 


[0'5j] 

SUR  LES  SURFACES  DO\T  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQIES 
SE  DÉTERMIi\Ei\T  PAR  QUADRATURES 

(SECONDE  NOTE). 
Par  m.  a.  BUHL. 


1.  Ce  travail  fait  suite  à  celui  que  j'ai  publié  ici 
même  en  octobre  1908.  J'avais  d'abord  uniquement  en 
vue  de  résumer  des  conférences  d'agrégation  faites  à 
Montpellier,  et  je  pense  que  la  lecture  de  ce  qui  suit 
peut  être  encore  utile  aux  candidats;  mais,  à  côté  du 
j)oint  de  vue  pédagogique,  j'ai  trouvé  dans  le  sujet  plus 
d'intérêt  que  je  n'en  voyais  d'abord,  et  je  crois  nou- 
veaux certains  de  mes  résultats. 

[^'étude  des  lignes  asjmplotiques  des  surfaces 

(i)  <I>(c)  =  aO-f-F(/-) 

a  surtout  été  faite  en  |)articularisant  la  fonction  ^  ;  c'est 
ainsi  qu'on  rattache  facilement  au  tjpe  (  i  )  les  surfaces 
hélicoïdales  et  spirales.  J'ai  essayé  inversement  de 
particulariser  F  en  conservant  la  généralité  de  $. 

Bien  qu'ayant  maintenu  le  titre  du  premier  article, 
j'ai  rencontré  des  surfaces  dont  les  asymptotiques 
dépendent  d'équations  difTcrcntielles  non  réductibles 
aux  quadratures.  C'est  d'ailleurs  le  cas  général  pour  les 
surfaces  (1),  et  je  ne  fais  qu'étudier  des  cas  particu- 
liers de  réduclibilité;  il  est  naturel  qu'ils  soient  situés 
entre  des  cas  irréductibles. 

Ann.  de  Mathéinat.,  4'  série,  t.  IX.  (  Aoùl  Kjof).)  24 
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2.  Les  surfaces  précédemment  considérées  étaient 
définies  parla  considération  de  Tordonnée  et  delà  nor- 
male en  un  point  M;  ces  droites  perçant  y Oa*  en  des 
points  m  et  n,  le  triangle  O  rnn  devait  avoir  une  aire 
ne  dépendant  que  de  l'ordonnée  s  =  M/;j.  Parlant  de 
là  on  trouvait  sans  peine  pour  équation  de  ces  surfaces 

(i)  *(3)  =  aO  + F(/-), 

z,  /•,  9  représentant  des  coordonnées  semi-polaires,  a 
étant  une  constante  arbitraire,  F  et  <ï>  des  fonctions 
arbitraires.  Il  avait  été  mentionné  dans  le  précédent 
article  que  les  surlaces  (i)  contenaient,  comme  cas 
particuliers,  les  conoïdes,  les  surfaces  de  révolution, 
les  hélicoïdes  et  les  surfaces  spirales. 

Remarquons  qu'à  la  première  définition  des  surfaces 
(  I  )  on  peut  immédiatement  en  adjoindre  une  seconde; 
ces  surfaces  sont  engendrées  par  une  courbe  a/'6f7/'ai:'/'e 
rt  6 -f- F(/')  =  o  dont  le  plan,  constamment  normal  à 
O z  ci  percé  au  même  point  par  cet  axe,  tourne  autour 
de  O  G  suivant  une  loi  dépendant  d'une  manière  quel- 
conque de  son  ordonnée. 

Sans  rien  particulariser,  j'ai  donné  pour  première 
équation  des  asymptotiques  de  (  i  ) 

Cette   équation  suppose   qu  on   peut  porter  dans  xtj 

la  valeur  de  z  tirée  de  (  i  ).  Elle  définit  alors,  en  coor- 
données polaires,  la  projection  des  asymptotiques  sur 
yOx.  L'élimination  de  z  est  évitée  de  façon  avanta- 
geuse si    l'on    élimine    h    entre    (i)    et    (2).    Il    vient 
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alors 


(3j!  '  ""  . 

I        —  2  (^L  <i>^  L.  pi^'\  dr  dz  -h  {-^F'^'-^~'P"\dz^  =  o. 

Celle  équation  a  sur  (2)  l'avantage  de  ne  contenir 
explicitement  que  les  deux  variables  relz  ;  elle  définit 
deux  familles  de  surfaces  de  révolution  coupant  la  sur- 
face (i  )  suivant  les  deux  familles  d'asymptoliques.  On 
peut  encore  la  simplifier  en  posant 

(4)  *"=*'2/(*), 

ce  qui  revient  à  supposer  que  la  fonction  arbitraire  <I> 
est  définie  par  l'intermédiaire  d'une  fonction  f  au 
moyen  de  la  formule 

(5)  z=  j  e  J  d'P, 

d'où  l'on  doit  finalement  tirer  <I>  en  fonction  de  z. 
Alors  (3)  devient 


(ft) 


F"_H  Ip'-f-  — F'<  W//- 


■2  I  - 


—  F'^  )  dr  d^P-^l—F'—fCP )1  d<P^  =  o. 
a'^       I  La-  •  J 


N'était  la  présence  du  seul  terme  y"(<I>),  l'équation 
serait  d'un  type  banal  immédiatement  intégrable  par 
«juadraUires  cl,  cependani,  si  l'on  conserve  ce  terme, 
elle  |)araîl  défier  toutes  les  méthodes  élémentaires  d'in- 
tégration. Bien  plus,  comme  je  l'ai  montré  dans  mon 
précédent  article,  les  seuls  cas  particuliers  où  l'on  se 
ramène  immédiatement  aux  quadratures  en  faisant  de 
y*(<l>)une  constante  nulle  ou  non  nulle  conduisent  aux 
hélicoïdcs  et  à  des  surfaces  comparai)les  aux  surfaces 
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spirales,  d'où  les  résultats  bien  connus  quant  aux 
asjmplotiques. 

Faut-il  donc  renoncer  à  quelque  chose  de  général 
concernant  l'équation  (6)?  Le  problème  parait  forl 
difficile,  bien  que  son  intérêt,  ainsi  mis  en  lumière,  ne 
soit  pas  douteux. 

Je  n'ai  pu  aller  bien  loin  dans  l'étude  des  généralités, 
mais  je  crois  avoir  trouvé  quelques  résultats  particu- 
liers dignes  d'être  ajoutés  à  ceux  que  l'on  possède 
déjà. 

Examinons  d'abord  le  discriminant  qui,  toutes  réduc- 
tions faites,  peut  s'écrire 

A  =  -L  -  4  F'F"+/(<i>)  (f"+  ~  F'+  -  F'aY 

Toules  ses  simplifications  simplifient  évidemment 
l'équation  (6)  et  nous  serons  ainsi  conduits  à  examiner 
les  surfaces  (i)  où,  la  fonction  *(/')  restant  quel- 
conque, la  fonction  F(/')  satisfera  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  équations  différentielles 

(7)  F"+^F'+i^F'3  =  o, 

(8)  _L_^F'F"  =  o. 

r-        a- 

Nous  étudierons  d'abord  l'équation  (y),  étude  qui 
nous  conduira  à  des  comparaisons  concernant  les 
conoïdes  droits;  c'est  pourquoi  le  paragraphe  suivant 
est  consacré  à  ces  conoïdes. 

3.  Retour  sur  les  conoïdes.  —  Pour  les  conoïdes 
droits  ^{z)  =  «9,  l'équation  (3)  donne  immédiatement 
pour  les  asyujptotiques  distinctes  des  génératrices 

(9)  /-s  *'(^)  =  const. 
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Cette  équation  exprime,  comme  je  l'ai  remarqué 
antérieurement,  que,  lepointM  décrivant  une  asynip- 
totique  sur  le  conolde,  le  rayon  vecteur  O  m  balaye 
des  ailles  dont  la  variation  est  proportionnelle  à 
celle  de  l' ordonnée  m  M. 

Or  c'est  là  la  propriété  caractéristique  des  courbes 
dont  la  tangente  appartient  à  un  complexe  linéaire, 
l'axe  de  ce  complexe  étant  O^  [P.  Appell,  Sur  les 
propriétés  des  cubiques  gauches  et  le  mouvement 
hélicoïdal  d' un  corps  solide  {Annales  de  rËcole 
Normale,  18-6,  p.  26:"))].  On  voit  qu'il  est  indifférent 
de  désigner  ainsi  ces  courbes  ou  de  dire  que  ce  sont 
les  asymptotiques  d'un  conoïde  droit.  Le  plan  oscula- 
teur  qui  a  son  foyer  au  point  d'oscidation  est  évidem- 
ment le  plan  tangent  au  conoïde.  Ces  considérations 
ont  été  reprises  par  M.  E.  Picard  dans  son  Application 
de  la  théorie  des  complexes  linéaires  à  l'étude  des 
surfaces  et  des  courbes  gauches  {Annales  de  V Ecole 
Normale,  ^^J'j,  p-  ^29).  Les  mêmes  courbes  ont 
été  étudiées  par  d'autres  auteurs,  par  exemple  par 
M.  E.  Goursat  [Traité d' A nalyse,  1. 1,  p.  5 18),  chacun 
les  représentant  par  des  équations  différentes.  Ici  nous 
avons 

Si  l'on  imagine  qu'on  tire  de  la  première  équation 
z  ^=  '^(^)?  le  tout  se  transforme  immédiatement  en 


s  =  «f(6),         X  =  v^G(p'(6)cosO,        j'  =  \/G9'(0)sinO. 

C'est  une  (orme  donnée  encore  par  M.  Appell 
(Traité  de  Mécanique  rationnelle,  Exercices  du 
Chap.  I). 

Bien  que  je  ne  puisse  faire  ici  une  bibliographie 
complète  du  sujet,  il  me  semble  particulièrement  inté- 
ressant  de  mentionner  que,    dans  le  |)résent  Volume 
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(p.  35),  en  janvier  1909,  c'est-à-dire  enlre  le  présent 
Mémoire  et  le  précédent,  M.  E.  Keraval  est  revenu 
sur  les  courbes  précédentes  d'une  manière  pleine  d'in- 
térêt. Il  les  considère  aussi  comme  situées  à  la  fois  sur 
des  conoïdes  et  sur  des  surfaces  de  révolution. 

Ces  résultats  étant  rappelés,  nous  allons  voir  com- 
ment ils  se  généralisent  sur  de  certaines  surfaces  qui 
sont  elles-mêmes  des  généralisations  de  conoïdes. 

4.  Asymptotùjues  d'une  surface  réglée  à  plan  et 
à  cylindre  directeurs.  —  Prenons  la  surface  (1)  pour 
laipielle  la  fonction  F(r)  serait  définie  par  l'équation 
(j).  Il  est  facile,  sans  calcul,  de  prévoir  quelle  surface 
on  doit  obtenir. 

Si  (7)  a  lieu,  l'équation  (3)  nous  montre  que  la  sur- 
face en  litige  est  coupée  suivant  une  famille  dasvmpto- 
liques  par  tous  les  plans  parallèles  à  Oxy.  Or,  en 
général,  des  asymptoliques  ne  peuvent  être  planes,  à 
moins  qu'elles  ne  soient  droites.  La  surface  (i)  doit 
donc  se  réduire  à  une  surface  réglée  ajant  Oxy  jiour 
plan  directeur.  De  plus,  d'après  les  généralités  du  n"  2, 
la  surface  doit  être  engendrée  par  une  section  plane 
parallèle  à  Oxy,  dont  l'ordonnée  varie  cependant  que 
cette  section  tourne,  suivant  une  loi  quelconque  dépen- 
dant de  3,  autour  de  Oz. 

C'est  dire  que  les  génératrices  de  la  surface  doivent 
être  aussi  tangentes  à  un  cylindre  de  révolution  d'axe 
O^  et  de  rajon  arbitraire  /,-. 

Analytiquemenl,  l'équation  (7)  s'intègre  très  facile- 
ment en  la  multipliant  par  F'  et  en  prenant  F'^  pour 
fonction  inconnue.  On  a  ainsi 


„,  ak  k 

r   =  ^  ,  i"  =  a  arc  cos  —, 

,-  yV2_^2  r 


d'où  la  surface 
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<ï>(5)  —  a6-4-aarc  cos- 


On  peut  supposer  que  la  seconde  constante  d'inté- 
gration rentre  dans  ^  (z)  et  qu'il  en  est  de  même  pour 
la  constante  a.  Pour  «  =  i  on  a  donc  finalement 


(10) 


/■cos[0  — *(s)]  =  A-, 


ce  qui  est  bien  la  surface  pré\ue.  ^(z)  esl  l'argument 
de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque 
de  O^  sur  la  génératrice  de  même  cote. 

Si  l'on  porte  l'expression  trouvée  pour  F  dans  l'équa- 
tion (3),  on  obtient 


dr 


/' 


A-2 


*'  —  (/.■'!>'?  —  *"  v//--T-/.-^)  ch  =  o, 


ce  qui  doit  définir  pour  la  surface  (10)  les  asympto- 

tiques  dilTérentes  des  génératrices. 

Posant 

R2=  r2_A-2, 
il  vient 

dz         i  <P  > 

équation    linéaire    qui,    abstraction     faite    du     second 
membre,  a  pour  intégrale 

(11)  R24>'  =  const, 

et  qui,  eu  faisant  varier  la  constante,  donne  finalement 

(12)  R2.1.'=  !^(   f^^'^dz\- 

O.  L'intérêt  des  résultats  obtenus  jusqu'ici  ne  con- 
siste pas  précisément  dans  le  fait  que  la  surface  (  10)  a 
ses  asymptotiques  déterminées  par  (12),   c'est-à-dire 


(  344  ) 
par  une  seule  f|uadralare,  car  il  en  est  ainsi  poui'  toutes 
les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  (').  11  consiste 
dans  une  généralisation  du  théorème  du  n"  3  relatif  à 
l'aire  balayée  par  le  rajon  vecteur  0/?î,  généralisation 
à  laquelle  on  est  conduit  en  comparant  les  équations 
(9)  et  (m). 
Gomme  on  a 

<!»'  dz  =  d%  -\-  d(  arc  cos  — 


on  voit  facilement  que  (;-  —  k-)  ^'  dz,  c'est-à-dire  le 
produit  par  dz  du  premier  membre  de  (12),  peut 
s'écrire 

/•2  diï  -^  kd(\/r^—  k'^—  A  arc  cos -^  —  AO). 
Or,  considérons  dans  le  plan  O xy  le  cercle  de  centre 


O  et  de  rayon  /•  ;  du  point  m  situé  sur  la  projection 
[m)  de  Tasymptotique  passant  par  M,  menons  la  tan- 
gente /wB  et  traçons  la  développante  AG.  L'expression 


(')  Il  faut  cependant  observer  qu'en  général  on  part  de  la  surface 
z  =  y'^{x)  +  'i^{x)  dont  on  détermine  par  une  quadrature  très 
simple  la  projection  des  asymptotiques  sur  Oxy.  Mais  ce  plan  n'est 
pas  le  plan  directeur,  et,  par  suite,  le  résultat  auquel  je  fais  allusion 
serait  ici  d'une  utilité  contestable. 
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précédente  peut  s'écrire 

r^-dO  +  kdÇ^ln  —  arcAB), 

et,  comme  l'arc  AB  est  précisément  égal  à  BC,  on  a 

,-2  f/e  -^f,dCm  =  W(  z  )  dz, 

W(3)  désignant  le  second  membre  de  (12). 

Supposons  que  le  point  m  prennesur  (/?i)  deux  posi- 
tions nif  et  m2  ;  soient  C)  et  C2  les  points  G  correspon- 
dants, S,  et  Si  les  aires  balajées  par  Om  quand  ce 
ravon  vecteur,  parlant  d'une  position  fixe,  devient  Om, 
ou  Oni2',  soient  enlin  z^  et  Z2  les  ordonnées  des  points 
de  la  surface  qui  se  projettent  en  /«)  et  m.>.  En  inté- 
grant la  relation  précédente,  on  aura 

(i3)      •2(82— Si) +  A-(G2m2— Ci /??,)=   f    W{z)dz. 

Si  k=o,  ^'{z)  doit  être  remplacé  par  une  simple 
constante  et  l'on  retrouve  le  théorème  énoncé  par 
M.  Appell  dans  sa  Thèse,  et  qui  a  été  rappelé  ici  au 
début  du  n°  3. 

6.  Application  à  une  surface  (10)  du  type  héli- 
coïdal. —  Soit  dans  l'équation  (  10)  /i<ï>(^)  =  2S,  h 
étant  une  constante.  On  a  ainsi  la  surface  réglée  engen- 
drée |)ar  une  droite  perpendiculaire  à  O:;;^  située  à  la 
distance  k  de  cet  axe  et  animée  autour  de  lui  d'un 
mouvement  hélicoïdal  régulier,  f^a  constante  h  d(''finit 
si  Ton  veut  le  pas  du  mouvement  hélicoïdal.  L'équation 
(12)  devient 

//2(/-2_/.-2)  =  /,-2(5_G)2. 

Ces  hyperboloïdes  de  révolution,  (pii  coupent  l'héli- 
coïde  considéré  suivant  ses  asvmploiicjues,  sont  tous 
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identiques  à  l'hjperboloïde 

r^        z- 

Fî  ~  :p  ^  '  ' 

dont  ils  se  déduisent  par  une  simple    translation  dans 
la  direction  Oz. 

De  plus,  on  a  dans  ce  cas 

et  le  second  membre  de  (  i3)  devient 

|^[(.,-C)3-(.,-C,.l. 

Comme  z  est  de  nature  logarithmique,  par  rapport 
aux  coordonnées  x^y^  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de 
Taire  S,  —  S,  balayée  par  Om. 

Je  ne  puis  qu'indiquer  ici  qu'on  trouverait  facilement 
un  grand  nombre  d'exemples  analogues. 

On  pourrait  construire  des  surfaces  (lo)  dont  les 
asjmptotiques  se  projetteraient  suivant  des  courbes 
dont  le  rayon  vecteur  Om  balayerait  des  aires  à  expres- 
sion algébrico-logarithmique.  Ce  serait  la  généralisation 
des  asymptotiques  uiiicursales  des  conoïdes  droits  pour 
lesquelles  Om  balaye  des  aires  à  expression  rationnelle 
(P.  Appell  et  E.  Picard,  loc.  cit.  —  P.  Appell  et 
E.  GoDRSAT,  Théorie  des  fonctions  algébriques  et  de 
leurs  intégrales,  p.  35 1). 

7.  Asymptotiques  d'une  certaine  surface  de 
Monge.  —  Étudions  maintenant  la  surface  (i)  lorsque 
la  fonction  F  est  définie  non  plus  par  l'équation  (-), 
comme  dans  ce  qui  précède,  mais  par  l'équation  (8). 
De  (8)  on  conclut  d'abord 
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k  désignant  une  conslanle  d'inlégralion.  On  voit  que, 
F  contenant  a  en  facteui",  on  peut  supposer  dans  (  i  ) 
que  cet  a  rentre  dans  ^[z).  On  ne  diminuera  donc  pas 
la  généralité  en  donnant  à  a  une  valeur  fixe  qui  sera  ici 
k.  On  aura  alors 

F'2=i—  -1-,  V  ^  ±  U'r-i  —  A2  —  /.■  arc  cos  - 


et  la  surface  ( i )  sera 

{ï\)  ^{z)  =  /tO  ±  K/7-2  —  A-2  _  /,  arc  cos  -  j  • 

Elle  est  engendrée  par  la  développante  d'un  cercle  de 
rayon  k  dont  le  plan,  normal  à  O;;,  tourne  autour  de 
cet  axe  suivant  une  loi  quelconque  dépendant  de  l'or- 
donnée 3. 

Le  double  signe  n'a  pas  d'utilité  réelle;  il  correspond 
aux  deux  branches  de  la  même  développante  situées  de 
part  et  d'autre  du  point  de  rebroussement. 

Il  revient  au  même  j)Our  engendrer  une  telle  surface 
de  construire  le  cylindre  de  révolution  d'axe  Oz  et  de 
rayon  A,  de  tracer  une  courbe  quelconque  dans  l'un  de 
ses  pians  tangents  et  de  faire  rouler  ce  plan  sur  le 
cylindre. 

Il  s'agit  donc  d'une  suifaco  de  Monge  et,  plus  exac- 
lement,  d'une  surface  motdure. 

Or,  il  serait  bien  intéressant  d'avoir  un  résultat  con- 
cernant les  asymptoliques  d'une  de  ces  surfaces  sur 
lesquelles  les  lignes  de  courbure  sont  en  évidence  et 
ont  des  propriétés  si  élégantes. 

Prenons  l'équation  (6);  subslituons-y  rexj)ression 
attribuée  ici  à  F'  et  remplaçons  toujours  a  par  k.  Pour 
équation  dilTéientielle  des  asjmptotiques  de  (i4)i  nous 
aurons 

_Z;£L.         '^  dr  rH>  +  \'-^^  -/(<I>n  rf.I.-^  =  o. 
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Si  l'on  pose  encore  R-  ==  /'-  —  k-,  il  vienl 


f/* 


le   double    signe    correspondant   aux    deux     systèmes 
d'asymptoliques. 

C'est  là  une  équation  élégamment  réduite,  mais  qui 
paraît  cependant  n'appartenir  à  aucun  type  iulégrable. 
de  manière  élémentaire,  du  moins  tant  qu'on  laisse 
toute  sa  généralité  à/(<ï>).  • 

Malgré  son  caractère  négatif,  celte  conclusion  semble 
utile  à  mentionner. 

Elle  montre  les  difficultés  très  grandes  que  doit  pré- 
senter une  élude  générale  de  l'équalion  (6),  puisque, 
même  réduite  à  (i5)  au  moyen  d'une  hypothèse  très 
particulière  sur  F(/'),  on  rencontre  encore  des  diffi- 
cultés transcendantes. 

Pour  y(4^)  =  <I>,  l'équation  (i5)  est  homogène  et 
facile  à  intégrer  explicitement.  Mais  alors  c'est  la  rela- 
tion (5)  qui  doit  déterminer  $(-)  qui  offre  une  qua- 
drature impossible  à  exprimer  explicitement. 

Si  l'on  convient  de  passer  sur  celle  dernière  difficulté, 
on  peut  tout  de  même  dire  qu'on  connaît  une  famdle 
de  surfaces  de  Monge,  dépendant  de  deux  paramètres 
arbitraires,  sur  lesquelles  les  asjniptotiques  sont  déter- 
minables  de  manière  élémentaire. 

D'ailleurs,  on  augmenterait  encore  un  peu  la  géné- 
ralité en  prenant 

/•(*)  =  a* -1-  p, 

a  et  j3  étant  deux  constantes;  l'équation  (i5)  se  ramène 
alors  sans  peine  au  type  homogène. 

8.  Retour  sur  les  sur/aces  de  révolution.  —  Si  l'on 
fail  a  =  o  dans  l'équation  (  i  ),  on  a  la  surface  de  révo- 
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liition 

(i6)  ^{z)  =  F{r). 

L'équation  (2)  donne  alors  pour  définir  les  asympto- 
tiques 

/f"  -  F'2  ^  )  dr'-  ^  /•  F'  rf62  =  o. 

Si  l'on  remplace  <ï*(^)  par  s,  ce  qui  ne  diminue  pas 
la  généralité,  on  a,  plus  simplement, 

(17)  F"dr-^-hrF'df^'-=o; 

c'est  l'équation  bien  connue  qui  définit  les  asvmpto- 
tiques  de  la  surface  z=F(r)  en  les  projetant  sur  le 
plan  z  =  o. 

Si,  au  contraire,  on  remplace  F(r)  par  /•,  on  a 

*"£//-2—  /■*'2^fJ2=  o. 

Comme  on  a  alors 

r  =  *(.-).  dr  =  <^'{z)dz, 

il  vient  finalement 

(18)  «l»"  ^S2  —  *  rf02  =  o. 

Cette  équation  définit  les  asjmptoliques  de  la  sur- 
face/•=  <I>  (;  )  en  la  coupant  par  dos  conoïdes  droits 
ayant  Oz-  pour  directrice.  Elle  est  moins  connue  que 
l'éqnalion  (17)  et  permet  cependant,  comme  on  va  le 
voir,  d'obtenir  très  rapidement  des  résultais  extrême- 
ment intéressants. 

Remarquons  d'abord  qu'au  point  de  vue  de  la  déter- 
mination des  asymptotiques,  il  y  a  ici  une  certaine 
réciprocité  entre  les  conoïdes  droits  et  les  surfaces  de 
révolution. 

Gomme  on  l'a  vu  au  n"  3,  l'équation  (9)  détermine 
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les  asymptoliqiies  dun  conoïde  en  le  coupant  par  une 
famille  de  surfaces  de  révolution.  De  même  (  i8)  déter- 
mine les  asymplotiques  dune  surface  de  révolution  en 
la  coupant  par  une  famille  de  conoïdes. 

Nous  aurons  une  première  application  très  élégante 
de  (  i8)  en  déterminant  $(2)  par  l'équation  linéaire 

A-*" —  *  =  o, 

où  k  est  une  constante.  On  obtiendra  ainsi  les  sur- 
faces 

(rg)  r  =  *(s>=  A  e^-hBe~*, 

où  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires,  pour  les- 
(juelles  Téquation  (18)  se  réduira  à 

dz  =~kdO, 
d'où 

(■20)  2=zb/e. 

Ce  sont  là  des  hélicoïdes  réglés  qui  ne  font  que  tour- 
ner autour  de  O;;  si  l'on  ajoute  une  constante  d'inté- 
gration. Si  l'on  élimine  z  entre  (19)  et  (20),  on  obtient 
les  courbes 

(9.1)  7-  =  Ae=0^Be-^ 

qui,  par  rotation  autour  du  pôle,  donnent  toutes  les 
projections,  sur  le  plan  ;  =  o,  des  asjn}ploliques  des 
surfaces  (19). 

•  Parmi  les  surfaces  (19)  il  convient  de  signaler l'aljs- 
seïcle  ou  caténoïde  dont  le  méridien  est  une  chaînette 
ayant  O;  pour  base.  On  a  alors 

Les  courbes  (21)  sont  alors  des  transformées  par 
inversion  de  certaines  herpolhodies  particulières.  Dit- 
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Irich  les  appelait   Sumnienspiralen  [voir  plus  loin). 
Un    cas     plus     intéressant     encore     correspond     à 
2  A  =  —  2B  =  A".  On  a  alors  la  surface 

(  22  )  r  r=  —  \  e*  —  e 

dont  les  asjmptotiques  sont,  bien  entendu,  sur  les  héli- 
coïdes  (20)  et  se  projettent  de  plus  suivant  les 
courbes 

(23)  r=-{e^^—e^^). 

Mais  on  reconnaît  là  sans  peine  la  projection  d'un 
système  de  lignes  de  courbure  de  chacun  des  liélicoïdes 
(20).  Donc,  si  la  surface  fixe  (22)  est  coupée  par  les 
hélicoïdes  (20),  invariables  en  eux-mêmes,  mais 
animés  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  Os, 
les  intersections  sont  lignes  asymptotiques  sur  la 
surface  de  révolution  et  lignes  de  courbure  sur  les 
hélicoïdes.  Et  sur  l'hélicoïde  il  suffit  évidemment  de 
connaître  une  ligne  de  courbure  d'un  système  et  de  la 
faire  glisser  sur  la  surface  pour  obtenir  toutes  celles  du 
même  système. 

La  courbe  (2.3)  est  connue  et  présente  un  intérêt 
propre.  C'est  la  Differenzenspirale  de  Dittricli  [Die 
logarithmische  Spirale,  Brcslau,  1872),  ainsi  nommée 
parce  (jue  le  rayon  vecteur  est  la  différence  de  ceux  de 
deux  spirales  logarithmiques  inverses.  M.  Aubry  l'a 
considérée  aussi  dans  un  travail  qui  traite  de  V usage 
des  figures  dans  l'espace  pour  la  définition  et  la 
transformation  de  certaines  courbes  (Journal  de 
Mathématiques  spéciales  (.le  G.  de  Longchamps,  1 8(^6) 
et  l'appelle  spirale  tractricc  (E.  WiiLFiiJVG,  Intermé- 
diaire des  Mathématiciens,    t.  V,   1898,    p.   i3o.  — 
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H.  Brocard,  Courbes  géométriques.    Compléments, 
p.  169.  —  G.  LoRiA,  Ehcne  Kurven,  p.  455). 

Pour  B  =  o  l'équation  (19)  représente  la  surface 
harmonique  de  révolution  dont  le  méridien  est  une 
logarithmique.  Les  asymptoliques  des  deux  systèmes 
se  projettent  suivant  deux  familles  de  spirales  logarith- 
miques homothétiques  ('). 

9.  On  sait,  ce  que  j'ai  d'ailleurs  rappelé  dans  mon 
premier  article  (n°  4),  que  la  détermination  des  sur- 
faces de  révolution,  dont  on  définit  à  l'avance  la  pro- 
jection des  asymptotiques,  est  un  problème  élémen- 
taire résoluble  par  deux  quadratures.  On  peut  ici  se 
proposer  le  problème  correspondant  qui  consiste  à 
déterminer  une  surface  de  révolution  de  telle  ma- 
nière que  ses  asymptoliques  soient  sur  les  deux 
familles  de  conoïdes 


i-y 

\dz) 


CM)  (^;  =H^). 

D'après  (18)  on  obtient  une  famille  /•  =  ^(«)  à  deux 
paramètres  arbitraires,  la  fonction  $  étant  définie  par 
l'équation 

(-25)  -^^  —  <|/(5)*  =  0. 

Ce  n'est  plus  là  un  problème  élémentaire.  L'équation 
(25)  ne  peut  s'intégrer,  en  général,  que  par  approxi- 
mations successives  (E.  Picard,  Traité  d  Analyse, 
l.  IIJ,  Chap.  VI). 


(')  Dans  le  BiiUetiii  de  la  Société malhcmatiquc,  t.  XWI,  iqoS, 
j'ai  montré  incidemment  que  la  détermination  de  toutes  les  surfaces 
dont  un  système  il'asymptotiques  se  projette  suivant  une  famille  de 
spirales  logarithmiques  homothétiques  se  ramène  à  l'intégration  de 
l'équation   linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second   ordre  /•  =  q. 
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Elle  joue  un  rôle  capital  en  Physique  malhéniali(|ue, 
notamment  dans  le  problème  du  refroidissement  d'une 
barre  hétérogène,  et  en  Mécanicpie  céleste  où  elle  est  à 
la  base  de  l'étude  des  mouvements  du  nœud  et  du  péri- 
gée dans  les  théories  lunaires  de  Hill  et  Brown.  Je 
signale  ces  points  parce  qu'il  me  semble  intéressant  de 
comparera  ces  questions  difficiles  un  problème  d'appa- 
rence élémentaire  conduisant  cependant  à  une  difficulté 
analytique  de  même  nature. 

Toutefois,  en  prenant  les  choses  d'une  manière  moins 
élevée,  on  pourrait  avoir  un  grand  nombre  de  familles 
de  surfaces  de  révolution  dont  les  asjmptoliques  se 
trouveraient  sur  des  conoïdes  connus.  Prenons  une 
fonction  <ï*(  ^)  ;  d'après  (  25),  déterminons  '^(z)  comme 
étant  le  quotient  de  <I>"  par  $,  ce  qui  déterminera  les 
conoïdes  (24).  Quanta  l'équation  (aS)  nous  en  déter- 
minerons l'intégrale  générale  en  nous  appuyant  sur  la 
connaissance  de  la  solution  particulière  ^,  ce  qui  n'exi- 
gera qu'une  quadrature. 

Cherchons  pour  (25)  une  intégrale  de  la  forme   uv, 

il  vient 

uv"  -+-  •>.  t"'  «'  -H  [u"  —  '!^(  z)u]v  =  o. 

Si  a  esl  une  solution  p:irticulièrc,  on  a  seuleinent 

Mf"-+-  ■>.  t-''  u'  =  O, 

d'où 

et  l'intégrale  générale  est 

Xu-h  iiu  I   — ^  • 
J     "- 

En  résumé,  les  surfaces  de  révolution 

Ami.  de  Matkémat.,  4*  série,  t.  IX.  (  Aoùl  1909.)  20 


(  354  ) 
ont  leurs  asyniptotiques  sur  les  conoïdes 


(d^Y      ^"(z) 


\dzj         ^l-s) 

tout  comme  la  surface  /•  =  <!)(;). 

Si  ^  {  z)  est  une  exponentielle,  on  retrouve  les  résul- 
lals  du  n"  8. 

Je  reviendrai  sur  ce  théorème  dans  une  troisième 
Note  (jul  contiendra  de  nouveaux  résultais  obtenus 
depuis  que  la  seconde  a  été  envoyée  à  l'impression. 


[A3g] 
SlIU  LA  KÉSOLITIOX  DES  ÉQUATIONS  XIDIÉRIQIES  C); 

Par  m.  L.  ZORETTI, 

Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Je  me  propose  d'indiquer  sommairement  comment 
on  peut  dans  /a  yo/'«^f(/we  appliquer  la  méthode  d'ap- 
proximalious  successives  au  calcul  des  racines  des 
équations  numériques.  On  sait  comment  M.  Goursat  a 
tiré  parti  de  la  méthode  de  M.  Picard  pour  démontrer 
le  théorème  d'exi>lence  des  fonctions  implicites.  On 
verra  ici  comment  des  considérations  analogues,  direc- 
tement inspirées  par  le  Mémoire  de  M.  Goursat,  peuvent 
être  appliquées  dans  un  problème  pratique  d'Algèbre 
élémentaire. 


(')  fendant  l'inipression  de  cet  article,  a  paru  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  une  Note  de  M.  de  Monlessus 
sur  le  même  sujet.  Toutefois,  les  différences  avec  celle-ci  sont 
assez  nombreuses,  surtout  dans  la  méthode  d'application. 
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I.    Considérons  l'éqiialion 

(i)  x=f{x), 

f{x)  étant  une  fonction  de  la  v.uiable  réelle  x  pourvue 
d'une  dérivée.  Soit  x^  une  valeur  approchée  d'une  ra- 
cine de  cette  équation.  Calculons  successivement  les 
nombres 

^1  =/(^o), 

^2    =/(^l)5 


^;î=/(^«-i)- 


Cherchons  à   quelle  condition    le  nombre   Xn  tend 
vers  une  valeur  limite.  11  suffit  pour  cela  que  la  série 

(2)        X^i-^  (  Xi  —  Xm)  -^  {x,  —  Xi)  -h.  .  .^  {x,i—  Xn  -l)-i-  ■  '  • 

soit  absolument  convergente.  Or  on  a 

Xn—  3C„-l  =  (Xn-i  —  Xn  ^t)  f  (Xn-l), 

^n-\  désignant  une  valeur  de  x  comprise  entre  x,i-i  et 

Xn—2' 

Par  suite, 

I       »•     -y* 

:/'('U-i)!- 


■*'«   x,i—i 


I  ^«—1        Xn—î 

Si  Ton  sait  que  la  dérivée  est  suffisamment  petite 
en  valeur  absolue  dans  un  voisinage  suffisant  de  la 
valeur  .X'o>  O"  pourra  donc  affirmer  que  la  série  (a) 
est  absolument  convergente.  On  en  déduit  sans  peine 
que  la  somme  de  cette  série  est  un  nombre  x  qui 
résoud  l'équation  (i). 

Je  ne  précise  pas  davantage  les  conditions  de  con- 
vergence et  me  borne  à  faire  deux  remarques,  les  seules 
que  j'utiliserai. 

Dabord  la  convergence  sera  rapide  siy'(ç)  est  petit 
en  valeur  absolue.  En  particulier,  si/'(j?o)  ^^^  ""^  (cl 
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si,  bien  entendu,  la  dérivée  est  continue),  nous  serons 
dans  de  très  bonnes  conditions. 

Supposons  de  plus  quey'(j:^')  soit  négative  au  voisi- 
nage de  Xq.  Alors  le  rapport 


^n—l        ^n- 


est  négatif.  La  série  (2)  est  alternée.  Nous  obtenons  donc 
successivement  des  valeurs  approchées  par  défaut  et 
par  excès  de  la  racine.  Dans  ce  cas,  auquel,  on  va  le 
voir,  nous  nous  ramènerons  toujours,  je  précise  les 
conditions  de  convergence  :  il  sulfit  que  la  dérivée  y 
soit  constamment  inférieure  à  i  en  valeur  absolue  dans 
l'intervalle  .r(,a^i  {el  Xt  est  voisin  de  d7„). 

II.   Soit  donnée  l'équation 

(3)  cp(a:)  =  o 

que  nous  supposerons  admettre  une  racine  et  une  seule 
dans  l'intervalle  x^  x' .  Nous  allons  mettre  l'équation  (3) 
sous  la  forme  (i)  et  dans  les  conditions  les  plus  favo- 
rables pour  le  calcul. 

L'équation  (3)  est  équivalente  à  l'équation 

cp(3-) 
A 

A  étant  une  constante. 

Déterminons  cette   constante  de  façon   que  la  fonc- 
tion 

ait  sa  dérivée  nulle  pour;r  =  Xo.  Gela  donne  évidem- 
ment 

A  =  — (f'(a;o). 

Supposons  A  ainsi  choisi  (et  non  nul).  Nous  pour- 
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rons  alors  appliquer  le  procédé  précédent  de  calcul  de 
la  racine,  pourvu  que 


?'(^o) 


<I. 


Lela  impose  que  ^  soit  négatif  :  ce  rapport  est 
égal  à  —  I  pour  x  =  x^.  Je  supposerai  qu'il  ne  change 
pas  de  signe  dans  l'intervalle  x^x' .  Il  faut  encore  que 
le  même  rapport  ne  soit  pas  inférieur  à  —  2  :  on  peut 
supposer  encore  celte  condition  remplie  si  la  dérivée 
seconde  '^"  n'est  pas  trop  grande  el  l'inlervalle  x^x 
assez  petit. 

III.  Voyons  maintenant  à  laquelle  des  deux  valeurs 
x^x'  il  convient  d'appliquer  le  procédé.  Je  me  baserai 
pour  cela  sur  la  signification  géométrique  de  la  mé- 
thode. 

Soit  {fig.  1)  la  courbe 


r  = 


=  ^(^); 


on  a  ^'(a^o)  = — i.    I-^a   tangente  au  point  a^o  est  donc 

Fig.  1. 


parallèle  à  la  seconde   bissectrice   (en  supposant  les 
deux  échelles  identiques).  On  a  d'abord 


Xx=^  Xo-\-  g{Xt))  =  0/«  H-  /H  M. 
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Or,  en  appelant  m^   le  point  de  rencontre  de  la  tan- 
gente avec  l'axe  O^,  on  a 


m  M  =  mm  i , 


et,  par  suite, 


3"!  =  O  m  -f-  mm  y  =  O  m^. 


Menons  ensuite  par  M' la  parallèle  ^V m-,  à  la  seconde 
bissectrice;  nous  avons  la  deuxième  valeur  approchée 
j72=  Om<2i  et  ainsi  de  suite.  On  reconnaît  sans  peine  : 
i"  que  la  méthode  se  confond  avec  celle  de  Newton 
pour  le  calcul  do  .r,  ;  2°  en  examinant  les  diU'érciits  cas 
de  figure,  on  voit  (|uc  si  ^(x) ^'( J?)  >  o  la  méthode 
est  moins  avantageuse  que  celle  de  Newton,  et  au  con- 
traire, si  g[x)g"{x)<io  {Jig-  2),  on  obtient  des  va- 
leurs approchées  alternativement  par  excès  et  par  dé- 
faut. Ceci  est  facile  à  retrouver  algébriquement.  Nous 
avons  dit,  en  effet,  que  la  série  (2)  est  alternée  quand 
la  dérivée  y  est  négative.  Supposons,  par  exemple, 
g{^o)  >  o  et  ^0  <!ï'i  la  dérivée  /'  est  nulle  pour  X(,^ 

Fie.  2, 


négative  ensuite;  elle  doit  donc  décroître  cl  y"  doit  être 
négative.    De    même,    si   g(^XQ)<Co^    on    devra    avoir 
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/"  >  o.  En  d'autres  termes,  il  faut  que  gf  soit  négatif. 
Or 

donne 

et  l'on  a  bien  la  condition  annoncc-e 
i;{x)  g"{x)  <  o. 

Si  nous  remarquons  maintenant  que 

nous  voyons  qu'il  y  a  tout  intérêt  en  définitive  à  ap- 
pliquer la  jnélliode  précédente  de  préférence  (mais  ça 
n'est  pas  in(Jispensable)  à  celle  des  deux  valeurs  ap- 
prochées Xo,  x'  qui  rend  ^{_x)d'{x)  ■<  o,  c'est-à-dire  à 
celle  à  laquelle  on  a  l'habitude  de  ne  pas  appliquer  la 
méthode  de  Newton. 

IV.  Il  me  reste  maintenant  à  évaluer  l'erreur  com- 
mise par  l'application  de  la  méthode  et  à  la  comparer 
au  point  de  vue  pratique  avec  celle  de  Newton. 

Soient  X  la  racine,  Xn-,  x,i^\  deux  valeurs  consécu- 
tives données  par  la  méthode;  on  a 

X   =f{x), 
donc 

X  —  Xn=f{x)  —f(Xn-i)  =  (x  —  .Tn^O/'i^n)- 

L'erreur  connnise  à  la  //""""  approximation  est  donc 
le  produit  de  l'circur  précédente  [)ar  la  dérivée  prise 
pour  ime  valeur  voisine  de  x  ou  .r«_,.  On  remplacera 
évidemment  y  par  une  limite  supérieure  de  son  mo- 
dule de  Xfi  à  .x«_( . 

Dans  la  méthode  de  Newton,  en  appelant  /i  l'erreur 
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de  la  n  —  i'^™*  opération,  l'erreur  de  la  suivante  est 

D'où  deux  conséquences  :  i°  la  méthode  d'approxi- 
mations successives /(«/'cr/^  bien  moins  avantageuse,  à 
cause  du  facteur  h-  de  l'expression  précédente,  tandis 
que  dans  la  première  formule  d'erreur  le  facteur  h  n'est 
qu'à  la  première  puissance;  2°  quand  la  dérivée  f  est 
petite  par  rapport  à  y",  la  méthode  de  Newton  n'est 
plus  très  avantageuse  ;  au  contraire,  dans  la  méthode 
précédente,  nous  ramenons  toujours  f  à  être  petit  et 
l'on  peut  dire  que  cette  méthode  a  l'avantage  de  donner 
toujours  à  peu  près  le  même  résultat  quelle  que  soit  la 
fonction  ^{x). 

Voyons  maintenant  si  l'infériorité  systématique  que 
je  viens  de  signaler  ne  serait  pas  plus  apparente  que 
réelle.  D'ordinaire,  au  lieu  de  calculer  l'erreur  dans 
l'emploi  de  la  méthode  de  Newton,  on  préfère  employer 
simultanément  la  méthode  d'interpolation;  on  obtient 
ainsi  deux  valeurs  approchées  de  sens  contraire,  Terreur 
gardant  la  même  expression  que  tout  à  l'heure.  Suppo- 
sons alors  que  nous  appliquions  la  méthode  d'approxi- 
mations successives  de  façon  à  avoir  des  valeurs  appro- 
chées alternativement  par  défaut  et  par  excès;  nous 
serons  bien  dans  les  deux  cas  dans  des  conditions 
comparables.  Or,  si  après  une  première  application  de 
la  méthode  l'erreur  est  proportionnelle  à  A,  après  deux 
applications  elle  sera  proportionnelle  à  h"^^  et  l'on  voit 
que  les  méthodes  sont  aussi  avantageuses  l'une  que 
l'autre. 

Il  ne  reste  à  les  comparer  qu'au  point  de  vue  de 
la  simplicité  des  calculs.  La  méthode  d'approxima- 
tions successives  demande  quelques  calculs  préalables 
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bien  simples  qui   n'existent  pas  dans   les  autres   mé- 
thodes; mais  ensuite   les  calculs   successifs  sont  plus 
rapides,  puisqu'il  faut  calculer  simplementy"au  lieu  de 

fi  f  6t  47  par  exemple.  C'est  donc  bien  là  une  méthode 
pratique;  on  peut  d'ailleurs  s'en  rendre  compte  par  des 
exemples  que  je  ne  veux  pas  développer  ici. 


COXCOIRS  DAftMISSIO\  A  I;K€0LE  POLYTECIIMiillE  E\  1909. 


COMPOSITIO\  DE  GÉOiMETlUE  AXALYTIQUE 
ET  iMÉCA^IQLE. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


On  considère  une  hélice  (H)  tracée  sur  un  cylindre 
de  révolution  ayant  Oz  pour  axe.  Soient  a  le  rayon 
du  cercle  de  base  et  h  le  pas  réduit.,  c' est-à-dire  que 
27t/i  est  la  longueur  interceptée  par  deux  spires 
consécutives  sur  toute  génératrice  du  cylindre.  Sur 
l'hélice  (H)  on  prend  deux  points  L  et  N,  et  l'on 
considère  le  centre  de  gravité  G  de  l'arc  LjN  sup- 
posé homogène. 

I.  On  suppose  que  l'arc  LN  varie  en  conservant 
le  même  milieu  M. 

Démontrer  que,  dans  ces  conditions,  le  point  G 
décrit  une  droite  rencontrant  normalement  Oz. 

II.  On  demande  le  lieu  du  point  G,  quand  l'arc  LN 
varie  de  telle  manière  que  la  corde  LM  reste  paral- 
lèle à  un  plan  fixe  quelconque. 
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III.  Appelons  (S)  la  surface  lieu  du  point  G  lorsque 
L  e^  N  varient  arbitrairement  sur  Vhclice.  Montrer 
que  le  plan  tanf^ent  en  G  à  la  surface  (S)  nest 
autre  que  le  plan  n.  mené  par  les  extrémités  L,  N  de 
Varc  et  par  son  milieu  M. 

Comment  varie  ce  plan  tangent  lorsque  l'arc 
varie  en  conservant  le  même  milieu  ? 

IV.  On  suppose  que  chaque  élément  ds  de  Varc  LN 
attire  un  point  fixe,  P,  proportionnellement  à  la 
distance  r  de  ce  point  à  l'élément,  et  proportionnel- 
lement à  la  longueur  ds  elle-même,  en  sorte  que 
Vattraction  exercée  par  l'élément  ds  sur  le  point  P 
a  pour  expression  )xr  ds^  où  ]x  désigne  une  constante 
positive. 

On  demande  de  démontrer  que  les  attractions 
exercées  sur  le  point  Vpar  l'ensemble  des  éléments  ds 
ont  pour  résultante  une  force  finie  F  dirigée  vers  le 
point  G. 

Dire  quelle  est  l'expression  de  cette  résultante  F. 

V.  Avec  quelle  vitesse  faudrait-il  lancer  le  point  P 
à  partir  du  point  L  pour  qu' il  décrive,  sous  l' in- 
fluence de  la  force  F,  le  cercle  Q  qui  a  pour  centre  le 
point  G  et  cjui passe  non  seulement  au  point  L^  mais 
encore  au  point  N. 

I.  Si  l'on  considère  un  arc  LN  d'une  hélice  tracée 
sur  un  cylindre  absolument  quelconque  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  Os,  on  remarque  d'abord 
que,  puisque  le  rapport  de  tout  élément  de  cet  arc 
à  sa  projection  sur  Oxy  esl  constant,  la  projection 
du  centre  de  gravité  G  sur  le  plan  Oxy  coïncide  avec 
le  centre  de  gravité  g  de  la  projection  In  de  l'arc  sur 
ce  même  plan. 
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D'autre  part,  si  l'on  déforme  arbitraireineni  la 
section  droite  du  cylindre  (supposée,  bien  entendu, 
inextensible),  le  z  du  centre  de  gravité  G  de  l'arc  LN 
ne  change  pas.  Or,  lorsque  la  section  droite  est 
devenue  rectiligne,  ce  centre  de  gravité  vient  au  milieu 
du  segment  LN  devenu  lui-même  rectiligne.  Donc  le  z 
de  G  est  le  même  que  celui  du  milieu  M  de  LN. 

Cette  double  propriété,  indépendante,  comme  on  le 
voit,  de  la  forme  de  la  section  droite  du  cylindre, 
montre,  lorsque  celte  section  droite  est  un  cercle  de 
centre  O,  que  le  point  G  se  projette  au  centre  de  gra- 
vité g  de  l'arc  de  cercle  //«,  situé  sur  la  bissectrice  O  ni 
de  l'angle  10 n  ifig.  i)  à  une  distance  de  O  telle  que 


sinf 


(0 

et  de  plus  que 

(2)  gOf  —  m  M  =  hu. 

Le  lieu  de  G,  lorsque  M  est  fixe,  est  donc  la  parallèle 

Fig.  I. 


à  O/w  menée  par  M,   c'est-à-dire  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  Oz,   On  voit  en  inèmc  temps  (pic 
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les  coordonnées  H,  r,,  v  de  G  sont 


.       asmv                             asinc    . 
(3)     ç  =  cosif,  Tj  =  sin  if,  ;  =  /;«. 


Mais  ce  premier  résultat  appelle  une  discussion. 
Nous  venons,  en  efTet,  en  désignant  par  I  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  O  ô,   de  voir  que 

„        o  sine 
l(j  =  • 


Or,    lorsque  v  varie,    le  rapport  ■ reste  compris 

entre  la  valeur  -f-  i,  correspondant  à  v'=  o,  et  un  mi- 
nimum négatif  correspondant  à  la  plus  petite  valeur, 
non  nulle,  Cq  de  v  qui  annule  la  dérivée  de  ce  rapport, 
c'est-à-dire  telle  que 

(4)  ro=tangfo. 

Cette  équation  pouvant  s'écrire 

sinvo 

=  COSPq- 

('0 

on  voit  que  la  valeur  correspondante  «o  de  IG  est 
donnée  par 

ao  =  a  cosi'o, 

valeur  inférieure  à  a  el  négative,  car  Vq  est  compris 
entre  -  et  — ^  (').  Appelons  Mq  cette  seconde  j)osition 
limite  de  G. 


(')  Cela  se  voit  imniédialcnient  en   remarquani  que  '■ est  le 

coefficient  angulaire  de  la  droite  unissant  l'origine  au  point  x  =  v 
de  la  sinusoïde  y  =  sin  a:.  Les  nnaxima  et  ininima  de  ce  rapport 
sont  donc  donnés  par  les  coeflicients  angulaires  des  tangentes 
menées  de  0  à  celle  sinusoïde.  La  première  de  ces  tangentes,  après 
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Ainsi  tous  les  points  G  correspondant  à  un  point  M 
donné  se  trouvent,  sur  la  perpendiculaire  MI  à  O^, 
entre  les  points  M  et  Mq. 

Lorsqu'on  fait  varier  le  |)oiiil  M,  l;i  droite  MMo  en- 
gendre une  surface  de  vis  à  filet  carré  sur  laquelle 
nous  distinguerons  les  filets  i  et  §^  engendrés  respec- 
tivement par  les  vecteurs  IM  et  IM^. 

Le  lieu  complet  du  point  G  [surface  (S)  de  l'énoncé] 
se  compose  donc  de  l'ensemble  de  ces  deux  filets. 

IL  Le  point  G  se  trouve  d'ahord  sur  celte  surface 
de  vis  (S)  dont  l'équation,  obtenue  par  élimination 
de  M  et  f  entre  les  équations  (3),  s'écrit  immédiate- 
ment 

(5)  ^  =  ^^"gÂ- 

Si  la  courbe  LN  est  astreinte  à  une  condition  parti- 
culière, le  point  G  doit,  en  outre,  se  trouver  sur  une 
seconde  surface  dont  l'intersection  avec  la  précédente 
constitue  le  lieu  de  ce  point.  Cherchons  cette  seconde 
surface  lorsque  LN  reste  paralltle  à  une  même  direction 
de  plan  ou,  ce  qui  revient  au  même,  orthogonale  à  une 
même  direction  de  droite  OK  définie  par  ses  angles 
polaires  «p  et  '}  {fig-  2). 

Les  cosinus  directeurs  de  OK  sont  donc 

sinij'coscp,         sinij/sintf,         cos*}'. 


celle  dont  le  point  de  contact  esl  en  O  même,  a  un  point  de  conlacl 

Stt 
voisin  du  point  a;  =  —  et  un  peu  en  avant  de  ce  point.  Le  calcul 

montre  qu'on  a,  à  moins  de  i"  près,  v^^=-  257° 27' 12",  ce  qui  donne 
IMd  =  a  CCS  t'a  =  —  0,21724  a. 
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Ceux  de  LN  sont  proportionnels  à 

a[cos(«  -h  v)  —  cos(u  —  f  )],       a[sin(«  -h  v)  —  sin(u  —  v)], 

h[u  -\-  i>  —  {u  —  i>)] 
OU 

—  asinHsiiîP,     asinvcosu,     hv, 

on  encore,  eu  égard  à  (3), 

—  r,c,     ii>,     hv. 

\ja  condition  d'orlhogonalité  de  LN  et  de  OP  s'écrit 
donc,  après  division  par  ç  sin  -i;, 

—  r,  Costa  -t-  ç  sin  cp-H  /icos  «{^  =  o. 

Et  la  seconde  surface,   dont  l'intersection  avec   (S 

Fig.  2. 
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donne  le  lieu  de  G  cherché,  est  donc  le  plan 
(6)  arsincp — jk  coscp -4- /(  cof]^  =  o. 

Mais,  ici  encore,  il  faut  remarquer  que  le  lieu  eflfec- 
tif  de  G  ne  comprend  pas  l'intersection  complète  du 
plan  (6)  et  de  la  surface  (5),  mais  seulement  la  partie 
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de  cette  intersection  qui  se  trouve  sur  les  filets  §  et  ^o 
ci-dessus  définis. 

Pour  se  rendre  compte  de  la  nature  de  cette  inter- 
section, remarquons  qu'on  peut  toujours  disposer 
des  axes  de  façoii  (pie  cp  =  —  •  L'équation  (6)  se  ré- 
duit alors  à 


(6') 


X  :=   h  COfj/, 


et  l'équation  de   l'intersection    dans   son    propre  plan 
peut  s'écrire 

y  =  h  col']/  tan"  ^• 

C'est  une    tangentoïde  à  asymptotes  horizontales, 
équidistantes  de  -Tzh  {fig.   3).  De  deux  en   deux   ses 


.    3  7t/i 
2 

2 

2 


111  h 


branches  inlinies  correspondeni  au  filcl  -f,  les  branches 
intermédiaires  au  lilet  ^o-  I-'C^  portions  efFectives  sur 
les  unes  et  les  autres  sont  réelles  si  la  distance  de  l'ori- 
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gine  au  plan  sécant  (6'),  c'est-à-dire  hcol<l,  est  infé- 
rieure au  rajoa  du  cylindre  limitant  le  filet  correspon- 
dant, a  pour  if  et  «0=  0,217  a  pour  ^o- 

lin  projection  sur  Oys,  les  parallèles  à  O:;,  A  et  A' 
d'une  part,  Aq  et  A'^  de  l'autre,  limitant  les  portions  ef- 
fectives du  lieu,  sont  données  par 


j  =±  sja"-—  h^  cof-'^         el        y —  ±\J  a'I  — h"^  coX.^'i^. 

Remarque.  —  La  construction  géométrique  du 
plan  (6)  est  des  plus  simples  {Jig-  2). 

D'abord  la  trace  du  plan  (6)  sur  O xy  est  parallèle 
à  la  projection  O k  de  Olv  sur  ce  plan-,  puis  si,  sur 
O;;,  on  porte  OH  =  li  et  (pie  de  H  on  abaisse  sur  OK 
la  perpendiculaire  HRo,  qui  coupe  OA"  en  Rq,  on  a 

ORo=  h  cot'{/ 

et,  par  suite,  ORq  est  égal  à  la  distance  du  plan  (6)  à 
l'origine.  Mais,  pour  effectuer  cette  construction  avec 
précision,  il  faut  avoir  égard  au  signe  :  ayant  porté  OH, 
sur  O:;,  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif  sui- 
vant que  l'hélice  est  dextrorsiiin  {fig-  i)  ou  sinistror- 
sum,  on  n'aura,  dans  tous  les  cas,  qu'à  faire  tourner  ORo 
d'un  angle  droit  c/a/is  le  sens  direct  (de  O^  vers  Oy) 
pour  avoir  la  distance  OR  de  l'origine  au  plan  (6). 
Ce  plan  est  alors  obtenu  en  menant  par  R  un  plan  k'Kz' 
parallèle  à  kO z. 

111.  Si  Tune  des  extrémités  L  d'un  arc  LJN  d'une 
courbe  quelconque  reste  fixe,  alors  que  l'autre  N 
varie,  la  tangente  à  la  courbe  décrite  par  le  centre 
de  gravité  G  de  Tare  passe  constamment  par  le  point  N. 
Ce  théorème  bien  connu  est  à  peu  près  évident.  Si, 
en  effet,  on  fait  croître  l'arc  LN  d'un  arc  infiniment 
petit  NN',  la   droite  sur  laquelle   se  trouve  le  centre 
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de  gravité  de  l'arc  total  LN',  obleuue  en  joignant 
le  centre  de  gravité  G  de  LN  au  centre  de  gravité 
de  NN',  sensiblement  confondu  avec  le  milieu  de  NN', 
coïncide  à  la  limite  avecGN.  Cette  droite  GN  appar- 
tient donc  au  plan  tangent  en  G  à  la  surface  (S);  de 
même  pour  GL.  Le  plan  tangent  en  G  n'est  donc  autre 
que  le  plan  GLN,  et  l'on  voit  que  ce  théorème  est  vrai 
pour  une  courbe  gauche  quelconque. 

Dans  le  cas  de  l'hélice,  ce  plan  GLN  contient  aussi  le 
point  M,  puisque  les  points  L  et  N  sont  symétriques 
par  rapport  à  la  droite  MG. 

Il  est,  au  resie,  bien  facile  de  vérifier  ce  théorème 
dans  le  cas  de  l'hélice.  Nous  venons  de  voir  que  la  sur- 
face (S),  engendrée  par  la  droite  Ml,  est  une  surface 
de  vis  à  filet  carré.  Le  j)lan  tangent  en  G  à  cette  siir- 
face  est  déterminé  par  la  génératrice  GM  et  la  tangente 
en  G  à  l'hélice  de  la  sui'face  passant  en  ce  point.  Pour 
démontrer  le  théorème  il  suffit  de  faire  voir  que  cette 
tangente  est  parallèle  à  la  droite  LN  qui,  d'autre  pari, 
rencontre  MG,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  ces 
deux  droites  ont  même  pente  sur  le  plan  Oxy,  puisque 
déjà  elles  sont  toutes  deux  perpendiculaires  à  IM. 

Or,  la  pente  de  la  tangente  à  l'hélice  décrite  par   M 

étant  -,  celle  de  la  lanirente  à  l'hélice  décrite  nar  G 
a  ^  ' 

h  IM  hv 

est  -  TTT  ou 


a  IG  a  sinv 

D'autre  part,  la  pente  de  LM  est  donnée  par 

^  In 

■ihi>  ,  I  •        I  » 

ou  : — :  ces  deux  pentes  sont  bien  les  mêmes. 

•la  %\nv  ' 

Si  le  point  M  reste  le  même,  le  point  G  cb'crivant  la 
droite  IM  qui  appartient  toujours  au  plan  tangent,  celui- 
ci  pivote  autour  de  cette  droite  et  sa  pente  sur  Oxy  varie 
en  raison  inverse  de  IG  (loi  de  Chasles).  Mais  ce  plan  a, 
lui  aussi,  deux   positions  limites  en  M  et  en  M»,  qui 

Ami.  de  Malhémat..  '^'^  si  rie,  I.   I\.  (  Voùl  i()<if).)  '-iO 
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sont  les  plans  osculaleiirs  aux  hélices  correspondantes 
en  ces  points. 

IV.  Si  nous  rc'présenlons  par  p  la  distance  du  point  P 
à  un  point  variable  sur  l'hélice,  les  composantes  X, 
Y,  Z  de  l'attraction  exercée  par  l'arc  LN  sur  l'unité  de 
masse  [)lacée  au  point  P,  de  coordonnées  j^i,  j',,  z,, 
sont  données  par 

X  =   /  [jip  ds r=  ^1  j  (x  —  Xi)  ds, 

Z^ix  j  (z  -z,)ds, 

les  intégrales  étant  étendues  du  point  J.  au  point  N. 
Or,  les  coortionnées  ç,  yj,  w  de  G  satisfont  aux  é(|ua- 
tions 

s\  =.    l  xds,  5  rj  =    /  yds,  sX,  =^   l  z  ds. 

Il  vient  (Ktiic 

\   =   \XS{\—Xx),  Y   =   |a5(T,  — Ji),  Z  =   |AA-(r  —  ^,), 

composantes  de  l'attraction 


exercée  par  la  masse  |jl.v,  concentrée  en  G,  sur  l'unité  de 
masse  placée  au  point  P,  en  raison  directe  de  la  dis- 
tance/•  ;  et  l'on  voit  cjue  cette  propriété  a  lieu,  dans 
les  mêmeg  conditions,  pour  un  arc  de  courbe  quel- 
conque. 

V.  On  sait  que  le  point  niohile  P,  attiré  par  le 
point  G,  en  raison  directe  de  la  dislance  /■,  décrit,  sui- 
vant la   loi  des  aires,   dans   le   plan   déterminé   par  le 
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point  G  et  la  vilesse  initiale,  une  ellipse,  de  centre  G, 
ayant  pour  diamètres   conjugués   :    i"   la  distance    ini- 
tiale GL  =  /•„  ;  2"  le  vecteur  mené  par  G  parallèlement 

à  la  vitesse  initiale  i'„  et  éçal  à      "    (question  de  cours). 

Il  est,  au  reste,  bien  simple  d'établir  ce  résultat. 
Plaçant,  dans  le  plan  de  G  et  de  la  vitesse  initiale, 
l'origine  en  G,  les  axes  étant  d'une  |>ait  GL,  de  !  autre 
la  parallèle  à  la  vitesse  initiale,  on  a,  comme  équations 
diflerentielles  du  mouvement, 

dt^  '        '  df^  ^  -^ 

dont,  en  tenant  compte  des  conditions  initiales,  on  peul 
immédiatement  éciire  les  inlégiales 

X  =  /'o  cos  Yi-LSt,  y  =  sin  \/iJ.sf., 

\/lxs 

<l'où  l'é(|uation  de  la  tiajeclolie 

X-        p*>''^ 


qui  sera  un  cercle  si  les  axes  sont  rectangulaires  et  si 

Donc,  si  la  vitesse  initiale  ayant  cette  v.ilcui  est  di- 
ligée,  dans  le  plan  GLiN,  perpendiculairement  à  GI^, 
la  trajectoire  de  P  sera  un  cercle  de  cenlri;  G,  di'crit 
d'un  mouvement  uniforme  en  vertu  de  la  loi  d(!S 
aires;  et  ce  cercle  passera  |)ar  le  point  N,  car,  d'a|)rès 
la  détermination  de  G  donnée  au  paragraphe  I,  il  est 
évident  que  GL  =  GN. 


(  372  ) 
COMPOSITION  U'ALGÈBitE  ET  iltlUONOiMÉTItlE; 

Solution  par  M.  Jean  SERVAIS. 


Étant  donnée  la  fonction  y  ^^ '\/ x- {x  —  (^)  de  la 
variable  réelle  x  : 

I.  Etudier  les  variations  de  cette  fonction,  et  tes 
représenter  par  une  courbe. 

I[.   Calculer  V intégrale  indéfinie   j ydx. 

III.  Soit  \-' {x)  l'une  quelconque  des  fonctions 
primitives  de  y  : 

Trouver  trois  constantes  I',  Q,  R  telles  que  la 
fonction 

<i>(x)  =  F(^)  —  Par^—  (Kr  —  K  log  \.v\ 

reste  finie  lorsque  x  devient  infini.  Et  prouver  qu'  il 
n'y  a  qu  un  seul  système  de  valeurs  des  constantes 
P,  Q,  R  satisfaisant  à  cette  condition. 

Nota.  —  La  notation  \og\x\  désigne  le  logarithme 
népérien  de  la  valeur  absolue  de  x. 

IV.  Les  constantes  P,  Q,  R  étant  celles  qui  satis- 
font à  la  condition  précédente,  et  ^{x)  désignant  la 
fonction 

déterminer,  d'une  nianière  précise,  ce  que  devient 
la  fonction  $(j:),  lorsque  x  devient  infini. 


(  3:3  ) 

I.    Pour  éliidier  la  variation  de 


calculons  la  dérivée 

dy  T  —  4 

on  a  alors  le  Tableau  de  variation  suivant 


X. 

dy 
dx' 

y- 

—  oc 

I 

X 

-4- 

croit 

o 

-+-  oc 
—  oc 

o 

— 

décroît 

4 

{) 

—  2/4  (min.) 

-+- 

croît 

M-  X 

I 

-H  00 

La  courbe  représentative  se  déduit  immédiatement 
de  ce  Tableau. 

En  extrayant  la  racine  cubique  de  x^  —  ôx^,  on  a 


-^  x 


qui    prouve   que   la  courbe  admet   pour  asymptote   la 

droite 

y  =^  X  —  2, 

est  au-dessus    de   cette   asymptote   pour  x^=^  —  oc,   et 
au-dessous  pour  a:  =  4-  X). 

L,a  courbe  a  un  rebroussemenl  à  l'origine  avec  tan- 


{  ■^74  ) 

«^enle    verlicale;    elle    coii|)e   0:r    au    point   d'abscisse 
x=^  6.  Elle  a  la  forme  ci-jninle  {^fig.  4)- 


II.    La  coiiiheest  une-  ciil)ic|iieà  rebroussenieril,  donc 

iinicursale. 

Posons 

y^tx. 
Il  vienl 


1  —  /* 


L'intégrale  s'écrit 

1  =    i  y  dx  —   I   /  X  dx  = j   x-  dt, 

(/3_    ,,-.  J       (/3_,)2 

Pour  décomposer -r  en  fractions  simples,  dési- 

gnons  par  a  une  racine  cubique  de  l'unité  et  posons 

<  =  0  -+-  a, 


{(■*  —  if        (0-'+ 3  02^-+- 3a2  0)-^        ()2  93( +  180-1-.  .. 
I 


{f'—iy     o-^Vii      9 


I    /  a-         2  a 


(  375  ) 
La  partie  relative  à  la  racine  a  est  donc 


Les   racines  étant  \,j  e\j'-,  avec 
on  a  donc,  en  faisant  a  =  i ,  a  =  /'  et  a  ^J-, 


(t^-if  9 

■2    /         I 


lit-i}-      if-j)'      (^— y-r-J 


Çf\t-l  t-J  t-J' 


Par  suite. 


f-^=-'( 
J    {t^-if-  9  \ 


'  /      •        .       J 


I    (/3_,y2            9  V/-  I        t-j  t-j\ 

—  -los(/  —  1)2—     /    -; — ^ û?/. 

Tontes  simplifications  failes,  on  a 
dt 


f 


i       t  i  ,      t^-h  t  +  j 

loç 


.7  {p  —  \y-         3  «•'  — I      9    "  c/  — 1)2 


On  en  conclnt 

I  8  /  Ct 


2/3                       '2  <  -H  I 
arc  lanp; 

9  v/3 


/3— 1 


= i 2  ofr 4  V  3  arc  tan 


2^  -+-  I 


v/3 


on 


—  4  v/3  arc  tang 


1- — f-  I 


s/3 


j   y  dx  ^  —^ _^_4l„g|.r|  -4-  aloglCj— 37) 

—  4  v/3  arc  tang 


'  y 


v/3 


G. 


(  3-6  ) 
III.   Remplaçons  y  par   les  premiers  termes  de  son 
développement  : 


y  —  X  —  1 : 


il  vient 


/ 


y  dx  =  ^ 2X  -f-  .  .  .  —  4'og  \^\  -t-  alog 


2  +  ± 

X 


4  v/3  arc  tang 


3-1 

X 


v/3 


les   termes  né<;ligés    lendant  vers   zéro    (juand   x   croît 
indéfiniment. 

On  peut  donc  éciire 


/ 


y  dx  =  - —   —  ?.r  —  4log  \x\  -+-  't'ix), 

(^(x)  restant  fini  quand  x  croit  indéfiniment. 
On  a  donc 

2 

Ces  valeurs  de  P,  Q,  R  sont  uniques,  car,  si  fou  a 
/  j  c?.r  =  P.r2-i- Q.r  +  R  log   x\-hW(x), 
on  en  déduit 
(v  —  ^\x'-  +  {q^-2)x  -^  (R  +  4)logla'    =W{x)  —  4>(37). 

Le  second  membre  restant  fini,   le  premier  membre 
ne  peut  rester  fini  c|ue  si  l'on  a  séparément 

P^ =^o,         Q-i-2  =  o,         R-i-4=o, 

2 

puisque  li's  rapidités  de  croissance  de  x-,  x  et  log|.r| 
sont  différentes. 


(  377  ) 
IV.   On  a 


y 

—  -i-i 


4/3  arc  tangl  — ^-^ —  I  -1-  -  —  3 
-t-  4'og3  —  2log63-+-  4  /s  arc  tang  I —  | 

ou,  en  remplaçant j>'  par  son  dévelop[>ement, 

/      y  dx  = y.x  —  4  'og   x   -\-  % log    2  +  £  ] 

—  —  3 

—  4/3  arclang(v/3  +  s')  +  £"h h  4  log 3 

—  6  log  6  -H4/3arctang/ —  ]> 

\       V3/ 
d'où 

<î»(ar)=:  61og|2-H£|  —  4/3  arc  lang(v/3  -4-  £')  -l-  £" 

H 2  log  3  —  6  log'.  H-  4/3  arc  tangl r  )• 

-i-  \       /3/ 

£,  î',  s"    tendant  vers  zéro  (juand  x  croît  indcfinimenl, 
on  a 

o  _ 

lim<I>(a;)  = alogS  —  2-/3. 

x^  00  2 

CORRESPOI\DA^'CE. 


M.  E.  Turrière.  —  Dans  sa  Note  très  intéressante 
Sur  les  courbes  dont  les  tangentes  apparliennenl  à 
un  complexe  linéaire  (p.  49)>  M.  E.  Kimm\;i1  signale 
certaines  formules  comme  particulièrement  commodes 
pour  l'étude  de  la  loxodromie  sphériqiie.  Ces  formules 


(  3:8  ) 

coii(iiii.seiil  iruniédiaLeinL'iil  au  ihéoième  siiivanl  :  La 
projection  orthogonale  sur  réquateur  iC une  loxo- 
dromie  sphérique  est  une  spirale  de  Poinsot  ('  ). 

(^elle  |>ro|>riél(''  est  inléressanle,  puiscjirelle  t''lal)Hl 
un  rapport  eiilre  deux  courbes  reniaïquables.  On  sail 
que  la  spirale  de  Poinsot,  qui  est  riierpolliodie  dans  le 
cas  de  ilécomposilion  de  la  polhodie  el  qui  se  rencontre 
aussi  comme  trajccloirc  d'un  point  malériel  soumis  à 
une  force  centrale  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance au  centre  des  forces,  est  : 

Projection  sur  Téqualeurdes  lignes  géodési(|iies  d'un 
ellipsoïde  de  i-evolulion  allongé  (Halphen); 

Projection  horizontale  de  ligne  de  thalweg  d'un  pa- 
raboloïde  de  révolution  d'axe  vertical,  concave  vers  le 
zénith  (M.  Floquet). 

Le  théorème  qui  fail  l'objet  de  la  question  2122  est 
un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  se  ratta- 
chant aux  systèmes  aiticidés. 

Je  ne  considérerai  (|ue  le  cas  d'un  quadrilatère  :\BCD 
circonscriptible  pour  lequel  les  |)oints  de  contact  des 
côtés  avec  le  cercle  inscrit  sont  sur  les  côtés  eux-mêmes. 
Soient,  d'autre  pari,  quatre  points  a,  jj,  y,  o  pris  sur 
ces  côtés  eux-mêmes  (non  |)rolongés),  a  sur  AB,  ^ 
sur  BC,  -'  sur  (^D,  o  sur  DA  el  tels  que 

Aa=AS,  B^  =  Ba,  GY=G|i,  DS  =  Dy. 

S'il  existe  uti  tel  groupe  de  c|ualr<'  points  a^iio-',  il  en 
existe  une  inlinilé,  cl  le  (pia<lrilatèrc  ABCD  est  circons- 
cri|)lil)ic. 

Tous  les  quadrilatères  aj'iyo  ont  leurs  angles  res- 


(')  La  spirale  de  l'oinsot  se  rencontre  dans  diverses  questions. 
Il  en  a  été  pnbiié  une  bibliograpliie  incomplète  dans  17.  M-  (ques- 
tion 117-2). 


(  '^79  ) 
pectWemenl  égaux, 

A  +  B  ,^        B  -(-  C  C 

a  =  1         p  =  ■>         Y  ~  — 


et  sont  inscriptibles. 

Tel  esl  le  lliéorrine  général  qui  contieni  comme  cas 
parliculier  le  cas  évident  des  poinls  de  contact  des 
côtés  de  ABCI)  avec  le  c(M'cle  inscrit  et  le  cas  qui  fail 
l'objet  de  la  question  12122. 

En  d'autres  termes,  il  est  possible  de  maïqucr  sur 
les  côtés  cV un  quadrilatère  circonscriptible  articulé 
une  infinité  (oc')  de  groupes  de  quatre  poinls  qui, 
lorsque  le  quadrilatère  articulé  se  déforme,  soient, 
pour  chacune  de  ses  positions,  les  sommets  de  qua- 
drilatères inscriptibles  et  qui  ont  leurs  angles  res~ 
pectivement  égaux. 

Je  reviendrai  ullérienrcmeni  sur  cette  question  dans 
une  Note  sur  les  systèmes  articulés  et  sur  un  ihéorème 
de  M.  Darboux. 

M.  Parrod.  —  Helativement  à  la  (|uesiion  2093  dont 
la  solution  a  paru  dans  le  numéro  de  janvier  1909. 
—  Puisque  j  abc  |  =  1,  les  cercles  de  diamètre  AD,  BE 
et  CF  passent  par  le  point  H  tel  que 

R3  Hv        ,  Ra 

K  Y  R  ^  R  p 

Ces  cercles  passent  par  un  deuxième  point  R'analo';iie 
au  précédent. 

Ces  trois  cercles  sont  orthogonaux  au  cercle  O  cir- 
conscrit an  triangle  a[iv  et  par  siiilc  la  droite  iUV  passe 
par  le  centre  (),  et  l'on  a 

OR.OR'=  Oaî. 

Quand  la  droite  MNP  reste  tangente  à  une  conique  S 


(  38o  ) 
circonscrite  au  triangle  a^Sy,  les  poiiils  R  el  R'  décrivent 
l'anallagmaliqiie  corres|)Oi)dante  ;  cjuand   la  conique    S 
est   rem|)lacée  par  le  cercle  O,  les  deux  points  R  et  R' 
sont  confondus  sur  ce  cercle. 


CKKriPHlAT  m  CALCUL  IMFPKKOTIKL  H  IXTKGRAL. 


Grenoble 

Composition.  —  Lignes  de  courbure  d'une  surface  S. 
Méthode  de  Gauss. 

Application  à  la  surface  définie  par 

rr  =  sin  M  sin  (',         j' =  sin  «  cost', 

z  ■=  cosu  -I-  log  tang ^/(f  ). 

On  montrera  que  l'un  des  systèmes,  (C|),  de  lignes  de 
courbure  est  composé  de  lignes  planes,  et  le  second,  (Gj), 
de  lignes  sphériques.  On  déterminera  la  fonction  f  {v) 
par  la  condition  que  les  plans  des  courbes  (Ci)  rencontrent 
tous  la  surface  S  sous  un  même  angle.  Quelle  est  alors  la 
relation  entre  u  et  v  qui  détermine  les  courbes  (C»)? 

Épreuve  phatique.  —  Intégrer  l'équation 

{y~z){'iyz  —  x'^)dx^  ix{x'^-\-  2^)  dy  —  ixix"^-^ y^-)  dz  =  o. 

(Novembre  1908.) 
Lille. 

I.  Question  de  Cours.  --  Méthodes  d'approximation 
dans  le  calcul  des  intégrales  définies.  Méthode  de  Cotes. 
Méthode  de  Gauss. 

II.  Problème.  —  On  donne  l'équation  linéaire 

(I)  /V— ^r'+r  =  ". 

/  désignant  une  fonction  donnée  de  x,   X  une  fonction   à 
déterminer  de  cette  même  variable. 


(  38i   ) 

i"  Effectuer  le  changement  de  variable  t  =  o  (x),  de 
telle  sorte  que  l'équation  se  réduise  à  la  forme 

dt^  -^ 

K  étant  une  constante. 

Que  doit  être  la  fonction  \  pour  que  cette  transforma- 
tion soit  possible?  Déterminer  la  fonction  o{x)  et  inté- 
grer l'équation  (i). 

2"  Déterminer  X  de  telle  façon  qu'en  multipliant  par  iy' 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  on  obtienne  une  dé /-i- 
vée  exacte.  Déduire  de  là  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i). 

(INovenibre  1908.) 

Marseille. 

Épreuvk  théorique.  —  i"  Etablir  entre  deux  constantes  7. 
et  k  une  relation  telle  que  l  'équation 

(i)  y  =  X  \.din'^7.+ kx- 

soif  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

2"  Vérifier  que  l'enveloppe  des  paraboles  représentées 
par  l'équation  (i)  quand  a  varie  est  l'intégrale  singulière 
de  l'équation  différentielle. 

3"   On  fait  ensuite 

X  =  t  cosa, 

de  sorte  que  y.,  tiré  de  l'équation  (1),  s'exprime  aussi  en  t. 
On   a    ainsi    une    représentation    paramétrique    de    la 
parabole  (\)  pour  une  valeur  donnée  de  a.  Mais,  si  l'on 
considère  a  comme  une  fonction  de  t,  soit 

f(a,  t)  =  0, 

tes  mêmes  équations  pourront  représenter  une  courbe 
quelconque  S.  Déterminer  f  {t,  t)  de  sorte  que  la  courbe  S 
soit  une  trajectoire  orthogonale  des  /laraboles. 


(  382  ) 

Solution. 
—  I 


4  /)  cos^  a 
■i" 

Equaliuii  imniédialeinent  iuléyrable. 

EpnKivK  l'iUTiQUE.  —  Etudier  la  varia/ion  du  module  de 
1(1  fil  net  ion 

sur  le  cercli'  de  rayon  ■).  centré  à  rorif^ine. 

Déduire  de  là  des  limites  supérieures  des  modules  de  la 
fonction  et  de  ses  dérivées  successives  au  point 

1        -'   7 

Zi=^  -  e      •*  . 

'2 

Ces  limites  croissent  indéfiniment  avec  l'indice  n  de  la 
dérivée. 

(Novembre  1908.) 

Montpellier. 

Cu.Mi'usiTio.\  liciUTi:.  —  On  a  la  sur/are 
z=y  lan^^x. 

Déterminer  les  rayons  de  courbure  et  les  centres  de 
courbure  principaux,  en  un  point  t/uelcont/ue. 

Déterminer  les  lignes  asymptotiques. 

Chercher  le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux 
en  M,  lorsque  ce  point  décrit  une  ligne  asymptotique  de 
l'un  ou  l'autre  système. 

Pour  chacune  des  deux  courbes  obtenues  comme  lieu 
des  centres  de  courbure,  calculer  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  compris  entre  deux  />oints  de  coordonnées  connues. 

Epreuve  phatique.  —  On  donne  la  courbe 

.r{x--+-y-)=  a{  x^  —  y'-)- 
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Montrer  qu  'elle  comprend  une  boucle  fermée  et  des 
branches  infinies.  Calculer  l'aire  comprise  dans  la  boucle 
fermée. 

(Novembre  igo8.) 

Rennes. 

Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox.,  L\v,  trouver 
une  ligne  (  L)  telle  que,  i^  et  \^  désignant  les  points  où  une 
tangente  variable  à  la  ligne  (  L)  rencontre  Ox  et  Oy,  on 
ait  la  relation 

OA^OB  =  a, 

où  a  est  une  constante  donnée. 

i"  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  (  L). 

2"  Calculer,  pour  la  courbe  qui  correspond  à  l'intégrale 
singulière  de  celte  équation,  la  longueur  s  de  l'arc  compté 
à  partir  du  point  de  la  courbe   situé  sur  la  droite  y  =  x. 

(  On  prendra  pour  variable  le  coefficient  angulaire  p  de 
la  tangente,  puis  l'angle  o,  de  cette  tangente  avec  la 
droite  y  =  x. 

3"  Former  t'équation  différentielle  des  trajectoires 
orthogonales  des  lignes  (L  ).  Intégrer  celte  équation.  Inter- 
préter géométriquement  les  résultats. 

Ei'RiavE  PHATiyi  K.   —    Intégrer  l'équation  différentielle 


où 


,  d^y        ^        d-^y  d'y  dy 

rtj?*  dx^  dx^  dx  -^ 

(Novembre  i<)o<S.) 


oui;  SUONS. 


2135.   Oïl  considère  deux   ellipses  égales  E  et   E|,   l'une  de 
centre  O  et  ayant  un  foyer  en  F,  la  seconde  ayant  son  centre 


(  384  ) 

en  F  et  9tm  foyer  en  O.  Soient  M  un  point  quelconque  sur  E, 
P  la  projection  de  F  sur  la  normale  en  M.   La  droite  OP  ren- 
X^' '-  contre  l'ellipse  E,en  deux  points  H  et  H'.    Pour  l'un  de  ces 

'  points,  H  par  exemple  :  i"  les  dislances  de  M  et  H  à  OF  sont 

égales;  2"  la  longueur  PH  est  constante  et  égale   au    demi- 
grand  axe.  E.-N.  Barisien. 

2130.  On  donne  cinq  forces,  dirigées  sur  cinq  droites  fixes, 
et  un  point  P.  Les  forces  varient  de  façon  que  leur  moment 
résultant  par  rapport  à  P  soit  nul  :  lieu  de  la  résultante  géné- 
rale passant  par  P.  .M.  Tétl'. 

2137.  En  désignant  par  p  un  nombre  premier,  par  a  el  b 
deux  nombres  premiers  entre  eux,  le  quotient  de  la  division 
de  aP  —  bi'  par  a  —  b  a  tous  ses  diviseurs  premiers  de  la 
forme  P  := /,y>  —  i,  à  l'exception  du  diviseur/?  qu'il  admet 
dans  l'hypothèse  a  —  6=  mult./>,  dans  cette  hypothèse  seu- 
lement, et  qu'il  admet  alors  une  seule  fois.  (G.  F.) 

2138.  Etant  donné  un  point  D  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC, 
on  considère  une  sphère  variable  tangente  à  ce  plan  au  point  D  ; 
si,  par  chaque  côté  du  triangle,  on  mène  à  celte  sphère  un 
second  plan  tangent,  le  lieu  ilu  point  I\I  commun  aux  trois 
plans  ainsi  obtenus  est  la  conique  focale  de  la  conique  de 
foyer  D  qui  est  inscrite  au  triangle  ABC.  (G.   F.) 

2139.  Soient  (E)  et  (H)  une  ellipse  il  une  hyperbole  dont 
chacune  est  la  focale  de  l'autre.  Si  S  est  un  point  du  plan  de 
l'hyperbole  (H),  par  exemple,  le  cône  de  sommet  S  qui  con- 
tient l'ellipse  (E)  admet  comme  lignes  focales  les  tangentes 
menées  du  point  S  à  l'hyperbole  (H  ).  (G.  F.) 
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[KetRSa]. 

LES  QUESTIONS  DE  SE.\S  E\  GEOMETRIE 

Par  m.  L.  ZORETTl. 


On  sait  de  quelle  importance  est,  dans  les  applica- 
tions, notamment  dans  la  théorie  des  vecteurs,  la  consi- 
dération du  sens  d'un  trièdre.  Cette  notion  a  été  intro- 
duite avec  raison  au  début  même  de  l'enseignement  de 
la  Géométrie.  Dans  cet  enseignement  élémentaire  il  est 
parfaitement  naturel  de  faire  appel  à  la  représentation 
concrète  de  ce  dont  on  parle,  et  alors  il  n'y  a  pas  grande 
difficulté  à  démontrer  les  propositions  dont  on  a  besoin. 
Mais  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que  la  Géométrie,  science 
déductive,  doit  pouvoir  établir  tous  ces  résultats  en 
partant  des  axiomes  et  sans  jamais  faire  appela  l'intui- 
tion. Je  me  propose  de  montrer  ici  comment  cela  est 
possible  pour  les  questions  de  sens  d'angle  plan,  dièdre 
ou  trièdre.  La  Géométrie  de  M.  Hadamard  donne  déjà 
sur  la  question  un  certain  nombre  d'indications  aux- 
quelles il  y  a  bien  peu  à  ajouter. 

Postulais.  —  Je  m'appuierai  sur  les  postulats  ordi- 
naires de  la  Géométrie,  et  notamment  sur  les  deux  que 
j'énonce  ci-dessous  : 

1°  Une  droite  partage  un  plan  en  deux  régions  A,  B, 
telles  que  deux  points  de  A  (ou  de  B)  peuvent  toujours 
être  joints  (en  ligne  droite,  par  exemple)  sans  traverser 
la  droite,  et  qu'au  contraire  toute  ligne  joignant  un 
point  de  A  à  un  point  de  B  traverse  la  droite. 

2"  Un  plan  partage  l'espace  en  deux  régions  A  et  B 
jouissant  de  propriétés  analogues  aux  précédentes. 
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On  démontre  alors  qu'une  droite  rencontre  un  plan 
en  un  point;  ce  point  partage  la  droite  eu  deux  régions 
dont  lune  est  entièrement  dans  A,  l'autre  entièrement 
dans  B. 

Considérons  maintenant  un  observateur,  mobile  de 
toutes  façons  dans  l'espace  autour  d'un  point  fixe  O, 
et  essayons  de  nous  rendre  compte  de  l'indétermination 
de  sa  position.  Nous  pouvons  d'abord  faire  coïncider 
avec  une  droite  :;'0;  quelconque  une  droite  fixée  à 
l'observateur  et  allant  de  la  tête  aux  pieds,  et  cela  de 
façon  que  z'  soit  du  côté  des  pieds  et  c  du  côté  de  la 
tête.  Alors  l'observateur  ne  peut  plus  que  tourner  au- 
tour de  Oz.  Donnons-nous  une  autre  droite  x' x  passant 
par  O;  nous  pourrons  faire  coïncider  le  plan  de  symé- 
trie de  l'observateur  avec  le  plan  zOx,  et  cela  de  deux 
façons  difîerentes.  Dans  une  seule  de  ces  façons,  les 
jeux  seront  portés  du  côté  de  Ox.  Alors  la  position  de 
l'observateur  est  entièrement  déterminée.  Si  ses  bras 
sont  étendus  en  croix,  l'un  d'eux  est  dans  l'une  et  l'autre 
dans  l'autre  des  deux  régions  dans  lesquelles  le  plan 
:0x  divise  l'espace. 

On  peut  donc  dire  que  tout  observateur  traîne  avec 
lui  un  trièdre.  Pour  éviter  d'avoir  recours  à  la  vision 
de  l'espace,  nous  appellerons  dans  la  suite  obsenateur 
un  trièdre  de  repère  Oxyz  sur  les  arêtes  duquel  sont 
marqués  des  sens;  plan  de  symétrie  de  l'observateur, 
le  plan  zOx;  dei-ant  la  région  de  l'espace  limitée 
par  j^O^  qui  contient  Ox;  droite,  la  région  limitée 
par  ;0.r  qui  contient  0>'.  La  considériilion  de  l'obser- 
vateur est  donc  maintenant  déeraçrée  d  une  façon  abs- 
traite  et.  par  suite,  elle  est  susceptible  d'intervenir 
dans  les  raisonnements. 

Sens  d'un  angle  dans  un  plan.  —  Je  vais  donner 


vj 
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au  sens  d'un  angle  dans  un  plan  deux  définilions  diffé- 
rentes 5  je  montrerai  ensuite  qu'elles  sont  identiques. 

Première  définition.  —  Soit  AOB  un  angle  dans 
un  plan  P.  Choisissons  arbitrairement  une  des  deux 
régions  de  l'espace  limitées  parP,  que  nous  appellerons 
le  dessus  du  plan.  Menons  par  O  la  normale  au  plan  et 
faisons  coïncider  l'arête  0:;du  trièdre-observateur  avec 
la  portion  de  cette  droite  située  au-dessus  du  plan  et 
l'arête  0.ravec  le  premier  côté  de  l'angle,  OA.  Le  plan 
de  symétrie  ^O^r  coupe  donc  le  plan  P  suivant  OA; 
OB  se  trouve  à  droite  ou  à  gauche  de  l'observateur  (je 
veux  dire  dans  la  région  qui  contient  Or  ou  dans  celle 
qui  contient  Oy').  Dans  l'un  des  deux  cas,  le  premier, 
par  exemple,  nous  dirons  que  l'angle  a  un  sens  direct 
ou  positif;  dans  l'autre,  il  sera  rétrograde  ou  négatif. 

FI  nous  faut  admettre  que  le  déplacement  d'un  angle 
dans  son  plan  n'altère  pas  son  sens.  C'est  un  postulat 
au  même  titre  que  l'indéformabilité  des  figures,  je  veux 
dire  que  Thypo thèse  de  l'existence  de  figures  égales. 
On  constate,  en  effet,  si  l'on  essaie  de  démontrer  cette 
propriété,  qu'on  est  conduit  à  admettre  que  le  déplace- 
ment d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminé 
(d'une  façon  unique)  quand  on  connaît  le  déplacement 
de  deux  de  ses  points.  Il  me  semble  plus  simple  d'ad- 
mettre la  conservation  du  sens  et  de  démontrer  alors 
la  propriété  que  je  viens  de  rappeler.  Mais  on  recon- 
naît, en  tous  cas,  qu'il  est  de  toute  nécessité  de  pré- 
ciser ce  point. 

Deux  angles  symétriques  par  rapport  à  une 
droite  sont  de  sens  contraires.  On  le  voit  en  admettant 
qu'on  peut  déplacer  une  figure  plane  dans  son  plan,  de 
façon  qu'une  demi-droite  de  la  figure  vienne  coïncider 
avec  une  demi-droite  quelconque  du  plan.  On  amènera 
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donc  liin  des  angles  à  avoir  son  premier  côté  sur  l'axe 
de  svniétiie.  Pendant  ce  déplacement  dans  le  plan, 
l'angle  symétrique  subit  aussi  un  déplacement  dans  son 
plan.  Or,  les  positions  finales  des  deux  angles  sont  de 
sens  contraires,  et  ces  sens  n'ont  pas  été  changés. 

Comme  conséquence,  les  deux  angles  AOB  et  BOA. 
sont  de  sens  contraires  comme  symétriques  par  rapport 
à  leur  bissectrice  (  '  ). 

Pour  comparer  les  sens  de  deux  angles,  on  transpor- 
tera l'un  d'eux  dans  son  plan,  de  façon  à  faire  coïnci- 
der leur  premier  côté;  suivant  que  les  deux  seconds 
côtés  seront  du  même  coté  ou  non  par  rapport  au  pre- 
mier, les  angles  seront  ou  non  de  même  sens. 

Deuxième  définition.  —  Plaçons  l'axe  O:;  du  trièdre 
suivant  OA.  et  le  plan  de  sjmétrie  suivant  le  plan  de 
l'angle  de  façon  que  Ox  soit  du  côté  de  OB  par  rapport 
à  OA.  Or  sera  alors  soit  dans  la  région  que  nous  aurons 
appelée  le  dessus  du  plan,  soit  dans  l'autre;  dans  le 
premier  cas,  par  exemple,  l'angle  sera  dit  direct  ou 
positif;  il  sera  rétrograde  dans  l'autre. 

11  est  essentiel  de  montrer  que  les  deux  définitions 
sont  les  mêmes,  ou  plutôt  de  démontrer  que,  si  deux 
aîigles  ont  même  sens  dans  V une  des  définitions,  ils 
ont  même  sens  dans  rautre ;  il  n'y  aura  plus  alors 


-  (')  Il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  définir  la  bissectrice.  On  définit 
l'intérieur  de  l'angle  delà  façon  suivante  :  le  côté  OA  prolongé  par- 
tage le  plan  en  deux  régions  dont  l'une,  D,  contient  OB;  de  même 
OB  partage  le  plan  en  deux  régions  dont  l'une,  b',  contient  OA. 
L'intérieur  est  la  portion  commune  à  D  et  1)'.  Il  est  facile  de 
voir  (fu'ellc  existe  (elle  contient  le  segment  qui  joint  deux  points, 
un  sur  OA,  l'autre  sur  OB  )  et  qu'elle  est  d'un  seul  tenant.  On 
définit  la  somme,  la  difTérence  de  deux  angles,  un  angle  plus  grand 
qu'un  autre,  et  pour  la  bissectrice  on  invoque  la  continuité  {voir 
Hadamaud ), 
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qu'à  coordonner  les  deux  définitions,  mais  cela  n'a  pas 
d'intérêt  théorique. 

Nous  devi'ons  naturellement  admettre  qu'on  peut, 
sans  changer  le  sens  (deuxième  définition),  déplacer 
un  angle  dans  son  plan,  et  cela  pour  les  mêmes  raisons 
que  plus  haut.  Rien  n'empêche  donc  de  supposer  que 
nos  deux  angles  ont  même  premier  côté.  S'ils  sont  de 
même  sens  (preniièie  définition),  les  seconds  côtés  OB 
et  OC  sont  du  même  côté  par  rapport  à  OA.  Pour  défi- 
nir leur  sens  (seconde  définition),  on  devra  donc  faire 
coïncider  les  arêtes  O^  et  les  arêtes  Ox  des  deux  triè- 
dres  :  les  arêtes  Or  coïncideront  donc. 

De  même,  on  voit  que  deux  angles  de  même  sens 
(seconde  définition)  ont  même  sens  (première  défini- 
tion). Il  en  résulte  que  deux  angles  de  sens  contraire 
dans  l'une  des  définitions  sont  aussi  de  sens  contraire 
dans  l'autre.  Notamment  AOB  et  BOA  sont  de  sens 
contraire  (  '). 

Remarquons  c|ue,  si  un  angle  se  déplace  et  se  déforme 
dans  son  plan,  son  sens  ne  peut  changer  que  si  ses  deux 
côtés  se  confondent  ou  viennent  en  prolongement.  On 
le  voit  en  faisant  encore  appel  à  la  continuité. 

Soit  O  un  point  intérieur  à  un  triangle  ABC;  les 
trois  angles  AOB,  BOC,  COA  ont  même  sens;  pour  les 
deux  premiers,  on  leur  donnera,  par  exemple,  OB  pour 
premier  côté.  Quand  O  se  déplace  en  restant  intérieur 
au   triangle,    ces   angles   conservent  un   sens  constant 


(')  Il  semble  qu'on  pouirail  le  démontrer  direclement  de  la 
façon  suivante  :  tout  angle  ayant  (première  définition)  le  sens 
de  AOB  ou  celui  de  BOA,  de  deux  choses  l'une,  ou  AOB  et  BOA 
sont  de  sens  coniraire  (deuxième  définition),  ou  tous  les  angles 
sont  de  même  sens  dans  cette  définition  ;  mais,  tandis  qu'il  est  évi- 
dent dans  la  première  définition  qu'il  existe  des  angles  ayant  les 
deux  sens,  cela  ne  l'est  pas  dans  la  seconde,  et  la  conclusion  ne 
s'impose  pas. 
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d'après  ce  qui  précède.  Supposons  à  la  limite  que  O 
vienne  en  C:  le  premier  angle  AOB  n'a  pas  changé  de 
sens  :  il  devient  ACB;  on  en  conclut  que  les  trois 
angles  ACB,  BAC,  CBA  ou  encore  ABC,  BCA,  CAB 
ont  même  sens  :  c'est  le  sens  du  triangle.  On  définit 
de  même  le  sens  d'un  polygone  convexe. 

Je  n'insiste  pas  sur  les  conséquences  usuelles  :  angles 
à  côtés  parallèles,  perpendiculaires  ;  translations,  rota- 
tions, etc. 

Sens  d' un  dièdre.  —  Soit  un  dièdre;  précisons  sa 
première  face  P,  sa  seconde  face  Q,  et  choisissons  sur 
l'arête  z' z  un  sens  de  parcours  :  de  z'  vers  ^,  par 
exemple.  Coupons  le  dièdre  P^'sQ  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'arête  en  un  point  O;  la  demi-droite  Os 
fera,  par  hypothèse,  connaître  le  dessus  du  plan.  La 
section  du  dièdre  est  un  angle  AOB  (OA  dans  P,  OB 
dans  Q)  dont  on  peut  définir  le  sens,  puisque  le  dessus 
du  plan  a  été  précisé.  Ce  sens  sera  celui  du  dièdre. 

Ce  sens  est  le  même  quel  que  soit  le  point  O  ;  car,  si 
nous  nous  plaçons  dans  la  première  définition,  l'arêteOs 
du  trièdre  de  référence  coïncide  avec  celle  du  dièdre, 
Ox  coïncide  avec  OA.  Quand  on  passe  du  point  O 
à  un  autre  point  O' de  z'z,  on  fait  glisser  la  figure  zOx 
dans  son  plan  :  le  demi-plan  (^  d'une  part  (et  par  suite 
OB),  la  demi- droite  Oy  d'autre  part,  restent  donc  cons- 
tamment du  même  C(ké  du  plan  ::0^.  Or,  dans  la  po- 
sition finale  du  trièdre,  il  se  trouve  convenablement 
placé  pour  définir  le  sens  de  l'angle  A'O'B'. 

Si  Ton  change  le  sens  positif  sur  ^'2,  le  sens  change: 
on  le  voit  en  prenant  la  seconde  définition  du  sens.  De 
même,  si  Ion  échange  les  faces  P  et  Q,  le  sens  change  : 
les  deux  définitions  s'accordent  à  le  montrer.  Si  l'on 
change  à  la  fois  le  sens  positif  sur  l'arête  et  la  première 
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face,    le  sens  ne  change  pas  :  P5' j(^  et  Q;;'P  sont  de 
même  sens. 

Soient  P',  Q'  les  demi-plans  qui  prolongent  P  et  Q. 
Le  dièdre  P'z^zQ^  est  de  même  sens  que  P2':;Q,  car 
dans  les  deux  cas  on  adopte  même  dessus  pour  le  plan 
OAB,  et  deux  angles  opposés  par  le  sommet  sont  de 
même  sens  (AOB  et  A'OB'  sont  tous  deux  de  sens  con- 
traire à  A'OB). 

Sens  d'un  trièdre.  —  Soit  un  trièdre  O.ABC;  son 
sens  sera  celui  du  dièdre  A.BO.C.  Soient  ABC  trois 
points,  un  sur  chaque  arête  (et  non  sur  leur  prolonge- 
ment); le  sens  du  dièdre  A.BO.C  est  celui  de  l'angle 
ABC  dans  son  plan,  en  appelant  dessus  du  plan  la 
région  qui  contient  le  point  O. 

Dans  le  plan  ABC,  les  trois  angles  ABC,  BCA,  GAB 

ont   même    sens;    donc    il    en    est   de    même  des  trois 

dièdres 

A.BO.C,         B.GO.A,         C.AO.B 

et  des  trois  Irièdres 

O.ABC,         O.BCA,         O.CAB. 

Le  sens  n'est  donc  pas  altéré  par  une  permutation 
circulaire  des  arêtes. 

Au  contraire,  l'échange  de  deux  arêtes  change  le  sens  : 
en  effet,  à  cause  de  la  permutation  circulaire,  on  peut 
supposer  que  ces  deux  arêtes  sont  les  deux  dernières,  et 
cela  revient  à  constater  que  les  angles  ABC  et  ACB sont 
de  sens  contraire. 

Il  est  très  facile  de  montrer  que  le  déplacement 
conserve  le  sens  d'un  trièdre. 

Sens  relatif  de  deux  vecteurs.  —  Soient  deux  vec- 
teurs AB,  CD;  leur  sens  relatif  sera  celui  du  trièdre 

A.BGD. 
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Pour  que  cette  définition  ait  un  sens,  il  faut  qu'en 
permutant  AB  et  CD  le  sens  reste  le  même,  c'est-à-dire 
que  les  deux  trièdres 

A.BGD. 

C.DAB 
aient  même  sens. 

Prenons  sur  l'arête  AC,  qui  est  commune,  un  point 
E  entre  A  et  C  (le  milieu),  et  remarquons  que  le  plan 
EBD  laisse  A  et  C  de  part  et  d'autre.  Le  sens  du  pre- 
mier trièdre  est  celui  de  l'angle  BED  (dessus  du  plan 
défini  par  le  point  A).  Pour  le  second,  c'est  le  sens  de 
l'angle  DEB  (dessus  du  plan  défini  par  C).  Donc  c'est 
bien  le  même  sens. 

:  Le  glissement  d'un  vecteur  sur  sa  ligne  d'action  n'al- 
tère pas  le  sens;  en  effet,  si  l'on  fait  glisser  AB  sur  sa 
ligne  d'action,  le  dièdre  C.BA.D  reste  invai'iable  :  le 
sens  positif  sur  son  arête  est  le  même,  sa  première  face 
est  toujours  la  même. 

Supposons  qu'on  déplace  et  déforme  dans  l'espace 
la  figure  formée  par  deux  vecteurs  AB,  CD;  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  sens  reste  inva- 
riable, c'est  que  les  quatre  points  ne  soient  jamais  dans 
le  même  plan.  Supposons,  pour  examiner  un  cas  fré- 
qiuent  en  pratique,  que  trois  des  points  restent  fixes  : 
on  peut  toujours  supposer  que  ce  sont  les  trois  pre- 
miers ABC.  Si  Ton  revient,  soit  à  la  définition  du  sens 
d'un  angle,  soit  à  celle  du  sens  d'un  dièdre,  on  voit 
que  le  sens  sera  invariable  tant  que  D  ne  traversera  jias 
le  plan  ABC. 

Remarque.  —  Dans  les  démonstrations  des  cas 
d'égalité  des  trièdres  au  moyen  des  trièdres  supplémen- 
taires, on  ne  fait  pas  d'ordinaire  la  remarque  que,  si  les 
trièdres  donnés  sont  de  même  sens,  il  en  est  de  même 
de   leurs  suppléments.    On    doit   donc  compléter   ces 
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démonstrations  ainsi  :  si  les  suppléments  sont  de  même 
sens,  ils  sont  siiperposables,  et  alors  les  trièdres  donnés 
se  superposent;  donc  ils  ont  même  sens;  et  si  les  sup- 
pléments sonl'de  sens  contraire,  substituons  à  l'un  son 
symétrique;  ils  deviennent  de  même  sens,  donc  super- 
posables  ;  l'un  des  trièdres  donnés  devient  superposable 
au  symétrique  de  l'autre,  les  trièdres  donnés  sont  donc 
de  sens  contraire. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  montrer  qu'un  trièdre 
a  même  sens  que  son  supplément.  Soit  un  trièdre  par- 
ticulier Tet  son  supplément  T'.  Tout  trièdre  a,  on  bien 
le  sens  de  T  ou  le  sens  opposé.  Or,  si  deux  trièdres 
ont  même  sens,  leurs  suppléments  ont  même  sens,  car 
on  pourra  faire  coïncider  les  premiers  en  les  déformant 
sans  que  jamais  ils  deviennent  plans,  etles  suppléments 
viennent  aussi  coïncider  dans  les  mêmes  conditions. 
Donc,  ou  bien  tous  les  trièdres  ont  le  sens  de  leur  sup- 
plément, ou  bien  tous  ont  le  sens  opposé  à  leur  sup- 
plément. En  prenant  pour  T  un  trièdre  trirectangle, 
T'  est  confondu  avec  T;  ils  ont  donc  même  sens. 

Applications  aux  vecteurs.  —  Kien  n'est  plus  facile 
que  d'appliquer  les  considérations  précédentes  aux 
théorèmes  sur  les  moments  de  vecteurs.  Abordons,  par 
exemple,  le  théorème  de  Varignon  en  nous  bornant  au 
cas  de  deux  vecteurs  OA,  OB,  la  droite  10  qui  joint  le 
centre  des  moments  au  point  O  étant  normale  au  plan 
AOB  (tout  se  ramène  à  ce  cas  :  voir  la  Mécanique  de 
M.  Guichard). 

Soient  1/  le  moment  de  O  A,  la  le  vecteur  équipolient 
à  OA.  Par  hypothèse  le  sens  relatif  des  deux  vecteurs  1 1 
et  OA  est  positif;  il  en  est  donc  de  même  du  trièdre 
l.^OA  et,  par  suite  aussi,  du  trièdre  I./Ort  (trois  des 
points  sont  restés  fixes,  le  quatrième  A  a  décrit  la  parai- 
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lèle  A«  au  plan  Oïl).  Le  trièdre  l.lOa  a  le  sens  du 
dièdre  LOI. a,  c'est-à-dire,  en  appelant  dessus  du 
plan  Q  la  région  qui  ne  contient  pas  O,  le  sens  de 
l'angle  lia  et  cet  angle  est  droit.  La  figure  llmn  est 
donc  déduite  de  labc  par  une  similitude,  puisque  les 
angles  /!«,  nilb,  nie  sont  droits  et  de  même  sens,  et 

Kig.   I. 


I 


puisque  les  longueurs  I«,  Ift,  le  sont  proportionnelles 
à  H,  Im,  \n  :  c'est  le  théorème  de  Varignon. 

Il  est  de  même  facile  de  démontrer  le  théorème  rela- 
tif au  changement  du  centre  des  moments. 

Supposons  les  deux  points  par  rapport  auxquels  on 
prend  les  moments,  O  et  I,  dans  un  plan  P  perpendi- 
culaire au  vecteur  AB  au  point  A.  Soient  OGle  moment 
par  rapport  à  O,  IG'  le  moment  par  rapport  à  1  ;  ils  sont 
dans  le  plan  P.  Menons  Ig  équipollent  à  OG.  Tout 
revient  à  évaluer  la  différence  géométrique  G'^  des 
deux  vecteurs  I^  et  IG'. 

Par  délinltion  les  deux  vecteurs  AB  et  OG  ont  un 
sens  relatif  positif;  le  trièdre  A.BOG  est  donc  positif, 
donc  aussi  le  trièdre  x\.GBO  qui  s'en  déduit  par  deux 
permutations  circulaires;  cela  revient  à  dire  que  le 
dièdre  G.BA.O  est  positif  ou  que  son  rectiligne  GAO 
l'est  en  adoptant  comme  dessous  du  plan  P  la  région 
qui   contient  le  point  B.   Dans  le   triangle   GAO,  les 


(  395  ) 
angles  GAO,  AOG  sont  de  même  sens;  en  définitive, 
l'angle  droit  AOG  est  positif.  On  peut  dire  aussi  bien 


y^\ 


que  l'angle  OA,  Ig  est  positif,  et  de  même  l'angle  lA,  IG'. 
Les  deux  triangles  OAI  et  ^IG' dérivent  l'un  de  l'autre 
par  une  similitude,  car  OA  et  ^I  d'une  part,  lA  et  G'I 


Fiî 


d'autre  part,  sont  proportionnels  et  font  le  même  angle. 

Donc  lO  et  G'^  font  aussi  ce  même  angle;  l'angle  10,^  G' 
est  un  angle  droit  positif;  or  cela  exprime  que  s'G'  est 
équipollent  au  moment  par  rapport  à  I  du  vecteur  OB' 
équipollent  à  AB  (en  tenant  compte  de  ce  que 
y^G'  =  OIxOB'). 

C'est  bien  le  théorème  connu 


M,AB 


Mq.AB 


M,  OB'. 


Les  deux  définitions  du  moment  par  rapport  à  une 
droite  ne  présentent  aucune  difficulté,  non  plus  que  les 
formules  des  moments  par  rapport  aux  axes  de  coor- 
données. Je  rappelle  que  le  trièdre  des  coordonnées  doit 
pour  ces  formules  être  de  sens  positif. 

Remarque.  —  Qu'on  me  permette,  en  terminant, 
une  remarque  au  sujet  de  la  continuité.  Les  appels  à 
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la  continuilé,  dont  il  a  été  question  dans  cette  JNote, 
se  réduisent  à  invoquer  quelques  théorèmes  bien  élé- 
mentaires et  exacts  relatifs  aux  fonctions  continues. 

Si  certains  esprits  se  refusent  à  invoquer  la  conti- 
nuité dans  }es  raisonnements  géométriques,  ils  devront 
réHéchir  que  la  notion  de  ligne  continue  est  indispen- 
sabhs.  Or,  ou  bien  on  en  fait  une  notion  intuitive  et 
il  faut  reconnaître  qu'elle  n'est  pas  claire;  ou  bien  on 
veut  lui  donner  une  définition  à  base  arithmétique,  el 
des  diflJcultés  nombreuses  apparaissent;  notamment 
certaines  propriétés  de  la  ligne  au  sens  vulgaire  du 
mot  cessent  d'être  exactes  ou  du  moins  caractéris- 
tiques. 

Je  remarque  encore  qu'on  punirait  faire  la  théorie 
précédente  en  définissant  d'abord  directement  le  sens 
d'un  trièdre,  puis  le  sens  d'un  angle  au  moven  du  sens 
d'un  trièdre.  La  constance  du  sens  dans  un  glissement 
de  plan  sur  plan  pourrait  alors  se  démontrer  simple- 
ment en  admettant,  ce  qui  est  |)eut-èlre  plus  simple, 
que  dans  ce  glissement  les  régions  dessus  et  dessous 
ne  s'échangent  pas. 


[06o] 

SIU    LES    TUAJECTOIRES    OUTIIOGOWLES    DE    CERTALXES 

SlUFACES    ET    SIU    LES    LMEGKALES    II01I0GÈ.\ES    DE 

L'ÉOlAilO.V  DE  LAPLACE  ('); 

Par  m.  Emile  TURRIÈRE. 


Les  axes   coordonnés  Ox^  Oj)',  O^,  ce  dernier  ver- 


(')  J'ai  clé  amené  à   écrire  cette  Note,  ainsi   qu'une  Note  :  Une 
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tical,  sont  rectangulaii^es.  Les  résultats  établis  (p.  go 
(les  -Xouvelles  Animales,  1909) clans  ma  Note  Siii'  cer- 
tains systèmes  orthogonaux  du  plan  et  sur  les  sur- 
faces intégrales  de  l'équation  de  Laplace  r  -i-  t=  o, 
et  concernant  les  surfaces 

:r  =  rcos6,        j'  =  rsinO,         5  =  A/-'^' siiiAO  (A:  5=1), 

peuvent  être  généralisés.  Pour  une  su/face  (V) 

jc  =  rcos6,      y  =  rsin(i,       z  =  X /-^  sin /c  {H  —  Ôq)       (k^i) 

(A,  A.  0(,  étant  des  constantes),  les  projections  hori- 
zontales des  lignes  de  niveau,  des  lignes  de  plus 
grande  pente,  des  lignes  asy/nptoticjues  (cousùluanl 
un  réseau  orthogonal  en  projection),  sont  des  spirales 
sinusoïdes. 

Les  expressions  données  pour  H  et  les  déterminants 
D,  D',  D"  de  Gauss,  pour  la  courbure  totale  et  la  tor- 
sion des  as_ymplotiques  subsistent;  dans  les  résultais, 
f)  —  9o  remplace  h. 

D'autre  part,  en  comparant  à  ma  Note  Sur  la  con- 
duction thermique  (Nouvelles  Annales,  1909,  p.  208), 
on  voit  que,  du  théorème  de  M.  Alezais,  il  résulte  que, 
sur  une  surface  intégrale  quelconque  de  l'équation 
de  Laplace  /•  +  ^  ^  o,  les  lignes  de  plus  grande 
pente  sont  déterminables  sans  quadrature. 

Dans  ces  conditions,  je  considère  la  famille  à  un  pa- 
ramètre de  surfaces  (V)  obtenue  en  supposant  A  va- 
riable. L'équation  de  ces  surfaces  est 

1^^—  =  const.. 


application  géométrique  de  la  série  considérée  par  Airy  dans  la 
cii^lraction  des  otnerliires  circulaires,  en  étudiant  des  pioblèmes 
|)ropoâé8  par  M.  J.  Clairin  (préparation  à  l'Agrégation,  Faculté  de 
Lille). 
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V{x,y)  étant  l'intégrale  homogène  la  plus  générale  de 
l'équation  de  Laplace. 

L'une  des  équations  différentielles  des  courbes  tra- 
jectoires orthogonales  est  précisément  l'équalion  des 
projections  horizontales  des  lignes  de  plus  grande 
pente  d'une  surface  intégrale  de  l'équation  de  Laplace; 
elle  s'intègre  donc  sans  signe  de  quadrature. 

En  second  lieu,  puisque  V  est  homogène,  les  équa- 
tions différentielles  des  trajectoires  présentent  une 
autre  combinaison  intégrale 

d{x^-T- y^  -h  mz")  =  o, 

m  étant  le  degré  d'homogénéité  de  ^  .  Par  suite  : 

Les  courbes  trajectoires  orthogonales  des  sur- 
faces (V)  sont  connues  sans  signe  de  quadrature  et 
sont  tracées  sur  des  quadriques  de  réi'olution.         <■', 

Les  surfaces  trajectoires  orthogonales  des  sur- 
faces (V)  sont  connues  sans  signe  de  cjuadrature. 

L'équation  de  ces  surfaces  est 

F(j'2-^7'--f-  moî,  V)  =  o; 

V  désigne  la  fonction  de  x.  y  qu'il  faut  associer  à  V 
dans  le  svmbole  V  +  /  V  pour  constituer  une  fonction 
analytique. 

Parmi  les  surfaces  trajectoires  orthogonales  des 
surfaces  (Y)  se  trouvent  une  infinité  de  quadriques 
de  révolution  concentriques  et  liomothétiques  : 

x''--^ y^-{-  inz-  =  const. 

Il  est  important  de  signaler,  du  point  de  vue  de 
l'intérêt  que  peuvent  présenter  les  résultats  qui  pré- 
cèdent, que  les  surfaces  (V)  n'appartiennent  point  à 
un  système  Iriple-orthogonal. 
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Un  tel  système  serait  en  effet  constitué  par  les  sur- 
faces (V)  et  deux  familles  orthogonales  (V,),  (Vo)  de 
surfaces  d'équations  respectives 

(Vi)  x^--r-y^-\- mz^-^ifi{\')=^o, 

C^'i)  x^-^y'^-r  mz^-^  if^iX' )  =  o, 

/,  et /a  étant  des  fonctions  déterminées  de  V  conte- 
nant chacune  un  paramètre  variable;  les  équations 

(i  —  m)(x^^y^-) 

-»K/t+/2)  -r-  m\'if[  --/,,)  _/,/,  A,V'=  o. 

les/'  désignant  les  dérivées  des /*,  seraient  compatibles  ; 
par  suite,  le  long  de  la  courbe  d'équation 

V'=  const., 

(i  —  m)  (ce-  -h  )'')  et  A,  V  seraient  lies  par  une  relation 
linéaire,  ou,  en  passant  aux  coordonnées  isotropes  du 
plan,  (i  —  /)i)  ui'  et  w"*~'  v^^-^  seraient  liés  par  une  re- 
lation linéaire. 

Le  cas  m  =  i  n'offrant  aucun  intérêt,  il  reste  à  exa- 
miner le  cas  m^i.  Les  surfaces  (V)  sont  alors  des 
paraboloïdes  homothétiques  par  rapporta  leur  sommet 
qui  ne  sauraient,  par  conséquent,  appartenir  à  un  sys- 
tème triple-orthogonal. 
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SUR  ll\  THEOREME 
AMLOGUE  Ali  THÉORÈME  DE  MEISMER; 

Par  m.  J3.  HOSTINSKY. 


1.   Soient  (C)  un  cône  quelconque  et  (T)  son  j^lan 
tangent   suivant  la  génératrice  g.   Nous    appellerons, 
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d'après  Saint-Venanl.  cône  osculateur  relatif  au  plan 
(T)  le  cône  de  révohilion  (Kl  qui  touche  Irois  plans 
tangents  de  (C)  infiniment  voisins  du  plan  (T).  Quoi- 
qu'il y  ait  toujours  quatre  cônes  de  révolution  tangents 
à  trois  plans  donnés,  le  cône(K)  sera  parfaitement  dé- 
terminé; car,  si  les  trois  plans  deviennent  infiniment 
voisins,  un  seul  de  ces  quatre  cônes  admet  une  figure 
limite  non  dégénérée. 

Désio-nons  par  ?/.   i',   w  les  cosinus  directeurs  d'un 
plan  et  posons 

)    —    —  'JL  —  —  • 

L'équation  tangentielle  du  cône  (C)  aura  la  forme 

(2)  F(y,  ;^j  =  o. 

D'autre  part,  l'équation  tangentielle  générale  d'un 
cône  de  révolution  concentrique  avec  (C)  sera 

(  3  )  (  Mo  ^  +  ^'o  V-  -+-  •'^•i  '*  ~  ^'"'  ?  ^  ^^'^  -î-  iJt-  -H  I ,)  =  o, 

Mo,  Vo-,  tVo  étant  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  et  o 
langle  que  fait  Taxe  avec  une  génératrice. 

Exprimons  les  conditions  que  le  cône  (3)  touche 
trois  plans  tangents  consécutifs  du  cône  (2);  nous  au- 
rons trois  équations  qui  détermineront  les  rapports  des 
inconnues  Wq,  t'o,  Wq  et  sin-^  de  telle  manière  que  (3) 
représente  le  cône  (K).  Pour  cela  ajoutons  à  l'équa- 
tion (3)  les  deux  équations  que  l'on  obtient  en  la  diff'é- 
rentiant  deux  fois  par  rapport  à  'j..  a  étant  regardé 
comme  fonction  de  l».  définie  par  l'équation  (2). 

En  particulier,  si  :;  =:  o  est  l'équation  du  plan  (T), 
c'est-à-dire  si 

>,  =0,  [0.  =  o. 
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on  obtienl,  en  faisant  le  calcul  indiqué, 

(4)  uo'.i'o'.^'^o  =  X'2-f-i:—  À'(À'-^-M):X", 

X'  et  \'^  étant  les  valeurs  des  dérivées  pour  A  =  u  =  o. 
En  tenant  compte  de  l'équation 


on  trouve  pour  l'angle  z>  la  formule 

X" 
(j)  tangcp=  j. 

Indiquons  encore  les  propriétés  suivantes  du  cône 
osculateur  (K)  dont  la  vérification  n'offre  aucune  diffi- 
culté. 

Le  cône  de  révolution  passant  par  trois  génératrices 
du  cône  (  C)  infiniment  voisines  de  »•  est  identique 
avec  (K). 

Un  plan  (P),  perpendiculaire  à  ^',  qui  coupe  (C) 
suivant  la  courbe  A",  rencontre  g  en  un  point  M  et  l'axe 
du  cône  (K)  au  centre  de  courbure  de  k  correspon- 
dant au  point  M. 

2.    Considérons  maintenant  une  surface  quelconque 

(S).  _ 

Soient  O^,  Oj' les  tangentes  principales  en  un  point 
ordinaire  O,  et  R,,  Ro  les  rajons  de  courbure  princi- 
paux correspondants. 

L'équation  de  (S)  s'écrit 


(^>  -'  =  ^"'^rF/- 


en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre. 
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Un  plan  représenté  par 

iix  -+-  vy  -i-  wz—hp  =  o, 

réqualion  langentielle  de  (S)  peut  être  mise,   dans  le 
voisinage  du  plan  i  =  o,  sous  la  forme 

r>  p 

(7)  pw^  —  u"^^ :p2_(_ 

L'équalion  langentielle,  de  la  forme  (2),  d'un  cône 
(C)  cireonscrit  à  (S)  et  ayant  pour  sommet  un  point 
A(^, '/l)  du  plan  Oxy  s'obtient  en  éliminant,  dans 
l'équation  (7),  p  au  moyen  de  l'équation 

(8)  «^  -+-  t'y,  -T-  p  =  o, 
ce  qui  donne,  en  vertu  de  (  1  ), 

(9)  2^X  H-  ir^\x  +  R,  X'  -H  R2  |ji2  =  o. 

Cherchons  à  déterminer  le  cône  osculateur  (K)  re- 
latif au  plan  tangent  Oxy  (X  =  o,  ^a  =  o)  du  cône  (C). 
L'équation  (9)  de  (C)  diflférentiée  deux  fois  donne, 
pour  X  =z  pi.  .=  o, 

(10)  ^X'=-ri,  ^X"  =  -R-^-R,^. 

L'axe  du  cône  (K)  qui  touche  évidemment  le  plan 
Oxy  suivant  AO  sera  déterminé,  d'après  (4),  par  les 
formules 

(u)    „„:,-o:(^.o  =  J(r^  +  -ri2):Tj^2_^r,2):_(R2^2  +  R,^^2). 

il   passe    donc   par   le   point  Z(o,o,  5o)j    1^   troisième 
coordonnée  étant  donnée  par  la  formule 

_   R,j2+R,r,2 

-3o  — 


ç--t-r,' 
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Le  second  membre  de  cette  formule  ne  dépend  que 
du  rapport  ç  :  r,  ;  en  d'autres  mots,  la  position  du  point 
Z  sur  la  normale  ne  dépend  tjue  de  la  position  de  la 
droite  OA  :  donc  : 

Un  point  quelconque  de  la  droite  OA  étant  pris 
pour  sommet  du  cône  (C)  circonscrit  à  (S),  l'axe  du 
cône  osculaleur  (  R')  relatif  au  |)lan  Oxy  passe  tou- 
jours par  le  point  Z. 

Ce  théorème  est  parfaitement  analogue  au  théorème 
connu  de  Meusnier.  On  le  voit  en  exprimant  celui-ci 
comme  il  suit  :  Un  plan  quelconque  mené  par  une 
droite  fixe,  tangente  en  O  à  la  surface  (S),  coupe  (S) 
suivant  une  courbe  A"  telle  que  l'axe  du  cercle  de  cour- 
bure, correspondant  au  point  O  et  A,  passe  par  un 
point  fixe  de  la  normale  O;  (centre  de  courbure  de  la 
section  normale  ). 

La  formule  (5  )  qui  donne  l'angle  cp  compris  entre  OA 
et  l'axe  du  cône  osculateur  (R)  devient,  en  vertu 
de  (  lo  ), 

_i 

et  la  formule    qui    donne    la  courbure    d'une    section 
plane  en  O  peut  s'écrire 

u  et  ('  étant  les  cosinus  d'angles  que  fait  la  normale  du 
plan  sécant  avec  les  axes  Ox  et  Oy. 
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COXCOIRS  D'ADMISSION  A   L'ÉCOLE  \ORMALE   SLPERIEIRB 
ET  Al\  BOURSES  DE  LICENCE  E\  1909. 


Composition   de   Mathématiques 
(  Sciences  I  i. 


Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on 
considère  l' hyperbole  (H)  ayant  pour  équation 

et  les  coniques  (T)  représentées  par  l'équation 
r^  -f-  ^y-  -^  fi  rty  —  i  /-  =  o, 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

\^  Montrer  qu'en  leurs  quatre  points  d' intersec- 
tion A,  B,  C.  D  une  courbe  (T)  et  la  conique  (H) 
sont  orthogonales. 

2°  Etudier  les  cercles  passant  par  X.^.CT).  Lieu 
des  foyers  des  coniques  (T). 

3°  Trouver  l'enveloppe  des  droites  AB.  Exprimer 
en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  les  coeffi- 
cients de  l'équation  générale  d'une  de  ces  droites 
{non  parallèle  à  Ox). 

4°  Lieu  du  point  de  contact  d' une  conique  (T)  et 
d'une  conique  ayant  mêmes  foyers  que  (H). 

5"  Un  champ  de  forces,  dont  les  forces  sont  paral- 
lèles au  plan  xOy,  est  tel  que  les  traces  des  su? faces 
de  niveau  sur  ce  plan  soient  les  coniques  Çï).  Trou- 
ver les  lignes  de  forces  situées  dans  le  plan  xOy. 
Indiquer  la  forme  et  la  disposition  de  ces  lignes,  les 
unes  par  rapport  aux  autres. 
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6°   On  considère  un  pointa  de  coordonnées  x  ^=  o, 
yz=l  et  celles  des  lignes  de  force  qui  coupent  Ox  en 
trois  points  réels  M,,  Mj,  M3.  Calculer  la  somme 

I  I  I 

ëmÎ      ëmÏ      ëm'  ' 

Peut-on  trouver  une  valeur  réelle  l^  telle  que  cette 
somme  reste  constante  lorsque  la  ligne  de  force 
varie? 

SOLUTION 
Par  Jean  Servais. 

i"  Si  l'on  pose 

f{x,y)  ^x^  —  y^    -r\ 

ff(x,y)  =  r-^-h3y-^6rty-3ri, 
on  a 

dx  dx        ()y  ày  ^ 
=  ix^-—^y^—%rty  =  'if{x,y)  —  g{x,y), 

ce  qui  prouve  que  pour  tout  point  commun  aux  deux 
courbes,  dont,  par  suite,  les  coordonnées  annulent  à 
la  fois  fix,  y)  et  g{x,  y),  la  condition  d'orthogona- 
lité  est  vérifiée. 

2"  Le  cercle  passant  par  les  quatre  points  d'intersec- 
tion de  (T)  et  (H)  a  pour  équation 

f{xy)  ■+-  g{xy)  =  -ix^-k-  27*-+-  ^rty  —  4  /•- =  o. 

Quand  avarie  on  a  là  l'équation  générale  des  cercles 
passant  par  les  fojers  de  l'hyperbole  (H). 
L'équation  de  la  conique  (T)  s'écrit 

■      -^  ^    — 1  =  0. 


Sous    celte   forme  on  voit  immédiatement    que  les 


(  4o6  ) 

coordonnées  X  et  y  des  foyers  réels  vérifient  les  éijua- 

lions 

y  -\-  rt  =  o, 

Le  lieu  des  foyers  est  donc  l'hyperbole 
X-  —  2y-  =  2/-2, 

qui    a    pour    sommets    de    l'axe    transverse  les  foyers 
de  (H). 

3°  Les  sécantes  communes  aux  deux  coniques  (H) 
et  (T)  ont  pour  écjualion 

^        j       =Cn-X)r2+(3—X)7^+6/-^7  — (3 +  ).)/•- =  o, 

où  X  est  racine  de  l'équalion 

A(X)  =  /•2(i  +  À;  [â2_  9(  I  -^  t-2 )]  =  o. 

A  la  racine  À  =  —  i  correspondent  les  cordes  paral- 
lèles à  Ox.  Les  cordes  non  parallèles  à  O^  sont  four- 
nies par 

(-1)  À2_g<2_g    =    0. 

Si  nous  exprimons  ).  et  /,  vérifiant  l'équation  (2),  en 
fonction  d'un  paramètre,  nous  aurons,  en  posant,  par 

exemple, 

X  =  3/4-0, 

les  expressions 

9  -  fJ' 


/  = 


60 


2O 

El  l'équalion  (i)  s'écrit 

(62-+- 2O -4- 9).r2— [(0  —  3  j^ -H  (0 -h  3)/-]2  =  o. 
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Une  des  droites  AB  a  donc  pour  équation 

(i)  ux-{-{f} —  3}y -^((^ -i-3)r  =  o, 

en  posant 

(4)  «2=62+20-1-9. 

Il  suffît  donc  d'exprimer   u  et  H  en  fonctions  ration- 
nelles d'un  paramètre.  Posons,  à  cet  effet, 

«  =  6  +  a, 
et  la  relation  (4)  donne 


9  — a2 

2(a  — I)' 

a^  —  2  a  -f 

-9 

2  (  a  —  I  ) 

En  portant  ces  valeurs  de  h  et  //  dans  l'équation  (3), 
elle  s'écrit 

■x^(x  —j^  —  r)  —  ioiix  +  3y  —  3  r)  -+-  gx  -i-  i5y  -{-  "i  >•  =  o. 

L'enveloppe  de  cette  droite,  quand  a  varie,  est  l'hj- 
perbole 

(x  -^  3y  —'iry—{x  —y  —  r)  {<jx  -\-  l'iy  ^  'i  r)  =  o 

ou,  en  développant  et  simplifiant, 

2.r2— 6j-2— 3/-2=  o. 

4°  Les  coniques  homofocales  à  (H)  ont  pour  équa- 
tion 

(5j  T ô -^  ^^ T— ï  =  o- 

A  -)-  r2        A  —  I- 

L'équation   aux  y  des  points  d'intersection  de  cette 
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conique  et  de  la  conique  (T)  est 


I  =  o, 


/  -H  /•»  '     )-  - 

OU,  en  développant, 

(6)     2 (  A  —  2  /-î )y^  -+-  6 r^ (  X  —  /-î)^  —  ( X  —  r» )  ().  —  2 r*-  )  =  o. 

Pour  que  les  coniques  soient  tangentes,  il  faut  et  il 
suffit  (y  ^  o)  que  cette  équation  ait  une  racine  double. 
Elles  sont  d'ailleurs  alors  bitangentes.  Ceci  donne 

En  supprimant  la  solution  étrangère  A  =  /'-,  il  reste 
la  relation 

9/-2ri(X  —  r2)  — 2fX  — 2r2^*=  o, 
d'où 

y/a  (A  —  2r2) 


3// 


V/À 


En  portant  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  (6),  elle 
s'écrit 

(v/2j  iz:  v/X  —  r^y  =  o. 

L'élimination  de  À  entre  l'équation  (5)  et  l'équation 
précédente  donne  le  lieu  cherché 

x^  —  y^ —  r-  =  o. 

C'est  l'hjperbole  (H). 

Ce  résultat  était  facile  à  prévoir.  Si,  en  efifet,  M  et 
N  sont  deux  points  d'intersection  de  lellipse  (  T)  avec 
l'hyperbole  (H),  symétriques  par  rapport  à  Or.  il  existe 
une  ellipse  (E),  homofocale  à  (H),  et  une  seule,  passant 
par  M  et  N. 

Les  ellipses  (T)  et  (E)  sont  toutes  deux,  aux  points 
M  et  N,  orthogonales  à  (H);  elles  sont  donc  tangentes 
entre  elles  en  ces  points. 
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A  chaque  ellipse  (T)  correspondent  ainsi  deux 
ellipses  (E),  honiofocales  à  (H)  et  bitangentes  à  ( T). 
Le  lieu  des  points  de  contact  M  et  N  est  l'hyper- 
bole (H). 

5°  Soit  U  la  fonction  de  forces.  Comme  les  forces 
sont  parallèles  au  plan  xOy,  on  a 


La  fonction  U  ne  dépend  donc  que  de  x  et  y. 

Les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  cylindres,  et  les 
lignes  de  force  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
sections  droites  de  ces  cylindres. 

L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales 
des  ellipses  (T)  est 


ou 

dx 


—  3^2=  3/-2— :r2, 


équation  linéaire  eny^"^. 

En  intégrant  par  le  procédé  classique,  ou  trouve 

(7)  yi=hx^^x^-r\ 

où  h  désigne  une  constante  arbitraire. 

La  forme  de  la   courbe  (7)  dépend  du  nombre  des 
racines  réelles  de  l'équation 

<8)  lix^-+-  x"^—  r'^  =  o. 

1  "   Si  /?-  <<  -z~:{  '  l'équation  a  trois  racines  réelles  ^j , 
a:^,  X:\  et  l'on  a 

y-  =  h(x  —  Xi){x  —  Xi)<  X  —  X3). 
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La  courbe  coupe  l'axe  Ox  en  trois  points  réels  M,, 

Si,  par  exemple,  h  est  j)Ositif,  il  y  a  une  racine  posi- 
live  x'i,  comprise  entre  ret et  deux  racines  néga- 
tives séparées  par  — ''\/'6, 

r-  r  4/3 

a-3  <  —  /•  ^^3  <  .Tj  <  o  <  — ^  <  a^i  <  r. 

y  n'est  réelle  que  si 

X^Xi  ou  X3<:iX<iXi. 

La  coui'he  {/ig-  1),  symétrique  par  rapport  à  Oar,  se 
Fi  g.  I. 


compose  d'une  ovale   M3M2  et  d'une  branche  infinie  à 
branches  paraboliques  M,. 

2°  Si  h-^  ^-^t   il   n'y  a  plus  qu'une    seule   racine 

réelle  de  l'équation  (8). 
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La  courbe  a  la  forme  de  celle  de  la  figure  i  dans 
laquelle  on  supprime  l'ovale. 

Pour  étudier  les  dispositions  des  courbes  (-)  lorsque 
h  varie,  remarquons  d'abord  que  deux  courbes,  cor- 
respondantes aux  valeurs  h  et  h'  de  la  conslanle,  ne  se 
coupent  pas  en  des  points  réels,  car  l'équation  aux  x  des 
points  d'intersection  est  j;=^o,  qui  donne  des  valeurs 
imaginaires  dey. 

Si  l'on  considère  les  racines  de  l'équation  (8)  comme 
fonction  de  A,  on  a,  pour  l'une  de  ces  racines, 


dli  '\hx  -^  'i 

Supposons  A  >  o  : 

La    racine    positive   Xy    est    toujours    décroissante 
avec  h. 

Les  racines  négatives  ^o  et  -^3  iie  sont  réelles  que  si 

h  < 


3r  y/j 

et,    dans  ce  cas,  il  est  facile  de  vérifier  que   —  — r  est 

^  )  /i 

compris  entre  x.2  et  x^,  de  telle  sorte  que 

dx-,  .r^  dx-t  x\ 

d/l  6  llX<i-\-  'X  dll  :>  llXi-r-  ?. 

En  résume,  si  h  croît  de  o  à  — ^, 

I  '        .     1                    .           ''  V  ^ 
Xi     décroît  de        /•        a  ■> 

X2     décroit  tle     — /•     à     — /"  v^, 
X:i        croit     de     — oc     à     — r  ^'i. 

L  ovale  M^.M;,  (limiMue,  et,  quand  /<  =  — -— j  cette 

\  r\'  i 

ovale  se  réduit  à  un  point. 
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Quand  h   continue  à  croître  de =  à  +  oc,  l'ovale 

3rv^3 

disparaît  et  x,  décroît  de  — —  à  o. 

r  y  3 

La  figure  2  indique  les  courbes  successives  obtenues 
quand  h  croît  de  o  à  +  00. 

Pour  A  =  o,  on  a  l'hjperbole  H  :  (  1  )  ; 


Quand  h  croît  de  o  à — ,  on  a  les  courbes  succes- 


sives (2),  (3),  (4); 
Pour    h 


3/V3 
réduite  au  point  C; 


3/-/3 


on  a  la  courbe  (5),  l'ovale   étant 


Enfin,  h  croissant  de  — '—=.  à  -|-oo,  on  a  les  courbes 
3/V3 
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sans    ovale   (6),  (7),  (8)  qui    s'aplatissent  sur  Oy  et 
tendent  à  se  confondi-e  avec  Oy. 

Lorsque  h  est  négatif,  on  a  les  courbes  symétriques 
de  celles-ci  par  rapport  à  Oy, 

6°  Soient  M  l'un  des  points  M,,  M2,   M3,  et  x  son 
abscisse.  On  a 

Posons 

et  formons  l'équation  en  5. 
L'équation  (8)  s'écrit 


{hx  -T-  \)  {—  —  /m  —  /-^  =  o  ; 


on  en  lire 

En  portant  dans  l'équation  (9),  il  vient 

ou 

OU  encore 

La  somme  S  des  racines  de  cette  équation  est 
3  Z*  /l2  -4-  •>  (  /-î  -h  /2  ) 


S  = 


/6A2-+-(r-'-+-   /2j-2 


Pour  que  S  reste  constante  quand  h  varie,  il  faudrait 
que  l'on  ait  (l^  o) 


ou 


3/* 

•2( 

•2  +   /2  ) 

/6      - 

('• 

î_/2y. 

3(>2-+- 

/') 

=   ■../', 
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égalité  qui  n'esl  pas  vérifiée  pour  des  valeurs  réelles  de  /. 
Le  seul  cas  où  S  est  indépendant  de  1i  est  donc  celui  où 
/  =  o.  et  alors 


Composition  de  Mathématiques 
(Sciences  I  et  II). 


PUEMIKRK     QVESTIO>. 

On  laisse  tomber,  sans  vitcsîe  initiale^  un  point 
matériel  pesant  dont  la  masse  est  i^  dans  un  milieu 
qui  oppose  ci  son  mouvement  une  résistance  pro- 
portionnelle à  la  vitesse  ;  soit  k  le  coefficient  de  pro- 
portionnalité :  on  compte  le  temps  à  partir  du  mo- 
ment où  le  mouvement  commence. 

I.  Quels  sont,  au  bout  du  temps  /,  la  vitesse  de  ce 
mobile  et  le  chemin  z  cju  il  a  parcouru  ?  Vérijier, 
sur  les  formules  trouvées,  que,  lorscjue  /.  est  très 
petit,  le  mouvement  est,  pendant  quelque  temps,  à 
peu  près  le  même  que  si  le  mobile  tombait  dans  le 
vide. 

II.  On  laisse  tomber  au  même  instant  plusieurs 
points  matériels  pesants,  ayant  chacun  une  masse 
égale  à  |S,  dans  des  milieux  divers  qui  opposent 
tous  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse, 
mais  avec  des  coefficients  k  différents;  on  compare 
les  mouvements  de  ces  points  au  bout  du  temps  t.  Il 
est  aisé  de  prévoir,  d'après  la  nature  même  de  la 
question,   dans  quel  sens  varient    la    vitesse  et   le 


I 
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chemin    parcouru    lorsque    k    augmente.    Vérifier 
analy liquement  ces  prévisions. 

III.  Calculer  le  coefficient  k  par  la  condition  sui- 
vante :  Le  point  matériel,  pour  tomber  sans  vitesse 
initiale  d'une  hauteur  égale  à  i^,  met  un  dixième 
de  seconde  de  plus  que  s'il  tombait  dans  le  vide. 

On  pj-endra  o-  =  gHi""^  et  l'on  se  bornera  à  cal- 
culer le  premier  chiffre  significatif  de  k. 

DEUXIÈME     QUESTIOIV. 

On  considère  l'équation  différentielle 

(l)  jk'+PjK4-Q  =  o, 

où  y  est  la  fonction  inconnue   et  où  P,  Q  sont  des 
fonctions  de  la  variable  x. 

I.  Montrer  cjue  toute  solution  de  cette  équation 
vérifie  l'équation  différentielle 

(•>0  y'_^_(P'_p2^_^^.Q'_pQ=0 

[y'  et  y"  désignent  les  dérivées  première  et  seconde 
de  y.,  P'  et  Q'  les  dérivées  de  P  et  de  Q^). 

II.  Déterminer  P  et  Q^  de  façon  que  l'on  ait,  en 
désignant  par  a.  et  [i  des  constantes  données, 

P'_P2=a2,  Q'_  PQ  =  tj. 

III.  En  adoptant  pour  P,  Q  les  fonctions  ainsi 
trouvées,  on  intégrera  les  deux  équations  (i)  et  (2) 
et  l'on  calculera  ce  que  devient  le  premier  membre 
de  V équation  (i)  quand  on  y  remplacera  y  par  la 
solution  générale  de  l'équation  (2). 
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SOLUTION 
Par  Jean  Servais. 

Première  questio.  —  Le  point  décrit  une  verti- 
cale sur  laquelle  nous  comptons  positivement  les  z  vers 
le  bas,  à  partir  du  point  de  départ. 

L'équation  du  mouvement  est  alors 

d^s  ,  dz 

-dF  =  ^-^dr- 


[.    En    intégrant   celte   équation   et  déterminant  les 
nstantes   de    faç 
nulent,  on  trouve 


constantes   de    façon   que,    pour   ^  =  o,   z    g[  -^  s'an- 


En  développant  rexponentieile  en  série,  on  a 

(^)  ^  =  ^(7-1^-^—- 

ce  qui  prouve  que.  lorsque  A"  est  très  petit,  ainsi  que  ty 
z  diffère  très  peu  de  -  st-. 

IL   Donnons  à  t  une  valeur  fixe  et  éludions  les  va- 
riations de  z  et  t'  avec  k. 
On  a 
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Posons 

A'^  =  «, 

/(■  u )  =  e-"  (  u  -h  2)  -i-  u  —  '1  ; 
on  a 

J'(U)  =  l  ^-"(1-1-  M) 

et,  par  suite,  on  j3eul  écrire 

f{u)  et  /  [u  )  sont  positifs  lorsque  u  est  positif. 
En  effet,  on  a 

/"(m)  =  u  e-". 

f"(ii)  élant  positif  avec  «,  /'(«)  croît  et.  cointne 
/'(o)  =:  o,  f'(u)  croît  à  partir  de  zéro,  donc  est  positif. 

f'(u)  étant  positif,  comme  f(o)  =  o,/(u)  croît  éga- 
lement à  partir  de  zéro  et  est  positif. 

z  et  V  décroissent  donc  tous  deux  lorsque  k  croît,  ce 
qui  était  évident. 

III.  En  chute  libre,  il  faut,  dans  le  vide,  2  secondes 
à  un  mobile  pour  tomber  de  a»". 

Si  le  mobile  tombe  de  la  hauteur  2^  en  2,1  se- 
condes, on  aura,  en  vertu  de  l'équation  dévelop- 
pée (i), 

OU 

-  (^-'  ')'  _  ^<-(2,  l)^  ^    kH-1,  1)»  _ 

2  (>  ■?4  *  '  '  ' 

on  aura  une  valeur  approchée  de  k  en  limitant  la  série 
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au  second  terme  : 

2  =  2,2  —  I  ,  3  A', 

Deuxième   (^»lestion.    —  I.   Toulo   fonclion    y  véri- 
fiant l'équation 

(2)  y-^Py-i-Q  =  o 
vérifie  léqiialion  obtenue  par  dérivation 

(3)  y^py^py^Q'^o 

et,  par  suite,  celle  obtenue   en  éliminant  y'  entre  (2) 
et  (3): 

(4)  y'-^(P'-I'2)^^Q-PQ  =  o. 
II.    Si  Ton  a 

P—  P2=  3(2^ 

on  a 

dP 


J(2-+-   P2 

ou,  en  intégrant, 


f/a-, 


P 

arc  tantî  —  =  aa"  -!-  a  , 
a 

P  =  a  tang(a:r  -4-  a). 
On  a  ensuite 

Q' —  atang(aa:'-t-a')Q  =  |3, 

dont  l'intégrale   obtenue  par  la  méthode  classique  de 
l'équation  différentielle  linéaire  est 

3  3' 

Q  =  -i- tan  g  (a  a-  -+-  a')H — i- p-, 

a         °  cos(aa7  -ha) 

a'  et  [j'  étant  deux  nouvelles  constantes. 
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III.    Les  équations  (2)  et  (4)  s'écrivent  alors 


(■2)     y  —  a  tang(a:r-+-a')  (j^—  ^  W 


cos(a:r  -+-  a') 


(4) 


rt'-y  -4-  [3  =  o. 


L'é(|iiatioii  (21  est  une  équation  linéaire  du  premier 

3 
cidre  en  y  4-  -^  dont  Tintégrale  générale  est 

9'  3 

(  5  )  jK  =  A.  cos(  a.-r  -4-  a')  —  ^~  sin  (a:r-i-  a') ^• 


L'équation  (4)  est  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  à  coefficients  constants  dont  l'intégrale  générale 
est 


(6) 


_y  —  Bcosa^-i-  Csinaj"  — 


Portons  cette  intégrale  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (2)  et  ce  premier  membre  devient,  toutes 
simplifications  faites, 

3' 


B  sina'-i-  C  cosa' 


COS(  3!X-  -H  a    I 


On  obtient  les  intégrales  |)ariiculières  de  (  |)  (pii 
vérifient  l'équation  (2)  en  elioisissant  B  et  (1  de  façon 
que 


B  sina'-T-  C  cosa'- 


3' 


On  retrouve  1  intégrale  sous  la  forme  (5)  en  vérifiant 
celte  relation  linéaire  de  la  façon  suivante 

■3' 
B=       A  cosa' —  —  sina'. 
a 

.      ,       3' 
G  =  —  A  sina    -  —  cosa  , 
a 

A  étant  une  constante  arbitraire. 
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Composition  de  Mathématiques. 
(Lettres  :  C) 


On  considère  un  système  d'axes  rectangulaires 
Ox^  Oy  et  Von  prend  sur  la  partie  positive  de 
l'axe  Ox  un  point  A  dont  la  distance  au  point  0 
soit  égale  à  V unité  de  longueur  {fig-  3). 

On  désignera  par  (S)  la  courbe  qui  représente  la 
fonction  y  =  x^. 

Soit  M  un  point  de  cette  courbe  et  soit  x  =  OP 
V abscisse  de  ce  point  quon  supposera  positive. 

Par  le  point  M  on  mène  une  parallèle  à  l'axe  Ox\ 


y 

c 

0 

F 

D 

M 

B 

/ 

X 

0 

/ 

^    f 

soient  E  e^  D  les  points  oi/  elle  rencontre  Caxe  Oy  et 
la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  A;  soit  B 
le  point  d'intersection  des  droites  AD  et  OM;  on 
prend  sur  A.D  un  point  G  tel  que  AC  et  AB  soient  de 
même  sens  et  qu'on  ait  AC  =  3AB.  Soit  enfin  Q  le 
point  où  la  parallèle  à  l'axe  Ox  menée  par  le 
point  C  rencontre  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le 
point  M. 
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On  évaluera  au  moyen  de  x  le  vecteur  MQ  re- 
gardé comme  positif  ou.  négatif  suivant  que  Q  est 
au-dessus  ou  au-dessous  de  M  et  l'on  étudiera  la 
façon,  dont  varie  la  fonction  ainsi  trouvée  quand  x 
croît  de  o  à  -hoc. 

Dans  les  mêmes  conditions^  le  point  M  décrit  la 
courbe  (S)  et  le  point  Q  une  courbe  correspon- 
dante (S');  démontrer  que  l'aire  comprise  entre 
cette  dernière  courbe,  l'axe  Ox  et  l'ordonnée  PQ 
du  point  Q  est  égale  à  l'aire  du  rectangle  OADE. 

Les  courbes  (S)  et  (S' )  se  coupent  au  point  O  et  en 
un  point  K  dont  on  calculera  les  coordonnées;  éva- 
luer l'aire  comprise  entre  les  arcs  des  courbes  (S) 
et  (S')  qui  vont  du  point  O  au  point  K. 

Solution. 
On  a 

X 

M  =  MQ  =  3r«— .r3  =  ar2(3  — :r), 

^"        .     . 

— —   =  ix(2  —  X  ). 

ax 

(^nand  x  croîl  de  o  à  2,  «  croît  de  o  à  4  et  atleinl  un 
maximum  pour  x  =  2.  Ensuite  u  décroît  de  4  à  — 00 
en  passant  par  zéro  pour  x  =  d. 

La  courbe  (S)  est  une  parabole  cubique,  (S')  est 
une  paral)ole,  et  l'ordonnée  de  (S')  est  la  dérivée  de  celle 
de  (S).  I>'aire  en  question  est  égale  à 


I 


ix^dx  =  x^=  i\IP  =  OA  X  DA. 


La  courbe  (S')  (puisque  MQ  >>  o)  est  au-dessus  de 
la  courbe  (S)  quand  x  varie  de  o  à  3.  Les  deux  courbes 
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se     coupent    en    j7^3^MQ  =  o).     Laire     comprise 
entre  (S  )  et  (S')  est  donc 


«^0 


)  dx  = 


BIRI.IOGRAPIIIF. 


La  Geo.metuio  FOLiETAiiA.  par  René  de  Saussure. 
i""  Partie.  Genève,    1909. 

Les  .\ouvelles  Annales  saluent  toujours  a\ec  plaisir  l'ap- 
|)arition  d'un  Ouvrage  mathématique  en  Espéranto.  Nous 
avons  déjà  signalé  à  diverses  reprises  l'intérêt  que  présente 
|iour  la  Science  la  langue  du  D""  Zamenliof.  Que  tous  les  sa- 
vants n'aient  pas  accepté  dentliousiasme  le  merveilleux  moven 
de  communication  qui  leur  était  offert,  cela  serait  inexplicable 
si  l'on  ne  songeait  à  la  méfiance  de  la  nouveauté,  à  l'inertie 
qui  paralysent  l'humanité  et  dont  peuvent  être  victimes  même 
les  esprits  les  plus  distingués. 

Mais  ce  n'est  pas  le  lieu  de  plaider,  une  fois  de  plus,  la  cause 
de  la  langue  internationale.  Le  travail  dont  M.  de  Saussure 
puhlie  la  première  Partie  a  d'autres  mérites  que  d'être  écrit 
en  Espéranto.  11  vaut  encore  et  surtout  par  le  fond.  C'est  une 
exposition  de  la  Géométrie  cinématique,  faite  à  un  point  de 
vue  très  original  et  du  plus  haut  intérêt. 

En  Géométrie  projective,  on  considère  comme  éléments 
essentiels  le  point,  la  dioite  et  le  |)Ian.  Ces  trois  figures  ont 
cela  de  commun  qu'elles  n'ont  pas  de  paramétre  de  grandeur. 
Autrement  dit,  toute  figure  semblable  à  un  point  est  un  point 
indiscernable  du  premier.  De  même,  pour  un  plan  ou  une 
droite.  Mais  ces  figures  ne  sont  pas  les  seules  qui  jouissent 
de  cette  propriété.  Il  y  a  encore,  en  se  bornant  aux  êtres  à 
trois  dimensions,  les  suivantes,  pour  lesquelles  M.  de  Saussure 


(  4^3  ) 
a  choisi  les  noms  imagés  suivants,  que  je  traduis  de  l'Espé- 
ranto : 

La  Flèche,  constituée  par  une  droite  et  un  point  marqué 
dessus  ; 

Le  Bouclier,  constitué  par  un  plan  et  un  point  y  contenu  ; 

Le  Drapeau,  constitué  par  un  plan  et  une  droite  y  contenue  ; 

Le  Feuillet,  constitué  par  un  plan,  une  droite  y  contenue 
et  un  point  marqué  sur  la  droite. 

En  réalité  et  pour  plus  de  précision,  la  droite  d'une  flèche 
est  remplacée  par  une  demi-droite,  le  plan  d'un  bouclier,  d'un 
drapeau  ou  d'un  feuillet,  par  un  demi-plan. 

M.  de  Saussure  s'est  proposé  d'étudier  systématiquement 
les  Géométries  dont  l'élément  fondamental  est  la  flèche,  le 
bouclier,  le  drapeau  ou  le  feuillet.  L'ensemble  de  ces  doctrines 
forme  la  Géomé  trie  des  feuillets  qui,  indépendamment  de  son 
intérêt  propre,  a  des  applications  immédiates  et  importantes  à 
la  Géométrie  cinématique.  On  voit  tout  de  suite,  par  exemple, 
que  la  position  d'une  figure  plane  mobile  dans  son  plan  est 
déterminée  par  celle  d'une  seule  flèche  liée  à  cette  figure. 
De  même,  la  position  d'un  corps  solide  mobile  dans  l'espace 
est  déterminée  par  celle  d'un  seul  feuillet  lié  à  ce  corps. 

La  première  Partie  du  travail,  réunion  d'une  série  d'articles 
publiés  en  1908-1909  dans  le  journal  Internacia  Sclenca 
Hevuo,  concerne  la  Géométrie  plane  des  flèches  et  la  Géo- 
métrie corrélative  des  drapeaux  dans  l'espace  autour  d'un 
point. 

Une  flèche  est  définie  dans  le  plan,  on  le  voit  tout  de  suite, 
par  trois  coordonnées,  qui  sont  les  deux  coordonnées  carté- 
siennes de  son  origine  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  une  direction 
fixe.  Un  ensemble  continu  de  flèches  peut  donc  être  à  r,  2  ou 
3  paramètres  (étant  constitué  dans  ce  dernier  cas  par  l'en- 
semble des  flèches  du  |)lan).  Aux  ensembles  à  i  et  2  para- 
mètres correspondent  les  déplacements  d'une  figure  plane, 
à  I  ou  2  paramètres.  Nous  ap|)ellcron5  de  tels  ensembles  des 
séries  de  flèches. 

Quelles  sont  les  séries  de  flèches  dont  le  r»Me  est  fontla- 
mental?  La  réponse  à  cette  question  n'était  nullement  évidente, 
et  il  a  fallu  une  véritable  sagacité  pour  la  trouver.  La  série 
fondamentale  à  un  paramètre  est  constituée  j)ar  l'ensemble 
des  positions  d'une  flèche  tournant  autour  d'un  point  fixe; 
la  série   fondamentale  à   deux  paramètres  est  constituée  par 
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l'ensemble  des  positions  d'une  flèche  qui  reste  symétrique 
d'une  flèche  fixe  par  rapport  à  une  droite  variable.  On  donne 
à  ces  séries  fondamentales  les  noms  respectifs  de  couronne  et 
de  couronoïde. 

Cela  posé,  on  démontre  un  certain  nombre  de  théorèmes 
tels  que  ceux-ci  :  par  deux  flèches,  il  passe  une  couronne  et 
une  seule;  par  trois  flèches,  il  passe  un  couronoïde  et  un  seul; 
deux  couronoïdes  ont  en  commun  une  couronne  ;  trois  couro- 
noïdes  ont  en  commun  une  flèche,  etc.  Autrement  dit,  les 
/lèches,  les  couronnes  et  les  couronoïdes  ont  entre  éiix 
exactement  les  mêmes  relations  que  les  points,  les  droites 
et  les  points  de  l'espace.  La  Géométrie  des  flèches  se  présente 
donc  comme  une  interprétation  nou\elle  de  la  Géométrie 
projective  de  l'espace.  On  peut,  d'ailleurs,  imaginer  une 
représentation  analytique  des  flèches  qui  met  en  évidence  ce 
remarquable  résultat. 

Appliquant  ces  résultats  à  la  Géométrie  cinématique  plane, 
on  trouve  que  le  déplacement  fondamental  à  un  paramétre 
est  la  rotation  autour  d'un  point,  ce  que  l'on  savait  déjà,  et 
que  le  déplacement  fondamental  à  deux  paran)ètres  est  celui 
dune  figure  qui  reste  symétiiquc  d'une  figure  fixe  par  rapport 
à  une  droite  variable,  théorème  beaucoup  plus  caclié  que  le 
premier. 

M.  de  Saussure  montre  ensuite  que  la  Géométrie  des  flèches 
s'applique  utilement  à  la  Physique,  à  la  Météorologie,  etc. 
Si,  par  exemple,  on  représente  sur  une  Carte  géographique 
la  direction  du  vent  en  chaque  point,  à  un  moment  donné  on 
formera  une  série  de  flèches  à  deux  paramètres  et,  par  l'ap- 
plication des  théorèmes  précédemment  établis,  on  pourra 
mettre  en  évidence  les  lignes  de  flux  du  vent,  les  cy- 
clones, etc. 

La  Géométrie  des  drapeaux  autour  d'un  point,  toute  sem- 
blable à  celle  des  flèches  dont  elle  est  la  corrélative,  a  aussi 
des  applications  physiques  et  météorologiques,  outre  son 
interprétation  cinématique. 

Espérons  que  la  suite  du  travail,  oii  doivent  être  étudiées 
les  Géométries  plus  compliquées  des  boucliers  et  des  feuillets, 
ne  se  fera  pas  longtemps  attendre. 

Nous  serons  heureux  d'en  rendre  compte. 

R.  Bricard. 
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CORRESPONDANCE. 


M.  Hilaire.  —  La  Note  de  M.  Barisien  (1909,  p.  326)  me 
remet  en  mémoire  une  propriété  géométrique  intéressante  : 
si  l'on  projette  le  sommet  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle isoscéle  sur  les  axes  de  toutes  les  paraboles  inscrites 
dans  le  triangle,  le  lieu  des  projections  est  un  bifolium. 

La  recherche  de  ce  lieu  était  une  partie  du  problème 
proposé  en  1869  pour  l'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 
J'ai  donné  une  solution  dans  les  Nouvelles  Annales  (18G9, 
p.  38i  et  suiv.);  j'avais  obtenu  directement  une  équation 
rationnelle  en  coordonnées  cartésiennes  et  j'avais  remarqué, 
comme  M.  Barisien,  qu'en  passant  aux  coordonnées  polaires, 
on  arrivait  à  une  construction  facile  (p.  384). 

M.  E.-N.  Barisien.  —  .M.  H.  Brocard  vient  de  m'aviser 
que  les  remarques  concernant  la  courbe 


y  =  v'  ax  -h  \/ax  —  x"^ , 

qui  sont  mentionnées  à  l'article  Correspondance  (N.  A., 
1909,  p.  326),  ont  déjà  été  faites  par  M.  G.  de  Longchamps 
sous  le  pseudonyme  d'Elg^é  (J.  s.  de  Longchamps.  189(1, 
p.  73-75). 

Ceci  montre  une  fois  de  plus  combien  il  est  difficile  d'être 
assuré  qu'une  idée  mathématique  n'a  pas  déjà  été  exposée.  En 
tous  cas,  je  tiens  à  rappeler  la  priorité  du  regretté  de  Long- 
champs,  en  rendant  à  César  ce  qui  est  à  César. 


(    Jo.G  ^ 


AGREfiATlOV  DES  SCIENCES  MATHEMVTIOIES 
^COVCOIIIS  DE  1909). 


Sujets  des  compositions. 


MATHEMATHJlES    FXKMKNTAIRES. 

On  donne  deux  cercles,  de  centres  O  et  O',  de  rayons  R 
et  R' ;  ces  deux  cercles  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre,  et 
l'on  mène  les  tangentes  communes  extérieures  dont  les 
points  de  contact  sont  A  et  A  .  B  et  B',  ainsi  que  les  tan- 
gentes communes  intérieures  dont  les  points  de  contact 
sont  C  et  C,  D  et  D',  les  points  A  et  C  étant  de  part  et 
d'autre  de  la  ligne  des  centres,  tandis  que  le  contraire 
a  lieu  pour  les  points  A'  et  C,  si  l'on  a,  comme  on  le  sup- 
pose, R  <  R'.  Les  tangentes  AA'  et  CC  se  coupent  en  E,  les 
tangentes  RB'  et  DD'  se  coupent  en  F,  et  la  droite  EF  ren- 
contre la  droite  00'  au  point  G;  les  tangentes  AA'  et  DD' 
se  coupent  en  I,  les  tangentes  BB'  et  CC  se  coupent  en  J, 
et  la  droite  IJ  rencontre  la  droite  00'  au  point  K.  On  con- 
sidère les  droites  AC,  BD  et  \' C ,  B'D',  qui  se  croisent  au 
point  K. 

i"  Pour  que  les  droites  AG  et  B'D'  se  confondent  en  une 
même  droite  r.  auquel  cas  les  droites  BD  et  A' G'  se  con- 
fondent en  une  même  droite  s,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
cercles  orthoptiques  des  deux  cercles  donnés  soient  ortho- 
gonaux, ce  tjui  équivaut  à  la  relation  métrique 

00''  =  'n  R2-  R'2). 

{On  appelle  ccr(]c  oi  thoptiqiie  d'un  cercle  le  cercle  qui 
est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  le  cercle  donné  sous  un 
angle  droit.) 

Le  point  G  est  alors  le  milieu  du  segment  00'. 

La  condition  précédente  est  supposée  remplie  dans  tou. 
ce  qui  suit. 
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■2°  Si  R  est  un  point  de  la  droite  r,  les  polaires  de  ce 
point  par  rapport  aux  deux  cercles  G  et  0'  se  coupent  en 
un  point  S  situé  sur  la  droite  s; 

3"  L'enveloppe  de  la  droite  RS  est  une  conique,  qu'on 
déterminera  par  des  éléments  métriques,  et  dont  on  indi- 
quera quelques  tangentes  remarquables.  Le  lieu  de  l'or- 
thocentre  P  du  triangle  ORS  est  une  conique,  dont  on 
indiquera  quelques  [joints  remarquables  :  même  question 
pour  le  triangle  ORS; 

4°  Soient  RM,  RÎN  et  RM',  R.\'  les  tangentes  menées  d'un 
point  R  de  la  droite  r  aux  deux  cercles  O  et  O  ;  le  plan 
étant  orienté  dans  le  sens  ARGD,  soient  a,  p  et  -(,  o  les 
angles  que  font  avec  un  axe  porté  par  la  droite  r  des 
demi-droites  portées  par  ces  tangentes  et  situées  d'un 
même  côté  de  la  droite  r  pour  chacun  des  cercles  O  et  O' 
I  ces  angles  se  retrouvent  en  0  et  O'  )\  on  pose 

t  +  'i  'i  —  % 


0  0  —  Y 

-  =7,  -— -^   =  V. 


Établir  les  relations  suivantes  : 

I       R'^'X  /        R*\ 

COS^  «   =   (   I  -f-   — ■    1   COS^  X,  COS^  (>  =  (   I  -(-   -—   l   COS*  J', 

I  -H  tanga;  R'2 

1  ^-  lang^  U2 

Vérifier,  au  moyen  de  ces  relations,  que  les  tangentes 
RM,  RM  et  RM',  RN'  forment  un  faisceau  harmonique. 

Le  point  R  de  la  droite  r  peut  d'ailleurs  être  remplacé 
par  un  point  S  de  la  droite  s. 

MATIlICMVriQLES    SPIÎCIVLES. 

On  donne  une  parabole  i  P  )  et  une  droite  (D)  dont  les 
équations,  relatives  à  un  système  d'axes  coordonnés  rec- 
tangulaires, sont 

^  {   Y'  —  *  px  =  o, 

(P) 

'  ^  =  o, 

(D,  j 
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et  l'on  considère  la  surface  (S)  engendrée  par  une  droite 
variable  (A)  assujettie  à  rencontrer  (P)  en  un  point  A 
et  (D)  en  un  point  B,  de  façon  que  la  distance  AB  soit 
une  constante  l. 

i"  Construire  la  projection  sur  le  plan  xOy  d'une  sec- 
tion de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  xOy; 
construire  la  tangente  en  un  point  de  cette  projection  et 
montrer  que  la  courbe  obtenue  peut  être  regardée  comme 
le  lieu  des  milieux  de  cordes  parallèles  à  0.r  et  limitées, 
d'une  part  à  une  parabole  de  sommet  O  et  d'axe  Ox, 
d'autre  part  à  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  sui- 
vant Ox  et  Or. 

1°  On  peut  distinguer  deux  sortes  de  droites  A  suivant 
que  l'abscisse  de  A  est  supérieure  ou  inférieure  à  celle 
de  B;  séparer  sur  les  sections  précédentes  les  arcs  qui  cor- 
respondent aux  génératrices  de  l'un  ou  de  l'autre  système 
et  trouver  le  lieu  des  points  qui  limitent  ces  arcs. 

3°  On  considère  le  solide  limité  par  la  surface  (S)  et 
par  les  plans  z  -^  a  =^  o,  z  —  ia  ^  o:  trouver  son  volume  et 
construire  son  contour  apparent  sur  le  plan  zOx. 

4"  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  droites  (\). 
Par  un  point  A,  on  peut  mener  deux  droites  (  A),  qui  ren- 
contrent une  trajectoire  orthogonale  en  deux  points  G 
et  C;  montrer  qu'on  peut  choisir  cette  trajectoire  de  façon 
que  la  somme  AC  —  AC  50^7  proportionnelle  à  l'abscisse 
de  A. 

Peut-on  choisir  les  constantes  données  de  façon  qu'une 
seule  trajectoire  orthogonale  rencontre  toutes  les  droites  (\) 
entre  leurs  points  situés  sur  la  parabole  (P)  et  sur  la 
droite  (D)? 

CALCLL    DIFFKRIÎNTIF.I.    F.T    INTÉGRAL. 

Ox,  Oy,  Oz  étant  trois  axes  rectangulaires  donnés,  on 
considère  une  surface  S,  d'un  seul  tenant.  Soit  s  une  por- 
tion quelconque  de  S,  sans  point  commun  avec  Oz  et  n'ayant 
pas  de  plan  tangent  parallèle  à  Oz. 

I.  Soient  A  l'aire  de  la  projection  de  s  sur  le  plan 
des  xy;  B,  le  volume  limité  par  l'aire  s.  sa  projection  A 
et  le  cylindre  projetant  ;  G,  le  volume  limité  par  l'aire  s 
et  le  cône  ayant  pour  base  cette  aire  et  pour  sommet  l'ori- 
gine; D,  le  volume  limité  par  l'aire  s  et  par  le  conoïde 
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qui  a  le  contour  de  s  pour  directrice,  O  z  pour  axe  et  xOy 
pour  plan  directeur. 

Les  notations  B,  C,  D  représentant  les  volumes  en  ques- 
tion affectés  de  signes  convenables,  montrer  qu'on  a 

(i)  3C  =  B  — 2D 

tant  que  l'aire  s  n'est  pas  coupée  par  certaines  lignes 
situées  sur  S.  Montrer  également  que  la  formule  subsiste 
même  sans  cette  dernière  restriction  si  l'on  prend  les  élé- 
ments de  B  en  grandeur  et  signe,  de  manière  à  avoir  tou- 
jours 

\i=   j     i  z  dx  dy 

{l'intégrale    double  étant  étendue   à   l'aire   A),    et    qu'en 

même    temps    les   éléments   des  volumes  C,   D  soient  aussi 

affectés  de  signes  convenables,  dépendant  de  x,  y,   z,  p, 

(  ^^  àz  \      .,       , 

Ç  [P  =^  -r~  '  1  ^^  T'I'        '    ^"'3^'^^6'"^'   autant  que  possible, 

géométriquement  les  conventions  de  signes  auxquelles  on 
sera  ainsi  conduit. 

II.  Le  cône  (supposé  réduit  à  une  seule  de  ces  nappes) 
qui  limite  le  volume  C  détermine,  sur  le  cylindre  de  révo- 
lution de  rayon  i  quia  O  z  pour  axe,  une  aire  algébrique 
dont  les  éléments  seront  affectés  des  mêmes  signes  que  les 
éléments  correspondants  de  C,  conformément  aux  conven- 
tions précédentes  :  soit  E  cette  aire. 

D'autre  part,  on  fait  tourner  s  autour  de  Oz  et  l'on  dé- 
signe par  ¥  le  volume  de  révolution  ainsi  engendré,  par  G 
l'aire  de  la  section  méridienne  de  ce  volume,  un  élément 
de  F  ou  de  G  étant  également  affecté  d'un  signe  i  le  même 
dans  les  deux  cas)  d'après  une  convention  convenable. 

Déterminer  la  surface  S  de  manière  que,  pour  toute 
portion  s  (sans  point  commun  avec  Oz  ni  plan  tangent 
parallèle  à  O  z)  prise  sur  celte  surface,  on  ait  la  relation 

(■i)  aA  +  iB +  3cC -^  eE-i- ^F  +  A'G  =  o, 

2  T. 

OÙ  a,  6,  c,  e,  f,  g  sont  des  constantes.  Montrer  que  S  doit 
vérifier  une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
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tionnelles  de  x,  y.  z,  p.  où  p  =  \/x-  —  y^  {le  radical  étant 
pris  positivement).  Indiquer  {en  l'énonçant  encore  géomé- 
triquement) la  détermination  du  signe  commun  à  donner 
à  un  élément  quelconque  de  F  et  à  l'élément  correspon- 
dant de  G,  de  manière  que  cette  équation  soit  la  même 
pour  toute  la  sur/ace  considérée. 

Trouver  les  caractéristiques  de  l  équation  au.r  dérivées 
partielles  ainsi  obtenue,  en  employant  les  coordonnées 
semi-polaires  p,  a>  (coordonnées  polaires  de  la  projection 
du  point  sur  le  plan  xOy),  z  (cote  du  point). 

Etudier  les  projections  de  ces  caractéristiques  sur  le 
plan  xOy.  Faire  voir  qu'il  peut  exister  des  caractéris- 
tiques qui  soient  situées  sur  un  cylindre  de  révolution 
d'axe  Oz,  et  discuter  leur  forme. 

III.   On  suppose  les  constantes  h.  c  liées  par  la  relation 

CV)  è-K3c  =  o. 

On  considère  l'intégrale  curviligne 


prise  d'un  point  M  à  un  point  M'  de  la  surface  S,  le  long 
d'un  chemin  L  situé  tout  entier  sur  cette  surface.  Montrer 
que  si  S  satisfait  à  la  condition  qui  lui  a  été  imposée  dans 

la  Partie  II,  et  si.  sous  le  signe    j   .  le  signe  du  terme  en  dz 

a  été  convenablement  c/ioisi,  l  intégrale  I  ne  change  pas 
de  valeur  lorsque,  M  et  M'  restant  fixes,  on  déforme  d'une 
manière  continue,  sur  la  surface,  la  ligne  L  tracée  entre 
ces  deux  points. 

Si,  au  lieu   de    la  relation  (3),   les  constantes    b,  c    ont 
entre  elles  la  relation 

(  4  )  6  -t-  fi  c  =  0, 

une  propriété  analogue  à  la  précédente  appartient  à  l'in- 
tégrale 

f    {cp^—ef                                           cp3_f-e^      ,  , 

J  =    /  -3  — —^ {x  dy  —  y  dx  )  —  '^  g  z-  — ix  dx  —  y  dy  i 

—  P [  -:/p2  dz  —  ai X  dy  —  y  dx)\, 
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où  P  est  un  polynôme  entier  en  o  comejiablement  choisi 
et  z  est  l'une  des  deux  quantités  —  i,  — i. 

IV.  On  suppose  en  outre  que  la  surface  S  contient  une 
■  circonférence  dont  le  plan  passe  par  Oz  et  qui  n'a  aucun 
point  commun  avec  Oz.  ni  avec  le  cylindre  de  révolution 
précédemment  considéré  (fin  de  la  Partie  II).  Sur  cha- 
cune des  caractéristiques  issues  des  différents  points  de 
cette  circonférence,  on  prend  un  arc  limité,  et  cela  de 
manière  que  la  portion  Z  de  S  ainsi  délimitée  ne  contienne 
aucune  singularité. 

En  supposant  donnée  la  valeur  de  l'intégrale  I  [dans  le 
cas  de  la  relation  d)]  ou  J  [dans  le  cas  de  la  relcution  (4^J 
le  long  d'un  certain  chi^min  L  joignant  M  et  M'  et  situé 
sur  2,  quelles  sont  les  autres  valeurs  que  peut  acquérir 
cette  intégrale  lorsqu'on  remplace  L  successivement  par 
tous  les  autres  chemins  qu'on  peut  tracer  entre  les  mêmes 
points  sur  E? 

Indiquer  la  relation  qui  doit  exister  entre  le  rayon  de 
la  circonférence,  la  distance  de  son  centre  à  Oz  et  les 
coefficients  de  l'équation  i -à)  pour  que  la  valeur  de  l'inté- 
grale considérée  soit  unique  dans  ces  conditions. 

MECAMQl  E. 

Un  cerf-volant  de  poids  F^  est  soumis  à  l'action  normale 
du  vent,  représentée  par  une  force  - —  P.  Dans  sa  position 
d'équilibre,  il  est  incliné  à  So"  sur  l'horizon;  il  admet  un 
axe  de  symétrie  sur  lequel  se  trouvent  son  centre  de  gra- 
vité G  et  le  centre  O  de  poussée  du  vent  ;  O  est  au-dessus 
de  G  et  OG  égale  4'^"'- 

En  un  point  A  de  l'axe,  placé  au-dessous  de  G,  à  i(/'" 
de  G,  est  attaché  un  fil  de  longueur  l\  deux  autres  fils, 
de  longueur  l',  sont  attachés  en  deux  points  B  et  C  symé- 
triques par  rapport  à  l'axe;  la  droite  BC,  égale  à  2C?,  est 
au-dessus  de  G  à  29'"'"  de  G.  Dans  la  position  d'équilibre, 
ces  trois  fils,  flexibles,  inextensibles  et  sans  masse,  sont 
tendus  et  réunis  en  un  point  M,  auquel  est  attachée  la 
ficelle  qui  retient  le  cerf-volant. 

1"  Trouver  la  relation  qui  lie  l,  l'  et  d:  supposant  ces 
longueurs  connues,  calculer  les  tensions  des  trois  fils. 
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2"  Le  point  M  étant  à  So""  au-dessus  du  sol,  quelle  est  la 
tension  à  l'autre  extrémité  E  de  la  ficelle  supposée  fixée 
au  sol,  flexible,  inextensible  et  de  poids  p  par  unité  de 
longueur  ;  déterminer  p  de  façon  que  la  tangente  en  Esoit 
horizontale.  (On  ne  tiendra  pas  compte  de  l'action  du 
vent  sur  la  f  celle.) 

3°  Dans  ces  conditions,  on  suppose  que  la  f  celle,  pro- 
longée à  partir  de  E,  s'enroule  immédiatement,  aiec  frot- 
tement de  coefficient  f  suivant  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  fixe,  dont  l'axe  est  perpendiculaire 
au  plan  de  la  ficelle,  le  rayon  du  cylindre  étant  r  et  le 
pas  de  l'hélice  h\  quelle  sera  la  force  nécessaire  pour 
maintenir  l'équilibre,  cette  force  étant  appliquée  à  la 
nouvelle  extrémité  libre  de  la  ficelle  supposée  enroulée 
suivant  une  spire  complète.  (On  ne  tiendra  pas  compte  du 
poids  de  la  partie  enroulée.) 

f\°  La  f  celle  qui  relient  le  cerf-volant  ayant  la  forme 
trouvée  précédemment  ii")  et  étant  supposée  indéformable, 
on  place  à  l'extrémité  située  sur  le  sol  un  postillon  sou- 
mis à  une  force,  résultante  du  poids  du  postillon  et  de 
l'action  du  vent;  cette  force  est  constante  et  est  dans  le 
plan  de  la  ficelle  ;  quelle  condition  doit-elle  remplir  pour 
que  le  jiostillon  se  mette  en  mouvement  en  supposant  qu'il 
y  ait  frottement  de  coefficient  i? 

Etudier  le  mouvement  du  postillon  dans  le  cas  où  la 
force  est  horizontale.  (On  assimilera  ce  postillon  à  un 
point  matériel  mobile  avec  frottement  de  coefficient  i  sur 
la  courbe  matérielle  représentée  par  la  ficelle  supposée 
indéformable.) 


EltltATA 

(1909,    p.    336.) 
Question  'ilSl.  —  Ligne  3,  au    lieu  de  :  par  rapport  à   C, 
lire  :  par  rapport  à  O. 

(1909,    p.    3  8 '4.) 
Question  Sl.'JrS.   —    Ligne  i,   au   lieu  de  :  son  foyer,  li/e  : 
le  foyer.    —   Ligne  3,  au  lieu  de  :  ellipse  E.  lire  :  ellipse  Ep 
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[0>5n] 

Wm  APPLICVTIOX  GÉOMÉTIiI()llE  DE  LA  SÉRIE  CONSIDÉRÉE 
PAR  AIRY  DA\S  LA  DIFFRACnO\  DES  OIYERTIRES  CIR- 
CULAIRES; 

Par  m.  Emile  TURRIÈRE. 


Airy  (  '  )  a  considéré  la  série  absolument  convergente 
pour  toute  valeur  de  m, 


c— 0" 


dont  il  a  donné  la  Table  pour  les  valeurs  de  /)i  variant 
de  dixièmes  en  dixièmes  de  o  à  6.  (^ette  série  a  une 
grande  importance  dans  l'étude  des  images  fournies  par 
les  instruments  d'optique. 

Je  signale  qu'elle  intervient  dans  la  détermination 
des  lignes  de  plus  grande  pente  de  la  surface  d'é- 
quation 

par  rapport  à  des  axes  rectangulaires  O^,  O  ;',  O^,  ce 
dernier  étant  vertical. 

La  surface  du  cinquième  degré  considérée  offre  un 
certain  intérêt.  Elle  est  engendrée  par  des  paraboles 
^  =  const.  assujetties  à  rencontrer  deux  paraboles  du 
plan  Oxy]  en  projection  sur  Oxz,  ces  paraboles 
forment  une  famille  telle  qu'il  passe  cinij  paraboles 
partout  point  de  ce  plan;  l'équation,  par  rapport  au 
paramètre,  se  présente  sous  une  forme  qui  se   ramène 


(')  AuiY,    On  Ihe   diffraction   of  an  object-glass    witli   a  cir 
cular  aperture  (  T.   C.  P.  S.,  t.  V,  i83'i). 

Ann.  de  Mat/iëmat.,  4"  série,  t.  I.\.  (Oclobic  1909.)  3o 
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immédiatement  à  celle  que  prêle,  comme  forme  cano- 
nique, le  théorème  de  Jerrard  à  l'équalion  générale  du 
cinquième  degré. 

Les  lignes  asymptotiques  (des  deux  familles)  50/?; 
algébriques  ;  leurs  projections  sur  O  xy  sont  les 
courbes 

■!iX^{x-  -4-  'i.y''Y  =  iy^-^  lox^y* —  ix'* —  ).  )-, 

parmi  lesquelles  se  trouvent  les  paraboles 

y-±  ■2X  z=  o. 
En  posant 

l'équation  des  lignes  de  plus  grande  pente  prend  la 
forme  d'une  équation  de  Riccati 

dt\         „       I 

^-f-v-j  =0; 

cette  équation  est  équivalente  à  l'équation  du  second 
ordre 

c'est-à-dire  à  l'équation  du  niou^'ement  d'un  pendule 
simple  dont  la  longueur  croit  proportionnellement 
au  temps  (seau  dans  un  puits)  et  dans  le  cas  des  pe- 
tites oscillations  ('  ). 

Du  point  de  vue  de  la  forme,  l'équation  précédente 
du  second  ordre  est  un  cas  particulier  d'équations  con- 


(';  BossuT,  Sur  le  mouvement  d'un  pendule  dont  la  longueur 
est  variable  {M.  A.  P.,  177H). 
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sidérées  par  Lobatto  (')  et  par  Kummer  (2),  mais  ce 
n'est  pas  un  des  cas  particuliers    pour  lesquels  ils  ont 
effectué  l'intégration  au   moyen   d'intégrales  définies. 
J'ai  obtenu  une  intégrale  de  cette  nature, 


(-1) 


d%. 


en  considérant  l'équation  comme  une  équation  linéaire 
de  Laplace  et  en  effectuant  une  inversion  et  une  symé- 
trie dans  le  plan  de  la  variable  complexe.  L'intégrale 
ainsi  obtenue  coïncide  avec  celle  que  Poisson  donne 
pour  l'équation  plus  générale 

L'équation     adjointe    de    l'équation     mise    sous    la 
forme 

est,  ainsi  que  l'équation  elle-même^  un  cas  particulier 
de  l'équation  en  laquelle  dégénère  l'équation  de  Bes- 
sel,  lorsque  l'un  des  points  singuliers  s'éloigne  à  l'in- 


(  '  )  Lobatto,  Sur  l'intégration  des  équations 

d"Y  d-y  ,     , 

dx"         "  dx- 

par  des  intégrales  définies  {C relie,  t.  17). 

(  '  )  KuMMEiî,  6'm/'  l'intégration  générale  de  l'équation  de  liiecati 

par  des  intégrales  définies  (C relie,  t.  12). 

ri"  y 
Ku.MMER,  Note  sur  l'intégration  de  l'équation   y-^   =  x"'y  par 

des  intégrales  définies  {Crelle,  l.   19). 

ci'*  y 
Ku.MMKU,  Sur  l'intégration  de   l'équation  -r—  =x"'j'   (J.  M., 

I"  série,  t.  l\  ). 
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fini  :  . 

^  f/2  u  du 

l'équalion  primitive  s'obtient  en  posant  y=  o;  l'équa- 
tion adjointe  s'obtient  en  posant  ^'  =  2.  (^ette  équation 
adjointe  est  d'ailleurs  équivalente  (')  à  Téquation  pri- 
mitive; il  suffit  de  poser 

l  =  u\. 
De  celte  équation  de  Bessel  on  connaît  l'intégrale 

u  =  I  -T-   -    h   —7   -+-...-T ; r  — r> 

71        Y<Y^-i)2!  Y(Y— U-.-iY-^"  — 0  «! 

lorsque  y  n'est  pas  nul;  en  parliculier,  pour  v  =  2, 
celte  série  est 

'  i" 

c'est-à-dire  la  série  d  Airj,  à  condition  de  poser 
On  obtient  donc  une  intégrale  particulière  "Ço 

qui  est  celle  que  M.  Lecornu  (-)  a  obtenue  par  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés. 

Observons    que    les    intégrales   l,    et   Z-2    sont    dis- 


(')  L'équation  mise  sous  la  forme  -7^  —  r  =  "^  *"*•-  ""^  <^^s 
équations  d'ordre  pair  (  M.  Darboux  a  mis  en  évidence  la  nécessité 
de  cette  distinction  )  qui  sont  identiques  à  leur  adjointe,  et  qui,  du  point 
de  vue  de  la  théorie  de  la  variation  seconde  des  intégrales  simples, 
ont  été  étudiées  par  Jacobi,  par  Bertrand  et  par  Hesse. 

(^)  Lecornu,  Mémoire  sur  le  pendule  de  longueur  variable 
{A.  M.,  t.  XIX). 
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tinctes  :  ^i,en  effet,  n'est  pas  développable  en  série  de 
Mac-Laiirin.  Observons  en  second  lieu  que  la  somme 
de  la  série  d'Airj   s'exprime  au    moyen    de    la    fonc- 
tion   J)     de     Bessel    et     qu'elle     a    pour    expression 

—  J,  (2m). 

En  résumé,  de  V équation   du  second  ordre,  nous 
connaissons  une  intégrale  c, 


et  une  intégrale  î^o  qui s^ exprime  à  l'aide  de  la  série 
d' Ai  J'Y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'aide  de  la 
fonction  de  Bessel  d'indice  un  et  de  première  espèce. 
La  détermination  des  lignes  de  plus  grande  pente 
est  donc  complètement  effectuée;  V équation  carté- 
sienne de  leurs  projections  est 


f 


',  **    d'y.  -4-  iCxii(ix) 


y^  =  -i 


f 


—  {  ^-^  7—  )  doL  ^,   ,  .    . 

?  '-a  ' l-2CJo(£a7) 


C   étant  la   constante   arbitraire    réelle  d'intégration; 
l'imaginaire  i  ne  s'introduit  qu'en  apparence. 

Remarquons  que  chacune  des  deux  intégrales  de 
l'équation  du  second  ordre  eut  permis  d'effectuer  cette 
détermination  à  l'aide  d'une  seule  quadrature;  en  dé- 
signant, en  effet,  par  ^0  une  intégrale  particulière  de 
l'équalion  du  second  ordre  et  par  t,o  l'intégrale  parti- 
culière correspondante 

_    1    du 

'^.0  —  ?-  -77- 

-0   «; 

de  l'équation  de  PiiccBti,  liutégrale  générale  de  l'équa- 
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tion  du  second  ordre  est 

et  l'intégrale  générale  de  ré(jualion  de  Riccaliest 


HM 


c 

A,  B,  C  désignent  des  constantes  ('). 

Généralisatioji.  —  Considérons  V équation  de  Hic- 
cal  i 

dy         „       I  ^ 

dx       -^         \ 

dans  laquelle  X  est  un   trinôme  du  second  degré 
en  X. 

Lorsque  X  est  une  constante,  l'équation  s'intègre 
par  des  fonctions  élémentaires.  Lorsque  X  est  du  pre- 
mier degré,  Téquation  est  celle  que  nous  venons  d'étu- 
dier. Lorsque  X  est  du  second  degré  et  à  racines  con- 
fondues, l'équation  est  réductible  à  l'équation 

dy         „       I 
dx       -^        x^ 

dont  M.  Raffv  a  donné  l'intégrale  générale 

■ixy  —  (l  -H  /s)     j: 

— ^ ^ !-_£  x^=  =  const. 

ixy  —  {%  —  y/5) 
à  la  page  545  des  Nouvelles  Annales  de  1902. 


(')   Ces  formules  s'appliquent  à   l'équation   générale   de    Riccati 
mise  sous  la  forme 

lorsqu'une  intégrale   particulière  Ç,,  de  l'équation  du   second   ordre 
est  connue. 
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Examinons  donc  le  cas  où  X  est  un  trinôme  du  se- 
cond degré  à  racines  distinctes  : 

X  =  K(iP —  a)(x  —  b). 

L'équation  équivalente  du  second  ordre  est,  en  prenant 
la  nouvelle  variable  ç  définie  par  la  relation 

.r  =  a  H-  (  6  —  a )\, 

une  équation  de  Gauss  pour  laquelle  y  est  nul,  pour 
laquelle,  par  conséquent,  on  ne  connaît  pas  d'intégrale. 
En  procédant  comme  plus  haut,  on  est  conduit  à  une 
équation  de  Gauss 

pour  laquelle  v  est  égal  à  2  et  pour  laquelle  a  et  ,3  sont 
les  racines  de  l'équation 

«2  —  3  ,i  -1-  2  _  _  =0. 
K 

Pour  la  double  raison  que  •'  d'une  part  et  a  +  |3  —  y 
d'autre  part  sont  des  nombres  entiers,  on  ne  connaît 
pas  les  vingt-quatre  intégrales  de  Rummer. 

Appliquons  les  résultats  trouvés  par  M.  Goursat  (') 
pour  le  cas  où  "  est  un  entier  de  la  forme 

Y  =  2  -+-  m  ; 

m  est  nul.  Le  cas  exceptionnel  d'une  intégrale  uni- 
forme dans  le  voisinage  de  l'origine  ne  peut  se  pré- 
senter ;  la  suite 

I,     ■>.,     3,     . . .,     m  -!- 1 


(')  Goursat,  Sur  l'équation  différentielle  linéaire  qui  admet 
pour  intégrale  la  série  hyper  géométrique  {A.  E.  y.,  1881). 
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-se  réduit  en  effet  à  f  ;  si  a  était  égal  à  i ,  |îi  devrait  être 
égal  à  2  et  K  devrait  être  infini. 
On  a  deux  intégrales: 

Logï.F(a.  ;î, -;,£)-+- *( a,  3,7,3), 

dans  lesquelles  a,  ^,  y  doivent  être  remplacés  par  leurs 
valeurs;  $  est  défini  par  la  formule 

dF        àF  dF 


*       doi'^  ô'i'^'^  d-'  ■ 


ou 


V^   .     a(a^i). .. (a  — n— i)S(3-h  n... (3-4-/1  — i)      $" 

^  /l  H-  I  [rt!]* 


n=l 


en  posant 
A,.=  '- 


le  développement  de  F  est  divergent  pour  ç^i. 

Deux  intégrales  de  l'écpiation  du  second  ordre  étant 
connues,  V équation  de  Riccati 

dy         ^  I 

dx    ■  "^  K  (  a-  —  aj'^x  —  b  ) 

est  intégrée. 

Les  racines  distinctes  «,  ^  de  X  ne  jouant  aucun 
rôle,  les  équations  de  Riccati  considérées  se  classent 
d^iprès  les  valeurs  de  K. 

Pour  K  ^ —  -y  a  et  3  sont  égaux  entre  eux  et  à  -• 

Pour  p  =  N(N  H- i),  N  étant  un   nombre  entier,  a 
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el  [^  sont  des  nombres  entiers  : 

a  =  ■>.  -H  \ , 
3  =  1  —  \. 

Pour  K=  -)  rmi  des  paramètres  a,  [j  est  nul;  l'é- 
quation de  Riccati 

dy         ,_  2 

dx~       ■^         {x  —  a)  {X  —  b) 

s^intègre  au  moyen  des  fonctions  élémentaires,  et 
son  intégrale  générale  est 

"ix  —  a  —  b  (  X  —  a  )-i  X  —  tj  )- 

"^        (X  —  a  )(  X  —  b)  1  r  —  a  —  b  9.  ,,  x  —  a 


(x  —  ci}{x  —  b)         a  —  b 


LogC 


Ce  cas  est  le  seul  pour  lequel  la  fonction  hjpergéomé- 
trique  F  (a,  [i,  v,  ;)  dégénère  en  une  des  fonctions 
élémentaires  signalées  par  Gauss  :  le  seul  cas  qui  mé- 
rite d'être  examiné  est  celui  de  la  fonction 


(  t  -H  u  )«  —  i"  =  nt"'i  uF  ii  —  n,  i,  2, )  ; 

K  devrait  être  infini,  puisqu'on  devrait  avoir 


[A3h] 

SIR  LA  TUANSFORNATIOX  DE  l/K()rAriO\ 

DU  TROISIÈME  DEGRÉ  EN  EMiE-MÉME; 

Par  m.  R.  ALEZÂIS. 


Je  me  propose  de  résoudre  ce  problème  tel  qu'il  est 
proposé  dans  les  Leçons  d' Algèbre  de  Briot  (i  j'"  édi- 
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lion.  n°  152,  p.  687)61  sans  recourir  à  l'Algèbre  supé- 
rieure. 

Etant  donnée  l'équation 

(i)  x^-\- px  ^  q  z=  o, 

trouver  les  substitutions  rationnelles  qui  reproduisent 
celte  équation.  (Toute  fonction  rationnelle  d'une  ra- 
cine X  de  réqnation  peut  se  ramener  à  la  forme 

(  1)  y  =  À  a"-  -+-  ij.  ar  -+-  v; 

il  faut  déterminer  A,  tx,  v  de  façon  que  l'équation  en  y 
soit  identique  à  l'équation  en  x.) 

Si  une  substitution  transforme  une  équation  en  elle- 
même,  c'est  qu'elle  ne  fait  que  permuter  ses  racines. 
Cette  remarque  permet  de  trouver  les  substitutions  (2) 
quand  on  connaît  les  racines  de  l'équation  (  1  ). 

Si  l'on  se  propose  de  trouver  les  substitutions  en 
fonction  des  coefficients  de  l'équation,  elle  fournit 
encore  les  renseignements  suivants  :  H  y  a  six  permu- 
tations des  trois  racines  a,  6,  c  de  l'équation  (i);  les 
coefficients  a,  u.,  v  des  substitutions  (2)  seront  donc 
donnés  par  des  équations  du  sixième  degré;  mais  parmi 
ces  six  permutations  se  trouve  la  permutation  iden- 
tique qui  correspond  à  A  =  v  =  o,  a  :=  i  ;  on  sera  donc 
ramené  à  des  équations  du  cinquième  degré.  Enfin, 
le  groupe  des  permutations  de  trois  quantités  ad- 
mettant   pour   sous-groupe    le  groupe    (i,    S,   S-)  où 

^         [  a     h     c\  ,,,.,. 

Ï5  =  (  1  et  ce  sous-groupe  n  ajant  a  l  inteneur 

du  groupe  qu'un  seul  conjugué,  on  peut  conjecturer 
f|ue  les  coefficients  des  substitutions  S  et  S^  dépendent 
seulement  d'équations  du  second  degré  et  nous  le  véri- 
fierons plus  bas  ;  en  conséquence,  les  premiers  membres 
des  équations  du  cinquième  degré  se  décomposeront 
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en  produits  de   facteurs  rationnels   du  second    et  du 
troisième  degré. 

Cherchons  d'abord  les  équations  du  cinquième  degré. 

Il  s'agit  d'éliminer  x  entre  les  équations 

x^-~px-^q^o^         \t^-^  iLX  —  (y  —  v)  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre 

Xa-^-t-  \t.x  —  {y ^)  =  o,     ixx^ -\-'K{y  —  ')  -^- p''k)x  —  qK  =  o. 

On  trouve 

f;j,2+X(jK  — V^/>Xl]  [ghj.-^(y  —  ^,)(y--j  -hpl)] 

—  [9X2-(y  — v).a]2=o 

ou 

<^  — v)3-f-  ipk{y—^Y 

-(-(/)iji2-H  iql^x-^- p^)^){y — j ) -h q  'J-^-h pg  l-  u.  —  q^}.^  =  o. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique  à  l'équation 

y^-h  py-+-q  =  o, 

que  l'on  peut  écrire 

(^  _  V  )3  -H  3  V  (  JK  —  -/j^  -4-  (  3  v2  -^/>  )  (  JK  —  V  )  -+-  v'  -i-  /?  V  -f-  ^  =  o, 

il  fa^it  que  l'on  ait 

l  2/>À  =  3v, 

(3)  ^  ^ijl2  +  37X;jl    H-/)2X2=  3v2-H/?. 

(    q  IX^ -{- pqX^  [X  —  ^2)3—       y3_j_^v  _i_  gr. 

On  vérifie  que  ce  système  admet  pour  solution 

X  =  V  =  o,        ;ji  =  I . 
Eliminons  d'abord  ),  et  u;  nous  aurons 

.j/>2[JL2-h  i8^va—  3/)v2—    |>2=  o. 
8/?3  çr  [jl3 -i-  iSp^q^^ix—  (Sp^-^  27</2^v'—  S/yiv  —  Sp3q=z  o. 
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On  peut  i-emplacer  celle  dernière  éqiialiou  par 

36/)5r2v;jL2— 8/)2^(3v2-4-/>)iji 

—  (8/j3-4- 277-)v3h- 8/)+v -+- 8/;3<7  =  o. 
Posons 

le  résultant  pourra  s'écrire 

OU 

A3v6_^  8/)iA2v*-T-  8/>3^A2v3-f-i6/>8Av2-+-  iip'ql^/  =  o. 

D'où  l'équation  dn  cinquième  degré  en  v 

y  (v)  =  A-v5-f-  8/J*Av3-^  8/>3<y  Av--t-  i6/>»v  -t-  iip' q  =  o. 

En  éliminant  v  entre  cette  équation   et  la  première 
équation  (3),  on  obtient  l'équation  en  A 

<p(X)  =  A2À5_i_  ,8^j2AX3-i-  2-ql/.^-r-  8ip'*l  —  l'iB/^^f/    =  O. 

Enfin,  l'équation  en  u.  résulte  de  l'éliminaliou  de  v 
entre  les  équations 

3/) V-  —  iSq  ,uv  —  4/?^  (  I^-*  —  I )  =  o, 
(4/?3-H  A)v3—  i8/>2^(Jiv2-^8^*v  —  8/)3^([jl5  — i)  =  o. 

On  peut  remplacer  celle  dernière  par 

9^(/)3-i- A)av2 

-+-  ip-K^p^^  A);j.2-u  ■i,p3 —  A]v  —  iip'*  q(  ix^ —  i)  =  O. 

Le  résultant  est 

A2  ;jl6  —  6/;3  A;jLi  —  i- q^-  Au» 

-i-  gp^  \^'-^  8\ p^q'^i-i  — /)3(A  —  3/)')  =  o; 

et  en  divisant  le  premier  membre  par  |j.  —  i ,  on  a 

'l  (  IX  )  =  A"2  ;j.5  H-  A2  p.i  -4-  A  (  A  —  6/»'  )  [Jt.* 

2/>3Au--+-/?3(gyD3 '2A)(Jl.-i-/?3(  A  —  3/>»)  =0. 
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Nous  allons  voir  maintenant  que  chacun  des  trois 
poljnomcs  <j>(a),  'Id^)'  '/('■')  ^'^"ist  un  diviseur  ra- 
tionnel du  second  degré.  Pour  cela,  cheichons  direc- 
tement les  substitutions 


X,.r2 


U-lX  -i-  Vj. 


y 


l,: 


qui   font   subir  aux   racines  a,   b,  c  une   permutation 
tournante.  Il  faut  que  l'on  ait 


Ài  a-  -T-  [Xi  a  ^-  vi  =  h, 
À I  b-  -h  [JLi  6  -1-  vi  =  c. 
À 1  c-  -t-  |jii  c  -1-  V 1  =  a, 


Kl  «-  -1-  ;jL2  a  -\-  'ii=^  c, 
}-.2  b-  -H  ;jL2  ^  -t-  vj  =^  a, 
ÀoC-  -;-  .UoC  -i-  vs  =  b. 


Posons 


a-     a      I 
A2      6       I 


(a  —  6;(6  —  c)(a—  (■)  =  v'' 


il  en  résultera 


oÀ,  =  rt2_|_  ^2_|_  (,2 — (ab -^  bc -r- ca), 

oiji]  =  —  (a^H-  è-^-H  c^)  -r-  <7-c  -f-  62  a  -4-  c-6. 

ov,  =  a^i  -+-  è'^c  -T-  c^rt  —  (a^ô'-i-  b-c--\-  c- a''-  ), 

0X9  =  —  (  a2  -i-  62  _4_  c2  )  -f-  ai  -i-  bc  -\-  ca, 
0|JL2  =  a-5 -I-  6''  -T-  c"*  —  (  a-  b  -^  b'-c  -T-  c-a), 
0V2  =  a-  b-  ^  b^c^-\-  c'^  a-  —  (a^c  -¥-  b^  a  —  c^b  ). 

On  voit  que  les  quantités  A,,  ml,,  V|,  Ao,  ^-i^  ^'1  sont 
ou  bien  invariantes  ou  bien  susceptibles  de  deux  déter- 
minations seulement,  quand  on  effectue  sur  «,  b,  c 
toutes  les  permutations  ;  on  peut  donc  les  calculer  en 
fonction  de/>  et  de  q  par  des  équations  du  jiremier  ou 
du  second  degic. 

Des  relations 


a  4-  6  -T-  c  =  o,         ab  ->r  bc  -^  ca  =^  p^         abc  = 
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on  lire 

o  =  {a  -^  b  ^  c)^  =  a^  —  b- -h  c^ ^  ip, 

d'où 

a^  -4-  62  4-  c2  =  —  xp. 

W  en  résulte 

ûÀ,  =  — 3/),         0/2=3/); 

et,  en  vertu  de  la  première  relation  (3), 

rj',^  =  —-),p-,  0V2=2/)-2. 

On  a  ensuite 

^  (  u^i  -H  |JL2  )  =  a-  c  -i-  b'^  a  -i-  c-  b  —  a^  b  —  b-c  —  c^a 
=  (c  —  b)(a  —  b){a  —  c)  =—  0, 

—  0-2  [jL,  a.,  =  [  «3  _^  ^3  _|_  c3  _  (  «2  C  -r-  62  a  —  C2  è  )] 

X  [rt^-f-  63+  c3—  (a^b-h  b^-c  -+-  c'^a)\ 
=  r  a^  -i-  63  _|.  c3  j2  -^  (  a2  c  -+-  62  a  -H  c2  6  ) 

X  (a^  6 -f- 62  c  -H  c^a)  — (a3+è3-Hc3)M, 
avec 

M  =  a2  6  -t-  a2  c  +  62  a  -}-  6^  c  +  c^  a  +  c^  6 

et 

(a2c-+-  62a-+-c2  6)(a2  6  -)-  62c-f-c»a) 

=  «3 (.3 -H  è'rtS-f-  C3  63-4-  a6c(a3-4-  ô^-i-  c')  +  3a*62c2. 

Or,  on  a 

o  =  (a  +  6  -f-  c)  {ab  -f-  6c  -H  ca)  =  M  -f-  3abc, 
o  =  (rt  -+-  6  -I-  c)3=  a3^_  63_u  ^3+  3  M  +  6  a6c, 
y>3  =  {ab-~bc~ca)^=a^  b^  -+-  b^  c^-^c^  a^-^'^abc^l-^da'-b'^c^. 

On  en  déduit 

M  =  3^y, 

«3 -i-  63 -f-  c3  = —  Zq, 

a3  63  4-  63  c'  -t-  c3  a3  =  /?3  H-  3^2, 

(a^c  +  6-«  -f-  c2  6)  (a2  6  -t-  62c  -1-  c^a;  =/)3-H  9^2^ 
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el  l'on  a 

32  [X,  tx-i  =  —  (/)^-4-  27^2). 

OU.,  et  O'ji.2  sont  donc  racines  de  l'équation 

X2  -t-  v/—  ■^  X  —  (  A  —  3/>3  )  =  0, 
d'où  l'on  tire 

x=i(-v/^ri±9^). 

On  peut  toujours  supposer  la  détermination  de  y —  A 
positive;  je  dis  que  l'on  doit  alors  écrire 

^IM=  ^{gç  —  v^^^),        51^2  =  — -(g^r -i-/—^)- 

En  effet,  avec  4  />'  -f-  2-  ^-  -<  o,  cas  des  trois  racines 
réelles,  si  l'on  suppose  «  >»  Z>  >  o  >>  c,  d'où  q  >>  o,  et 
que  l'on  élimine  c,  on  trouve  que  0^X2  est  toujours 
négatif;  si  l'on  suppose  f/  >>  o  >>  ^  >  c,  d'où  q  <^o,  et 
que  l'on  élimine  a,  on  trouve  que  ô^^  est  toujours 
négatif. 

Avec  4/>^  +  27  ^^  >  O1  si  l'on  pose 


a  =  -2  a , 


6=  — 


|i^ 


=  — a  — 3f, 


on  trouve  que  la  partie  réelle  de  otxo  a  le  signe  de  a 
et  la  partie  réelle  de  ojjl,   a  le  signe  contraire  ;  or  a  et 
q  =  —  2  a  (a-  +  [î'^)  ont  des  signes  contraires. 
On  ;i,  en  définitive,  les  deux  substitutions 


r  = 


^) 


—  i3px^-^{i^q  —  \/—  \)x  —  4/?' 


G/).r- —  (gy  +  / —  A)a7-|-  4/>- 


Elles  sont  réelles  quand  elles  permutent  trois  quan- 
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lllés  réelles,  c'est-à-dire  avec  A  -<  o  ;  elles  sont  imagi- 
naires avec  A  >>  o. 

En  tenant  compte  de  rhv|)ollièse  x'-^  -\- px  -\-  rj  ~  o, 
on  vrrifîe  facilement  que  chacune  est  à  la  fois  le  carré 
et  l'inverse  de  l'autre. 

Exemples.  —  i"  Soit  x'^  —  3  j"  +  i  =  o.  On  a 
y?  =  —  3.   q  =  \  ^   y —  A  =  ().   Les  deux  substitutions 

sont 

y  =^  X-  —  1,         y  =  —  ^"  —  X  -^  2. 


2"  Soit  1  x^  —  X  —  I  =  o.  On  n  p  =z  —    ,  ^  = 


1 

— > 

2 

v/^  A  =       •    Les   deux   substitutions  sont 

—  (  ()  .T- —  or  —  ■iii  —  5  a?                       (6x- —  q  x  —  i>.  )i  —  5x 
y=— ^ ,  y— 

Les  é(|uaiioas  (|ui  ont  pour  racines  les  coeflicients 
des  subslilulions  i /\  )  sont 

(5)  A/,2-H  9/j2  =  11,      A  (  ;jl2 -!-  ijL -H  I  )  —  3p^=o,      AV--J-  j/;*  =  0. 

Leurs  premiers  membres  sont  les  diviseurs  des  poly- 
nômes 'f(A),  '^([J^)?  '/(y)^  6l  1  O"  trouve 

o(X)  =  (A/,2  -H  9/>2 )  ( A).3 -f- 9/?2 À  -+-  27^), 

<^([ji)  =  (  Aa^-i- A;jL  -HA  —  3/>3  )  (  Au»— 3/j3  iji  -r-/>-^j, 

/(v)  =  (  Av'-  -r-  4/>')  Uv'^  4/>'v  ^  8/r^^  ). 

Les  ccpialions    qui   fournissent    les  coefficients    des 
trois  autres  substilulions  sont  donc 

1     Aa3  -u  ()/)'-/>   -H  279      =0, 

(6)  A;jL^ — 3/)'[a.-^/)*        =^0, 
'    Av^  —  !ip'"i  -f-  ^p^q  =  o. 

On  aurait  pu  les  obtenir  par  le  même  procédé  que 
les  équations  (5),  mais  le  calcul  eût  été  plus  long. 
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Les  éqiialions  (6)  onl  pour  discriminants 

Ces  quanti  lés  ont  inênie  signe  que  A.  Il  en  résulte 
d'abord  que,  dans  le  cas  où  les  trois  racines  sont  réelles, 
toutes  les  substitutions  qui  transforment  l'équation  en 
elJe-mème  sont  réelles. 

Avec  A  >  o,  je  dis  qu'il  existe  toujours  une  substi- 
tution réelle  ;  en  d'autres  termes,  que  les  racines  réelles 
des  trois  équations  (6)  se  corres|)ondent.  Cela  résulte 
pour  A  et  V  de  la  première  équation  (3),  mais  il  est 
moins  facile  de  l'établir  directement  pour  y..  On  peut 
montrer  l'existence  de  la  substitution  réelle  de  la  ma- 
nière suivante. 

Posons  de  nouveau 

a  =  aa,         6=  — a-H[i;',         c—  —  a  —  ^i, 
d'où 

0  =  («  —  6)(6  — c)(a  —  c)  =  •4^1(97.2+  j32), 

et  considérons  la  substitution  qui  écliange  les  deux 
racines  imaginaires.  Ses  coefficients  A3,  1^1.3,  V3  vérifient 
les  relations 

X3  «-  +  [X-i  a  -H  v:j  =  « , 
Ish--}-  [J.36  -H  V3=  f, 
X3C--1-  [JL3C  +  W3—  b, 
et  l'on  a 

0X3  =  {b  —  c)  {ia  —  {b  -I-  c)\  =  \'jfu, 

0[Jt3=  {b  —  c)[62-l-c2— «2—  a{b  -H  c)  +  bc\ 

0V3  =  «(^,_c)[a(6  +  c)— (62+c2)]  =_8a[i(a2+p2),-. 
D'où,  pour  A3,  [jLs,  V3,  les  valeurs  réelles 


X,= 


Ann.  de  Malhcmat.,  ',"  série,  t.  IX.  (Octobre  1909.)  3l 
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Soit  T  la  snbslitutlon  correspondante  ;  les  deux 
autres  TS  et  TS-  sont  imaginaires  en  même  temps 
que  S  et  S-. 

En  appliquant  la  formule  de  Cardan  aux  équations  (6), 
on  trouve  pour  la  substitution  réelle  T 


:k  = 


V  •?./)'-(-  27^* —  0/3  (y  yl  —  \  2p^^  2jq^-^  3v'3</  v^Â 


V2 


^r^ 


^  ,  ^3,._  J_  \  ^  V^3v/3^-v/I-;/3^3v-^v-Â 


v/3 


v-i  /À 


px. 


Mais 


2/>3-+-  27 q--^  3v/3^v/^  =  -(Sy/S^  -^  /!)- 
et  Ton  peut  éciire 


7  =■ 


V  3 v/3 ^  —  /Â  —  v's sjiq  —  \fl 


v'a  /^ 


Ainsi  l'équation 


ix" —  X  —  1  =  0 


admet  la  substitution 


r  = 


V/3 

v'3-^  5  — v^  3  v/3  —  5 

5 

X 

.i/         ,-                       3/         ,_ 

v/3  v/3  ^  5  +  v/3  v/3  - 

-  5 

^ 


v/3/        v'4 


Quand  p  ou  ^  est  nul,  les  résultats  se  simplilienl. 
Dans  le  cas  de  l'équation 


x^-\-  px  =  o, 
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on  a  d'abord  les  deux  siibstiliilions 

—  3x- — y/  —  px  —  ip  _  3r- — \  — pr—:>.p 

f-^'  —  p  ^\/— /> 

On    peut  facilement  déduire    les    autres   des  équa- 
tions (6)  qui  deviennent  ici 

mais  il  est  encore  plus  simple  de  remarquer  que  la 
substitution,  qui  est  réelle  quel  que  soit  />,  est  mani- 
festement ici 

y  =  —  X, 

et  que,  par  suite,  les  deux  dernières  sont 

—  '3 .r-  -i-  »/  —  px  —  xp                    î X-  -+-  \  —  px  -+■  ip 
y  — -, — '        y  = —1=^ ' 

Dans  le  cas  de  léquation 

T^  -\-  q  =  (), 

on  trouve  immédiatement  les  cinq  substitutions 
y==zx,     y  =  z-^x,    j=-_=,     y=—'  _^=_-       , 

v9  Vq  Vq 

où  t  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  lunité. 


[K^lOc] 

sut  LA  L0\GIEUK  M  \A  CIRCOXFÉRE^'CE; 

Par  m.  L.-A.  PAILLARD, 

Professeur  au  Piytanée  militaire. 


On  peut  établir  l'existence  de  la  longueur  de  la  cir- 
conférence de   cercle  en  considérant  une  ligne  brisée 
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convexe   quelconque,   inscrite  dons  la  circonférence  : 
soit  ABCDE  inscrite  dans  l'arc  AE.  Faisons-lui  corres- 
pondre la  ligne  brisée   circonscrite  A'B'C'D'E',  dont 


les  côtés  sont  respectivement  parallèles  aux  côtés  de  la 
première,  et  les  extrémités  A'  et  E'  sur  les  rayons  OA, 
OE.  Ces  deux  lignes  ont  un  même  nombre  n  de  côtés, 
et  soient yr>,j  el/>^^  leurs  périmètres. 
On  a  toujours 

P'n=Pn  ■■ 

il  suffit  de  mener  les  tangentes  AT,  ET'  à  la  circonfé- 
rence et  d'écrire  que  la  ligne  brisée  convexe  ABCDE  est 
plus  courte  que  la  brisée  enveloppante  ATB'C'D'T'E, 
et  que  de  plus  les  perpendiculaires  AT,  ET'  sur  les 
ravons  OA ,  OE  sont  plus  courtes  que  les  obliques  AT, 
E'T'.  De  la  combinaison  de  ces  trois  inégalités  résu«lte 
l'inégalité 

AB  H-  BG  +  CD  -4-  DE  £  A'B'-t-  B'C'-4-  G'D'-+-  D'E', 
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c'est-à-dire 

Soit  maintenant  une  nouvelle  ligne  brisée  convexe 
inscrite,  ayant  comme  sommets,  en  plus  des  points 
A,  B,  C,  D,  E,  des  points  choisis  d'une  manière  quel- 
conque sur  l'arc  AE  donné,  et  supposons  que,  dans  les 
brisées  successives  ainsi  obtenues,  les  angles  sous  les- 
quels on  voit  du  centre  les  différents  côtés  décroissent 
indéfiniment  et  tendent  vers  zéro,  en  même  temps  par 
conséquent  que  la  longueur  de  chaque  côté  (cela  en- 
traîne d'ailleurs  que /i  croisse  indéliiiiment).  Il  est  clair 
que,  de  proche  en  proche,  chaque  côté  d'nne  brisée  est 
remplacé  par  une  brisée  partielle  plus  longue,  et  par 
suite /j«  augmente  avec  ?i.  Jl  reste  d'ailleurs  plus  petit 
que  la  brisée  enveloppante  ATB'C'D'T'E  considérée 
au  début.  Il  a  donc  une  limite  /,  inférieure  ou  égale  au 
périmètre  de  la  ligne  brisée  ATB'C'D'T'E,  d'après  un 
théorème  connu  d'Arithmétique. 

La  brisée  circonscrite  varie  d'ailleurs  simultané- 
ment; nous  allons  montrer  que  p^^  a  la  même  limite  /, 

et  pour  cela,  que  —  tend  vers   i  lorsque  n  varie  dans 

P'i 
les  conditions  énoncées. 

Considérons  la  somme 

pi  =  A'  B'i  -^  B;  c,  ^-  c,  D'i  +  D'2  E', 

les  points  B'j,  B^,  ...  étant  obtenus  par  intersection  des 
côtés  consécutifs  A'B',  B'C,  ...  avec  les  rayons  OB, 
OC,  ...,  et  supposons  par  exemple  AB>>BC  dans  la 
brisée  donnée.  On  passe  de  p\^  à  p]^  en  enlevant  des 
segments  tels  que  B'B^  et  les  remplaçant  par  d'autres 
tels  (jue  B'B,.  Pour  établir  l'inégalité />'',  >/j',^,  il  suffit 
d'établir  les  inégalités  telles  (pie  B'B',  >B'B2. 

Or,  l'hypothèse  AB>>BC  entraîne  une  inégalité  de 
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même    sens    sur  les   angles  au   centre  correspondants 
AOB  >>  BOC  et  une  inégalité  en  sens  contraire  sur  leurs 
demi-suppléments   i  <  2  ;   les  angles   1  et  2  se  repro- 
duisent dans  le  triangle  B'BjB^,  et  il  en  résulte 

B'B,  >B  b;. 


On  a  donc 

A'B'i^-  BoC,  —  C2D', -+-D;E'^A'B'— B'C 

-^C'D'+D'E' 

^AB    +BC 

—  CD    -T-DE, 

et  par  conséquent 

Éjl     Éjl  ;  , 

Pn         Pn 

P"n 


Or  le  rapport  —  est  compris,  d'après  un   théorème 

connu  d'Arithmétique,   entre  le  plus  grand  et  le  plus 

.     j  A'B,      B;  C,  ..  A'B, 

petit  des  rapports     ..-.'»      ' ,-/  >   .  .  .,  soit  entre  et 

'  A  D  h!  (  j  A  B 

—rrr-r'  l'espectivement  égaux  à  ^r-pr»  ?tt'  c'est-à-dire  à 
—  »  ,  et  cliacun  de  ces  rap- 

ports  tend  évidemment  vers  1,  puisque  les  côtés  de  la 
ligne  brisée  inscrite  tendent  par  hypothèse  vers  zéro. 
Donc  —  a  pour  limite  1  et  de  même  —  •  Donc  p\^  a  une 

P  II  Pn 

limite,  et  la  même  quey:)^. 

On  montrerait  d'ailleurs,  selon  la  méthode  habituelle, 
que  cette  limite  est  la  même  quel  que  soit  le  choix  des 
sommets  successivement  ajoutés.  Soient,  par  un  autre 
procédé,  ?,„,  P^,^,  tendant  vers  la  limite  commune  L.  On 
aura  évidemment  Pn<i^„o  <^0"c  /f  L  et  de  même 
P,„  <ip'„\  donc  L^  /,  ce  qui  entraîne  /=  L,  et  celte  limite 
commune  est  appelée  la  longueur  de  l'arc  considéré. 

Plus  généralement,  et  indépendamment  des  sommets 
primitifs,  la  démonstration  s'applique  à  toute  suite  de 
brisées  convexes  inscrites,  soumise  à  la  loi  énoncée  de 
décroissance  des  côtés. 
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COXCOI'IIS  D'AGREGATIOX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIOIKS 
E^  1909  (iMATHÉMATIQLES  ÉLÉHEMAIUES;  (')• 

Solution  par  un  anonyme. 


I. 

Sauf  en  ce  qui  concerne  le  lieu  de  rorlhocenlre  P, 
la  question  est  susceptible  d'une  solution  très  élémen- 
taire. (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure,  les  deux 
cercles  O  et  O'  étant  quelconques,  extérieurs  toutefois 
l'un  à  l'autre,  bien  entendu.) 

On  voit  d'abord  aisément  que  les  droites  AC  et  BD 
se  croisent  en  K.  En  effet,  si  l'on  mène  d'un  point  I 
les  deux  tangentes  lA  et  ID  à  un  cercle  O,  et  si  l'on 
projette  le  point  I  en  K  sur  un  diamètre  de  ce  cercle 
qui  laisse  A  et  D  d'un  même  côté,  la  droite  Kl  est 
bissectrice  de  l'angle  AKD  :  la  démonstration  est  immé- 
diate en  considérant  la  circonférence  de  diamètre  01, 
qui  passe  en  A,  D,  K,  et  en  remplaçant  les  angles  en  K 
par  des  angles  en  O;  la  droite  KO' est  donc  bissectrice 
de  l'angle  que  forme  KD  avec  le  prolongement  de  KA 
au  delà  de  K,  d'où  il  suit  que  ce  prolongement  se  con- 
fond avec  KG. 

On  voit  de  même  que  les  droites  A'C  et  B'D'  se 
croisent  en  K.  On  mène  ici  les  deux  tangentes  lA' 
et  ID'  à  un  cercle  O',  et  l'on  projette  le  point  I  en  K 
sur  un  diamètre  de  ce  cercle  qui  passe  entre  A'  et  D'  : 
la  droite  Kl  est  bissectrice  de  l'angle  formé  par  l'une 
des  droites  KA',  KD'  avec  le  prolongement  de  l'autre 

(')    Voir  l'énoncé,  p.  4''J  d"  i)iésenl  Tome. 
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au  delà  du  point  R;  la  droite  KO'  est  donc  bissectrice 
de  l'angle  des  droites  KD',  K.\',  d'où  il  suit  que  KA'  se 
confond  avec  KG'. 

[Les  cordes  de  contact  A'D',  B'C,  AD,  BC  passent 
de  même  au  point  G;  mais  on  n'aura  pas  à  faire  état  de 
ce  fait,  les  points  Ket  G  devant  jouer  dans  la  suite  des 
rôles  dilTérenls.] 

1°  a.  Les  deux  cercles  étant  d'abord  quelconques, 
les  droites  AC  et  A'C  sont  rectangulaires;  pour 
que  A'C  se  confonde  avec  BD,  ces  deux,  droites  ayant 
le  point  R  commun,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  AC  etBD  soient  rectangulaires  ;  si  Ton  observe  que 

l'angle  ARD  est  égal  à  l'angle  A'ID'.  on  voit  que  cette 
condition  équivaut  à  la  suivante  :  les  langenles 
communes  intérieures  doivent  être  perpendiculaires 
aux  tangentes  communes  extérieures,  aux  points  [ 
et  J. 

Or,  sil  en  est  ainsi,  les  cercles  orllioptiques  des  cercles 
donnés  se  coupent  orthogonalenient  aux  points  1  et  J, 

puisque  l'angle  010'  est  dioit.  Réciproc{uement,  si 
les  cercles  ortlioptiques  des  cercles  donnés  se  coupent 
orihogonalement  en  deux  points  que  nous  appellerons  I 
et  J',  les  tangentes  menées  de  l'un  de  ces  points  aux 
deux  cercles  étant  La,  Lo,  T'o',  l'a',  on  a 

/'X        1'/  /"\       If/  /'"\ 

oi'ô  =  -,       o'ro  =  — ,       010'  =  1^^ 

d'où  il  résulte  que  les  droites  l'o  et  l'o'  sont  confondues, 
ainsi  que  les  droites  Fa  et  Fa';  les  points  F  et  J'  sont 
donc  les  points  d'intersection  des  tangentes  communes 
intérieures  avec  les  tangentes  communes  extérieures, 
les  premières  sont  perpendiculaires  aux  dernières,  et  la 
condition  requise  est  vérifiée. 
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On  a  la  relalion  métrique 

TK?"^  =  2(   R2-(-  R'2). 

b.    Dans    l'élat    général    de    la  figure,    le    quadrila- 
tère OEO'F   a  un  axe   de  symétrie  00',   deux   angles 


droits  en  E  et  en  F,  et  ses  côlés  OE,  O'F,  par  exemple, 
sont  perpendiculaires  aux  cordes  de  contact  AC  et  B'D'  ; 
pour  que  A(^  et  B'D'  se  confondent,  il  faut  et  il  suffit 
que  OE  et  O'F  soient  parallèles,  ou  encore  que  le 
quadrilatère  OEO'F  soit  un  carré,  ou  enfin  que  le 
point  G  soit  le  milieu  de  00'.  On  a  alors  la  figure  i  ; 
et  l'on  peut  observer  que  les  triangles  OAE,  EA'O'  sont 
égaux,  ce  qui  donne  la  condition  nécessaire 


OE      :=    R2—   R'2 


00'"   =  2(  R2-i-R'2;. 


2"  La   droite    /•  est  la  polaire   de  E  par  rapport  au 
cercle   O,  la  polaire  de  F  par  rapport  au  cercle  O';  si 
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l'on  prend  un  point  R  sur  la  droite  /',  sa  polaire  par 
rapport  au  cercle  O  est  la  perpendiculaire  à  la  droite  OR 
menée  par  E,  sa  polaire  par  rapport  au  cercle  O'  est  la 
perpendiculaire  à  la  droite  O'R  menée  par  F  ;  on  obtient 
donc  ces  deux  polaires  en  faisant  tourner  les  deux 
droites  OR  et  O'R  d'un  angle  droit  autour  du  point  G, 
de  manière  à  amener  le  point  O  en  E  et  le  point  O 
en  F;  dès  lors,  le  point  d'intersection  S  de  ces  deux 
polaires  se  déduit  du  point  R  par  cette  même  rotation, 
de  sorte  que  le  lieu  du  point  S  est  la  droites  de  l'énoncé. 
Si  Rq  et  Sq  sont  les  points  où  la  droite  EF  rencontre 
les  droites  /•  et  s,  on  a 

KR  =  SoS,  KS  =  RoR; 

si  0  et  0-  sont  les  milieux  des  segments  KR,,  et  KSq,  on 
a  oR  =  tS. 

3°  Les  angles  RKS  et  RGS  étant  droits,  la  circon- 
férence de  diamètre  RS  passe  en  K  et  G;  la  perpen- 
diculaire à  la  droite  00'  menée  par  le  milieu  H  du 
segment  K.G  rencontre  donc  la  droite  RS  en  son 
milieu  T,  et  la  droite  GT,  médiane  du  triangle  isos- 
cèle  RGS,  est  perpendiculaire  à  la  droite  RS.  Dès  lors, 
l'enveloppe  de  la  droite  RS  est  une  parabole  ayant  pour 
fojer  le  jjoint  G  et  pour  tangente  au  sommet  la  perpen- 
diculaire à  la  droite  00'  menée  par  H;  la  directrice  est 
la  droite  IJ. 

Parmi  les  couples  de  points  (R,  S)  se   trouvent  les 
couples 

(Ro,K),     (K,  So),     (A,  A'),     (G,C'),     (D',D),     (B',R); 

la  parabole  est  tangente  aux  droites  ;•  et  s,  aux 
points  Ro  et  Sq  ;  elle  est  inscrite  au  quadrilatère  que 
forment  les  tansentes  communes  aux  deux  cercles.  Les 


(  459  ) 
points  K.  [,  J  étant  sur  la  directrice,  les  tangentes  issues 
de  ces  points  sont  rectangulaires. 

On  peut  encore  observer  que  la  portion  RS  de  la 
droite  RS  comprise  entre  les  deux  droites  rectangu- 
laires K./'et  K^  est  vue  du  point  G  sous  un  angle  droit; 
dans  ces  conditions,  l'enveloppe  de  la  droite  RS  est  une 
parabole  de  foyer  G,  dont  la  directrice  passe  en  K. 


IL 


Les  considérations  suivantes  sont  un  peu  moins  élé- 
mentaires. 

Soient  U  et  V  les  points  de  rencontre  respectifs  des 
tangentes  communes  extérieures  et  des  tangentes 
communes  intérieures  :  le  quadrilatère  UIVJ  étant 
circonscrit  à  chacun  des  deux  cercles,  les  cordes  de 
contact  AC,  BD,  A'C',  R'D'  passent  au  point  R  oîi  se 
croisent  les  diagonales.  (La  considération  du  quadri- 
latère UEVF  montre  de  même  que  les  cordes  de 
contact  AD,  BC,  A'D',  B'C  passent  au  point  G.) 

Les  diagonales  IJ,  EF,  UV  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  tangentes  communes  déterminent  le 
triangle  conjugué  commun  aux  deux  cercles  :  les 
sommets  de  ce  triangle  sont  les  points  K,  G,  et  le  point 
à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres. 

Les  deux  cercles  déterminent  un  faisceau  de  cercles 
dont  les  cercles  de  rayon  nul  ont  leurs  centres  aux 
points  k  et  G;  l'axe  radical  est  équidistant  des  droites  IJ 
et  EF. 

Gela  posé,  reprenons  la  solution  du  problème,  avec 
le  lieu  de  l'orthocentre  P. 

i"   Comme  ci-dessus. 
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2°  I-a  polaire  du  point  R  par  rapport  au  cercle  O 
passe  en  E  et  rencontre  la  droite  s  en  un  point  S;  le 
faisceau  ER,  ES,  EA,  EC  est  harmonique.  La  polaire 
de  S  par  rapport  au  cercle  O'  passe  en  E,  et  c'est  la 
droite  conjuguée  de  ES  par  rapport  au  svstrnie  des 
deux  droilesEA',EC',  ou  EA,EC;  c'est  donc  la  druiteER. 
Les  points  R  et  S  sont  donc  conjugués  par  rapport  à 
chacun  des  deux  cercles. 

Autrement  :  les  polaires  deR  par  rapport  aux  cercles 
du  faisceau  défini  par  les  deux  cercles  O  et  O'  sont  con- 
courantes; or  la  polaire  de  R  par  rapport  au  cercle  de 
ravon  nul  qui  a  son  centre  en  K  est  la  droite  s  ;  donc 

Ou  enfin  :  le  cercle  RKG  coupant  encore  la  droite  s 
en  un  point  S,  comme  l'angle  RKS  est  droit,  les 
points  R  et  S  sont  diamétralement  opposés  sur  ce  cercle  ; 
comme  il  est  orthogonal  à  chacun  des  cercles  O  et  O', 
puisqu'il  passe  aux  points  K  et  G,  les  points  R  et  S 
sont  conjugués  par  rapporta  cliacun  de  ces  deux  cercles. 

3°  a.  Cette  dernière  démonstration  utilise  le 
cercle  RRGS  qui  sert  également  pour  l'enveloppe  de 
la  droite  RS.  L  axe  radical  des  deux  cercles  donnés  est  la 
perpendicidaire  à  la  ligne  des  centres  menés  au  milieu  H 
du  segment  RG  ;  cette  droite  rencontre  le  diamètre  RS 
du  cercle  R.KGS  en  un  point  T  qui  est  le  centre  de  ce 
cercle,  et  l'on  a 

GTS  =  2GKS  =  1'^'. 

Dès  lors,  l'enveloppe  de  la  droite  RS  est  une  parabole 
avant  pour  foyer  le  point  G  et  pour  tangente  au  sommet 
l'axe  radical  desdeux  cercles  ;  la  directrice  est  la  droite  IJ. 
Cette  parabole  est  la  parabole  du  faisceau  tangentiel 
défini  par  les  deux  cercles  O  et  O';  la  polaire  du 
point  R  est  la  même  que  pour  les  deux  cercles,  c'est  la 
droite  EF, 
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b.  Les  points  R  et  S  étant  conjugués  par  rapport 
au  cercle  O,  si  l'on  appelle  P  le  pôle  de  la  droite  RS, 
le  triangle  PRS  est  autopolaire,  son  orthocentre  est  O, 
et  P  est  l'orthocentre  du  triangle  ORS  (la  droite  SE. 
polaire  de  R,  et  la  droite  RF,  polaire  de  S,  sont  deux 
hauteurs);  dès  lors,  le  lieu  de  l'orthocentre  P  du 
triangle  ORS  est  la  conique  polaire  réciproque,  par 
rapport  au  cercle  directeur  O,  de  la  parabole  qui  est 
l'enveloppe  de  la  droite  RS.  Cette  conique  passe  aux 
points  O,  E,  F,  A,  R,  G,  D  qui  sont  les  pôles  de  droites 
tangentes  à  cette  parabole;  les  tangentes  aux  points  E 
et  F  sont  les  droites  KE  et  RF.  Cette  conique  est  une 
hyperbole. 

Le  lieu  de  l'orthocentre  du  triangle  O'RS  est  de 
même  une  ellipse  passant  aux  points  O',  E,F,  A',  R',  C, 
D';  les  tangentes  aux  points  E  et  F  sont  encore  les 
droites  KE  et  KF,  de  sorte  que  cette  ellipse  est  bi- 
tangente  à  l'hyperbole  précédente,  aux  points  E  et  F. 

IIL 

Reste  la  question  de  calcul. 

La  corde  des  contacts  MjN  des  tangentes  menées  du 
point  R  au  cercle  O  passe  au  point  E  {Jig-  2);  les 
angles  a  et  |^,  compris  entre  la  demi-droite  RR  et  les 
demi-droites  RM,  RN, ,  sontégaux  aux  angles  (OE,  OM), 
(OE,  ON),  et  l'on  arrive  à  ce  problème  bien  connu  : 
Étant  donnés  un  cercle  O  et  un  point  fixe  E,  on 
mène  par  E  une  sécante  variable  EMN,  et  l'on 
demande  la  relation  entre  les  angles  (OE,  OM), 
(OE,  ON).  On  écrit  que  les  segments  OM  et  OE  ont 
même  projection  sur  la  bissectrice  OR  de  l'angle  MON , 
et  conime  on  a  posé 

X  =  ^—^  =  EOR,  //  =   '- =  =  MOR, 


qu'on  a  d'ailleurs 
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0E'=  R2-^  R'-^ 


cela  donne 

(  1  )  Rî  cos-  u  =  (  R* -f-  R'-  )  cos* X, 


R'-\ 

De  même,  la  corde  des  contacts  M'N'  des  tangentes 
Fig.  2. 


menées  du  pointR  au  cercle  O'  passe  au  point  F  (  fig.  3); 
les  angles*'  et  0,  compris  entre  la  demi-droite  RK  et  les 
demi-droites  RM',  RN^.  sont  égaux  aux  angles  (O'F,, 
O'M'),  (O'F,,  O'N'),  et,  comme  on  a  posé 


y 


FiO'R,  P  = 


on  a  comme  ci-dessus 

(2)  R'2  cos^t^  =  (  R'2—  R2)COS2j', 

ou 

R2 


M'O'R, 


C0S2P  =    f  I-+-   p7^    )   COS^y 


(  4G3  ) 
On  a  d'autre  part  {fig.  4) 


QI^ 

KR  =  KX  -f-  XR  =  — .   (  I  +  tangjc), 

kR  =  KY  -f-  YR  =  -^  { I  +  tangjr), 

y/ 2 


et,  par  suite, 

<3j 


I  -+-  tanff.r 


O'K 


O'I 


R^ 


I  +  tangj  OK 

Cela  posé,  pour  vérifier  que  les  tangentes  RM,  RN, 


Fii;. 


RM',   RN'  forment   un  faisceau  liarmonif|ue,   on  doit 
vérifier  la  relation 

sin(Y  —  a)  sin(8  —  [î  )  -h  sin(Y  —  P)  sin(o  —  a)  =  o, 

ou,  en  transformant  les  produits  en  sommes, 

cos(y  —  a  —  6-f-  ^)  —  cos  (  y  h-  ô  —  a  —  3  ) 
-1-  cos  (y  —  ^  —  ô-t-a)  —  cos  (y -+-5  —  1  —  [j)  =  0, 
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ou,   en    iransformant  en    |)roduit    la   somme  des  deux 
cosinus  de  la  première  colonne, 

cos  (  Y  —  ô  )  cos  (^  —  %)  —  cos  (  y-i-o  —  a  —  [i;  =  o, 
c'esl-à-dire 

COS2«  C0S2P C0S(2J'  —  -^X  )  ~   O, 

ou  encore 

cos 2 M  cos  if  —  cos 2 a:  cos2y  —  sina^  sin2j'  =  o. 
Fig.  4. 


Au  moyen  des  reialions  (i)et  (2),  on  oblient 


COS^JT 


R2 


pTiCOS^X 

—  2  'i\nx  co'sx  's\x\y  QO%y  =  (/_ 


En  vue  d'uliliser  la  relation  (3),  on  divise  par  le  produit 
cos^jt  cos-^,  ce  (]ui  donne 


R'2        1^2 


R'2 


R2 


»  +  -j^  +  j^j  --^(i-^tang^v)  — ^(i-^tang^) 


—  2  langa;  tangj'  =  o^ 
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/R        R'\2      /R  R' 


ou  encore 

(4)  (R--4-  R'2j2—  ('R2  tanga-  +  R'^  tangj)2=  o. 

Or  la  relation  (3)  peut  s'écrire 

R-(  I  -+-  tangrj  -t-  R'2(i  +  langj^;  =  o 

ou 

(R2-t-  R'2j  -t-  (Ri  tanga--i-  R'^  tang  jj  =  o, 

ce  qui  assure  l'exactitude  de  la  relation  (4). 

La  relation  (3)  se  serait  d'ailleurs  présentée  sous  la 
forme  précédente  si  l'on  avait  écrit 

KX  —  KY  =  YR  —  XÛ, 

ou,  en  multipliant  par  ^^2, 

ÔK  —  (TK  ^  T5^  tangj/  —  ÔK  langer; 


en    remplaçant  OK  et  O' K    par  les   quantités   piopor- 
lionnelles  R-  et  —  K'-,  cela  donne  en  efï'et 

R2-I-  R'2  =  _,  R2  lango?  -+-  R'2  tangj'). 


IV  (Complément). 

Le  lieu  des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à 
deux  cercles  orit  même  valeur  absolue  et  des  silènes 
contraires  esl  un  cercle  ayant  son  centre  au  milieu 
de  OO'  et  dont  le  rayon  /•  est  donné  |)ar  la  formule 

4/2=  2(R2-+-  R'2)  — rf^ 

ce  lieu  se   réduit  donc  ici  au  point  G.  Dès  lors,  si  l'on 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  IX.  (Octobre  1909.)  32 
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mène  par  le  point  G  deux  droites  rectangulaires,  dont 
l'une  rencontre  le  cercle  O'  aux  points  a'  et  o',  tandis 
que  Tautre  rencontre  le  cercle  O  aux  points  a  et  o,  le 
quadrangle  (a,  o,  a'.  V)  est  un  quadrangle  orthogonal, 
puisque  l'on  a 

G^xG^  =  — G^xG8. 

En  particulier,  le  quadrangle  (A,  A',  D,  D')  est  un 
quadrangle  orthogonal. 

Je  signale  la  propriété  suivante,  qui  m'a  été  indiquée 
par  M.  Cil.  Michel  :  l'enveloppe  des  côtés  de  ce 
(juadrangle  autres  que  ceux  qui  passent  en  G  est  la 
parabole  enveloppe  des  droites  RS.  Il  suit  de  là  que 
les  deux  points  diagonaux  de  ce  quadrangle  autres  que 
le  point  G  sont  sur  la  droite  IJ,  directrice  de  la  parabole 
considérée. 


On  appelle  conique covariante de  Salmon  laconique 
F  qui  est  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  deux 
coniques  données  deux  couples  de  tangentes  formant 
un  faisceau  harmonique  :  cette  conique  passe  par  les 
points  de  contact  des  tangentes  communes  aux  deux 
coniques. 

La  conique  conlrevarianle  de  Salmon  est  de  même  la 
conique  4>  qui  est  l  enveloppe  des  droites  divisées 
liarmoniquement  par  deux  coniques  données  :  cette 
conique  touche  les  tangentes  menées  aux  deux  coniques 
en  leurs  points  d'intersection. 

La  conique  F  se  réduit  à  un  système  de  deux  droites 
passant  par  un  sommet  du  triangle  conjugué  commun, 
et  en  même  temps  la  conique  $  se  réduit  à  un  système 
de  deux   points  situés  sur  le  côté  opposé  de  ce  même 
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triangle,  si  l'on  a 

60'—  AA'=  o. 

Salmon  observe  que,  dans  le  cas  de  deux  cercles,  on  doit 
avoir 

d'^  =  i{i-- ^  r"^ )         ou         «?-= /---i- /•'■-. 

Le  jjremier  cas  faisait  l'objet  de  la  question  proposée 
et  le  couple  de  points  <I>  (■>t  form(';  de  deux  points  ima- 
ginaires   situés   sur  la    perpendiculaire    à    00'   menée 

par  G,  à  une  distance  du  point  G  qui  a  potir  valeur—  x  i. 

Le  second  cas  est  celui  de  deux  cercles  orthogonaux  : 
si  AA'  et  BB'  sont  les  deux  tangentes  communes  exté- 
rieures, les  deux  droites  F  sont  les  cordes  de  contact  AB 
et  A'B',  les  deux  points  <ï>  sont  les  centres  O  et  O'. 


CEUTIFICATS  »  ASTUO.\OWIE. 


Paris. 


Épreuve  thi;oiuque.  —  Description  et  usages  du  théodo- 
lite. Détermination  de  la  position  d'une  planète  sur  son 
orbite  à  une  époque  quelconque. 

Épreuve  pratique.  —  Pour  l'heure  sidérale  t  —  6''4i'"^',5o 
à  l'Observatoire  de  Paris  de  latitude  cp  =  48°')o'u",2,  on 
demande  l'azimut  et  la  hauteur  de  l'étoile  p  Pcrsée 
{Algol).,  dont  on  connaît  l'ascension  droite  %  =  i^^-i'^y^oi 
et  la  déclinaison  boréale  o  =  io''35  53",  8. 

(Juillet  1907.) 

Poitiers. 

Épreuve  écrite.  —  Les  corrections  de  parallaxe.  Pa- 
rallaxe diurne.  Parallaxe  annui'lle. 
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ÉpKEUVii  PRATiQLE.  —  Soient  cj>  la  hauteur  du  pôle  en  un 
lieu  donné,  o  la  déclinaison  d'une  étoile  S,  O  et  0'  les  deux 
points  de  l'horizon  diamétralement  opposés  à  ceux  où 
l'étoile  se  lève  et  où  elle  se  couche  ;  montrer  que  l'aire  du 
triangle  sphérique  SOO'  est  constante  et  la  calculer  dans 
l'hypothèse 

8  =  i8"i5'27",5,         cf  =  43"i8'i7",5. 

(Novembre  1907.) 

Rennes. 

Epreuve  écrite.  —  Coordonnées  géocentriques  et  paral- 
laxes. 

Épreuve  pratique.  —  On  fait  deux  observations  d'une 
planète  à  dix  jours  d'intervalle.  On  en  déduit,  comme 
anomalies  excentriques  correspondantes, 

Ui  =  5o°23'42", 

"2=  37" 4'^'  '7"- 

L'excentricité  de  l'orbite  étant  égale  à  -,   calculer   la 

\ 

durée  de  révolution  de  la  planète  autour  du  Soleil. 

(Juin  1908.) 

Epreuve  écrite.  —  i"  Etablir  l'équation  de  Kepler  dans 
le  mouvement  elliptique 

u  —  e  sin  u  =  n  (  t  —  to), 

en  admettant  les  lois  de  Kepler  pour  le  problème  des  deux 
corps. 

2"  Détermination  de  la  position  à  un  instant  quelconque, 
en  supposant  connus  les  éléments  de  l'orbite  elliptique. 

3°  Détermination  des  coordonnées  rectangulaires  à  un 
instant  quelconque  dans  un  système  d'axes  relatif  choisi. 

Epreuve  pratique.  —  E/i  un  lieu  dont  la  latitude  boréale 
est 

cp  =  48°  59' 10", 


on  obxei-ve  la  hauteur  du  Soleil;  soit 
h  =  3i" lo' 17" 

cette  hauteur  corrigée  de  la  réfraction. 
La  déclinaison  du  Soleil  étant 

■\  f  n        *  '  ff 

0  =  i5">.j  12  , 

calculer  l'heure  de  l'observation,  suivant  que  V opération 

a  été  faite  avant  ou  après  midi. 

(Novembre  1908.) 


CERTIFICAT  D'AXALYSE  SUPERIEURE. 


Bordeaux. 

Épheuve  THÉoRiQir:.  —  I""  Question  (Covrs).  —  Réduction 
de  Vintégrale  générale  elliptique  de  première  espèce  à  la 
forme  normale  de    Weierstrass. 

ir  Question.  —  Le  rayon  de  courbure  R,  en  un  point  M 
d'une  certaine  courbe  plane  C,  est  lié  à  l'ordonnée  y  de 
ce  point  par  la  relation 

oii  a  est  une  constante  donnée. 

Calculer  les  coordonnées  du  point  M  en  fonction  de 
rare  Mo  M  de  la  courbe  C,  compté  à  partir  d'un  point 
fixe  Mo  de  cette  courbe.,  en  employant  les  notations  de 
Jacobi. 

Ei'REi :VE  pratique.  —  Un  quadrilatère  plan  LMNO  se  dé- 
forme., ses  côtés  conservant  des  longueurs  constantes.  Les 
angles  de  ce  quadrilatère  ayant  respectivement  pour  som- 
mets L,  M,  N,  U,  étant  désignés  parX,  jji,  v,  eu,  satisfont  aux 
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relations  di(fèrenlielles 

cCk  —  d\i.  cbi  —  <V(-: 


M!VO         LNO         I.MO         \M\ 

où  les  dénominateurs  désignent  tes  aires  des  triangles 
MNO,  etc. 

(On  suppose  que,  en  parcourant  dans  un  sens  déterminé 
le  périmètre  du  quadrilatère,  les  sommets  se  présentent 
dans  l'ordre  L,  M,  N,  O.) 

En  partant  de  ces  relations  {qu'on  pourra  admettre),  on 
demande  d'exprimer 

X  ui  V  w 

tang-j       tansr— ,       tang-»       tans;  — 

en  fonction  d'un  paramètre  u  déjini  en  désignant  par  du 
la  valeur  commune  des  rapports  précédents. 

On  supposera  que  les  côtés  ont  respectivement  pour  me- 
sure les  nombres  suivants  : 

LM  =  6,         I\1N  =  3,         NO  =  3,         0L  =  4. 

On  prendra  comme  position  initiale  du  quadrilatère 
celle  pour  laquelle  les  côtés  MN  et  NO  sont  en  ligne  droite, 
le  quadrilatère  se  réduisant  à  un  triangle  isoscèle. 

Nota.  —  Dans  les  formules  différentielles  données  ci- 
dessus,  les  dénominateurs  sont  tous  positifs  lorsque  le 
quadrilatère  est  convexe. 

(Juillet  1908.) 

Grenoble. 

Composition.  —  On  donne  la  surface  représentée  par  les 
équations 

37  =  si  11  0  sin  ce, 

V  =  siii  0  roso, 

'           6 
z  —  cos6  -I-  L  tanç; ^fi'f)-, 

G  e/  cp  étant  deux  paramètres  variables  et  f  une  fonction 
lie  cp  seulement. 

r  Montrer  qu'une  première  famille  de  lignes  de  cour- 
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bure  est  formée  par  des  courbes  planes  (Ci  )  et  la  deuxième 
famille  par  des  courbes  sphériques  (C2). 

2°  Montrer  qu'il  y  a  une  ligne  de  courbure  (F)  qui  ne 
fait  partie,   en  général,  d'aucune  de  ces  deux  familles. 

Que  doit  être  f  pour  que  F  soit  une  courbe  G  =  const.? 

Quelle  est  dans  ce  cas  la  forme  de  la  projection  des 
courbes  (G2)  sur  le  plan  de  xy'l 

3°  Que  doit  être  f  pour  que  les  plans  des  courbes  Cj 
coupent  tous  la  surface  sous  le  même  angle'/  Quelle  est 
dans  ce  cas  la  forme  de  la  projection  des  courbes  C2 
sur  xOj? 

4°  Dans  quel  cas  les  courbes  C2  sont-elles  des  courbes 
planes  ? 

Epreuve  pratique.  —  Construire  la  courbe 
I  I 


pu  "^        P  "  —  (J 

sachant  que  p  vérifie  l'équation 

(p   Uf'=  (2pM  -H  9)(2p«  —  l)(pM  —  4.)- 

Degré  de  la  courbe.  Asymptotes. 

Comment   évaluera-t-on   l'aire    comprise   entre   Ox.,   la 

courbe  et  la  droite  :r  =  -  ? 
I 

(Juillet  190S.) 

Paris. 

Epreuve  théorique.  —   I.  i"  Étant  considérée  l'équation 
aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 

^^  ^  +  -^^  dx"-^  dy^----^'^''dr^=^^ 

où  les  A  sont  des  fonctions  des  variables  indépendantes 
X  et  y,  le  second  membre  F  ne  contenant  que  des  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  n  —  1,  comment  est-on  conduit  à  la  notion 
de  caractéristiques  de  cette  équation  au.r  dérivées  pai- 
tietles  '.' 

2°  Ktant  donnée   l'équation  aux  dérivées  partielles  de 
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troisième  ordre 

d^z      ^     d^z 
dx  dy-        dx-  dy 


=  f(^,.y). 


où  y  est  une  fonction  donnée  de  x  et  y^  montrer  qu'il  existe 
une  intégrale  et  une  seule  de  cette  équation,  définie  dans 
l'angle  xOy,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  premières 
et  satisfaisant  aux  conditions 

dz 

z  =  XoC^r),  -Y-  =  \\(x)         sur  Ox, 

dy 

z  =  Xç>(y),  -^=Y,  rj;         sur  Oj^, 

les  X  et  Y  satisfaisant  pour  :r  =  o,  jk  =  o  à  des  conditions 
qu'on  obtient  immédiatement.  Qu'arrivera-t-il  en  général 
pour  les  dérivées  secondes  dans  V angle  xOy? 
3"  Appliquer  le  résultat  précédent  à  l'équation 

dx  dy-        dx-  dy 
d^z  rfs- 

en  supposant  que 

Xo=  1,         X,  =  o, 
Vo=i,         Y,  =  o. 

II.  On  considère  l'équation  aux  dérivées  partielles  à 
trois  variables  indépendantes  : 

di  u 

-z — j — j-  —  c{x,  y,  z)u. 
dx  dy  dz  '  ^  >     / 

Quelle  est  l'équation  adjointe  de  cette  équation  et 
qu'entend-on  par  solution  fondamentale  de  cette  équation 
adjointe  relative  au  point  (^o^o-So)  ' 

Montrer  ensuite  comment  la  méthode  de  Riemann  peut 
être  étendue  à  l'équation  (i).  Dans  le  cas  où  C  est  constant, 
former  explicitement  la  solution  fondamentale  de  l'équa- 
tion adjointe. 

Eprklvk  PRATiQiK.  —  Trouver  l 'intégrale  générale  de 
l'équation  aux  dé/ivées  partielles 

d'-z  _        d'^z  d^z  _ 

dx'*  dx-  dy-        dy'* 
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On  commencera  par  meltre  le  premier  membre  sous  fa 
forme  d'un  produit  de  facteurs,  conformément  à  une 
théorie  générale.  (Juillet  1907.) 

I.  Epreuve  théoriquk.  —  i"  Démontrer  qu'il  existe  une 
fonction  continue  '^{x)  et  une  seule  satisfaisant  à  l'é- 
quation 

(j)  rf(x)-^  j    f(x,s)^(s)ds  =  tf{x), 

a  étant  une  constante  et  f  {x,  s)  ainsi  que  <i^ix)  étant  des 
fonctions  continues  données. 

En  déduire  l'existence  d'une  solution  unique  tp  (x)  de 
l'équation 

(2)  f(x)=l      (f(s)<\i{s,x)ds, 

'-  0 

dans  l'intervalle  (o-x);  les  deux  fonctions  continues  f(x) 
et  <\)  (s,  x)  sont  données.  On  suppose  que  f(x)  s'annule 
pour  X  =:  o,  et  que  '\i  (x,  x)  ext  différent  de  zéro  dans  l'in- 
tervalle indique. 

1°  Etant  donnée  l'équation 


(3) 


dx  dy 


dz^ 
dx 


dy 


et  une  parallèle  à  Oy  rencontrant  en  V  et  ^  la  bissectrice 

Fi".    I. 


01  (y=^x)  et  l'axe  Ox,  la  recherche  des  intégrales  z  de 
cette  équation  prenant  sur  01*  et  sur  Oo  des  valeurs 
données  peut  se  faire  en  cherchant  les  valeurs  de  ses  déri- 


dz        dz  _,. 

vees  -7-  et  — -  sur  Or. 
dx       dy 
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Montrer,  en  se  servant  de  la  méthode  de  Biemann  clas- 
sique dans  la  théorie  de  l'équation  (3),  que  cette  recherche 
revient  à  l'intégration  d'une  équation  fonctionnelle  de  la 
forme  (2). 

N.  B.    On   rappelle  la  formule   de   Riemann,    donnant 
Fis.  2. 


une  intégrale  de  {Z)  au  moyen  de  sa  valeur  et  des  valeurs 
de  ses  dérivées  premières  sur  une  courbe  CB, 


{uz)^-h-  i  uz)c 


r 

^  I      Mdy  —  'Sdx, 


où  u  désigne  la  solution  fondamentale  de  l'équation  ad- 
jointe relative  nu  point  A  et  où  Von  a  posé 

dz  du\ 

dj-  ~  ""  d})  ' 
dz  du  \ 


iN   =  bu  z 


%  \     dx        "  dx  j 

2"  Epreuve  pratique.  —  Sur  une  sphère  de  rayon  i,  on 
Fig.  3. 
A 


rapporte  la  position   d'un  point  aux  coordonnées  polaires 
p  et  (M  relatives  à  un  point  A  de  ta  sphère  et  à  un  grand 
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cercle  C  passant  par  ce  point,  de  telle  sorte  que 

arcAM  =  p,         angle  MAC  =  co. 

Trouver  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  AM  quand 
le  point  M  décrit  la  courbe  représentée  par  l'équation 

w  =  4p, 

o)  variant  de  o  à  2tî.  (Octobre   1907.) 


SOLl]TIO\S  DE  OliESTIO^S  PROPOSÉES. 


656. 

(1866.   p.  266.1 


Démontrer  géométriquement  que  la  division  de  la  cir- 
conférence en  sept  parties  égales  se  ramène  à  la  trisection 
de  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  à  3  /§. 

(Mathew  Gollins.) 

solution 
Par  m.  g.  Fontené. 

Voici  une  démonstration  analytique. 

Soit  AM  l'arc  d'un  heptagone  régulier  convexe  ou  étoile 
inscrit  dans  un  cercle  du  centre  O,  et  posons 

AOM  =  .r: 

on  doit  avoir 

y.r  =  i/îTi,         cos-ar  =  i, 

ou,  en  désignant  cosa?  par  j, 
Ainsi,  les  valeurs  des  quantités 


'>.  TZ 
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6- 

cos 

y 

cos , 

cos 

/ 

7 

7 

(   17^>  ) 

sonl  les  racines  de  l'équntion 


et  l'on  trouve 


8r'-^4X-  — 4r  — '  =  o, 


3-         3        6 


cos^  = 


Si  Cf.  est  un  angle  dont  le  cosinus  est  — -,  on  a  donc 
(,)  005^-=^^.=  — cosU-^-j--; 


en  prenant  a  entre  O  et  -  »  on  peut  écrire 


(•'-) 


tanga  =  3  v'3- 


L'auteur  de  la  question  donne  la  construction  suivante  : 
«  Soient  A'OA  et  B  OB  deux  diamètres  rectangulaires  du 
cercle;  prendre  le  point  O'  au  |  de  OA',  porter  sur  OB  une 
longueur  OD  égale  à  l'apothème  de  l'hexagone  régulier 
inscrit  au  cercle  et  tracer  avec  0'  comme  centre  l'arc  de 
cercle  DEoFoD'  moindre  qu'une  demi-circonférence  jus- 
qu'à OB';  si  les  points  Eo  et  Fq  partagent  cet  arc  en  trois  par- 
ties égales,  la  droite  EoF,,  rencontre  la  circonférence  primi- 
tive en  deux  points  M^  et  No  tels  que  chacun  des  arcs  AMq 
et  ANo  est  égal  au  \  de  la  longueur  de  cette  circonférence.  » 

On  a  en  effet 

/3 

tanga  =  3  ^3  =  -^  =  ^^ , 


a  =  AO'D, 
d'ailleurs,  avec  OA  =  i, 


=  AO'Eo; 


0'D  =  /Z. 
3 

Dès    lors,    si    EoEjEo    est  le  triangle  équilatéral   inscrit  au 


(  4::  ) 

cercle  de  centre  O',  on  a 

cos^-^  :=  r/,=  0'E/,cosAO'EA— O'O  =  0P/„ 

7 

en  appelant  P/j  la  projection  du  point  E^  sur  A'A.  Dès  lors, 
en  menant  par  les  points  P^  des  perpendiculaires  au  dia- 
mètre A'A  jusqu'à  la  circonférence  primitive,  on  obtient  des 

points  M/j  et   N/,  tels  que  les  angles  AOM^,  par  exemple,  sur 

les   angles    — ^ —    S'  chaque  point  M  est  pris  du  même  côté 

de  A'A  que  le  point  E  correspondant,  on  a 

/t  =  o,      I,         2, 

k  =  i,      3,     —  -i, 
ou 

A-^a/i-i-i         (mod7). 

Les  sept  points  A,  Mo,  N2,  iMi,  ...  sont  les  sommets  des 
hexagones  considérés. 

2098. 

(1908,  p.  33'*.) 

Construire  une  hyperbole  connaissant  en  position  un 
axe,  un  cercle  bitangent  dont  le  centre  est  sur  l'axe,  une 
direction  asyniptotique  et  les  points  de  rencontre  avec 
l'axe  de  la  tangente  «t  de  la  normale  en  un  point  de  l'hy- 
perbole. (Gilbert.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Etant  données  les  coniques  bitangentes  à  un  cercle 
donné  O  ayant  un  axe  fixe  passant  par  O  et  des  direc- 
tions asymptotiques  Jixes,  le  lieu  des  pieds  des  normales 
à  ces  coniques  issues  d'un  point  de  l'axe  est  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  O. 

Soient  O  l'origine,  Oy  l'axe  fixe,  q  l'ordonnée  du  puint 
considéré,  V  l'angle  des  asymptotes  avec  l'axe;  l'équation  des 
coniques  considérées  est 

372  sinn'— j^2cos2V  -i-  2 [jiy  —  (jl"  —  R2  sinn'  =0; 
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la  corde  joignant  les  pieds  des  normales  issues  du  point  con- 
sidéré est  y  =  H"^ -t- ?  sin*V;  éliminons  fi,  il  vient 

(C  )  =  x--¥-j- —  q^  sin2\'  —  R2  =  o. 

Ceci  posé,  si  N  est  le  pied  de  la  normale,  T  le  pied  de  la 
tangente  au  point  M  de  l'hyperbole  à  contruire  sur  l'axe 
donné,  M  sera  à  l'intersection  du  cercle  de  diamètre  NT  et  du 
cercle  (C).  L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  rencontre  la  per- 
pendiculaire menée  à  N  à  une  direction  asymptotique  en  un 
point  R,  appartenant  à  une  asymptote  et  l'hyperbole  est 
déterminée. 

La  seule  condition  de  possibilité  est  l'intersection  réelle  des 
cercles  (G  )  et  NT. 

2101. 

(  I90S,  p.  i-B.) 

La  quintique  gauche  qui  est  V intersection  partielle 
d'une  quadrique  et  d'une  surface  du  troisième  ordre 
ayant  une  droite  commune  dépend  de  10  paramètres. 

(G.  F.) 

SECONDE    SOLUTION 
Par  l'auteur. 

La  solution  donnée  à  la  page  189  du  présent  Volume  aurait 
besoin  d'être  complétée  :  toute  quintique  tracée  sur  une  qua- 
drique, et  représentée  par  une  relation  de  la  forme  indiquée, 
est-elle  une  quintique  de  l'énoncé? 

Voici  une  autre  démonstration.  Les  équations  de  la  qua- 
drique et  de  la  surface  du  troisième  ordre  étant 

ay  —  [3o  =  o,  a  S  —  [B  T  =  o, 

la  quintique  est  encore  sur  la  surface  du  troisième  ordre 

yT  —  oS  —  o, 

qui  ne  contient  pas  la  droite  D;  l'équation  générale  des  sur- 
faces du  troisième  ordre  passant  par  la  quintique  est  ainsi 
(mais  il  y  aurait  lieu  d'insister) 

(aS-pT)-^-A•(YT  — oS)^-e(aY—  [BS)  =  o, 

6  étant  une  (onction  linéaire  des  coordonnées;  une  telle  sur- 
face dépend   donc  de  5  paramèlies.   Dès  lors,  le  nombre  des 
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paramètres  dont  dépend  la  quintique  est 

(9-H19  —  3)  —  5     ou     20. 

On  peut  écrire  l'équation  ci-dessus  sous  la  forme 

[(a  — /to)S  -(^  — A'Y)T]  +  e(aY  — 3o)  =  0. 

On  met  ainsi  en  évidence  la  droite  Di  commune  à  la  qua- 
drique  et  à  la  surface  du  troisième  ordre  considérée. 

2105 

1908,    p      J79.I 

Les  tangentes  en  trois  points  A,  B,  G  d'une  parabole  de 
foyer  ¥  forment  un  triangle  A',  B',  C.  Démontrer  les  re- 
lations 

FA-FT^^  FB.FB''  =  FG.FC'\ 
FA.FB.FC  =  FA'.FB'.FC. 

(  E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  J.  KûSE. 

I.es  triangles  semblables  FA'B  et  FCA'  donnent  immé- 
diatement 

FÂ''=  FB.FC. 
Donc 

FA.FÂ'^  =  FA.FB.FC. 

La  même  relation  existe  pour  les  autres  quantités  analo- 
gues; par  suite  la  première  relation  est  vérifiée.  De  plus 

FÂ'' .  FB'^ .  FC^'  =  FÂ^ .  FB" .  Fc' , 

ce  qui  démontre  la  seconde  relation. 
Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist,  G.  Pklkssieu.  V.  Uktali,  Lez. 

2106 

(1908,  p.    ',8...  ) 

Si  Von  considère  les  paraboles  qui  sont  tangentes  en  O 
à  une  droite  OT  et  qui  ont  la  corde  normale  OA  fixe  : 
1"  Le  lieu  du  foyer  de  ces  paraboles  est  une  cissoïde  droite: 
•i"  La  directrice  enveloppe  une  parabole. 

(E.-N.  B.^RisiEN.) 
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SOLITION 
Par  M.  G.  Phlissier. 

1°  Si  l'on  prend  OA  pour  axe  des  x^  OT  pour  axe  des  ^  et 
qu'on  pose  OA  =  a,  l'équation  générale  des  paraboles  consi- 
dérées dans  l'énoncé  est 

(y  —  \xY  —  k"-  ax  =  o. 
L'axe  est  la  droite 

(i)  ■2(  m-+  i)  (  jK  —  Aa")  +  al?  =  o. 

Le  foyer  F  est  sur  la  droite  symétrique  par  rapport  à  OA 
(le  la  direction  de  l'axe  ;  cette  droite  a  pour  équation 

(-2)  y^\x=--o. 

Le  lieu  (lu  foyer  s'obtient  en  éliniinaiU  X  entre  (  i  )  et  (2); 
on  obtient  l'équation 

qui  leprésente  une  cissoïde  ayant  son  point  de  rebroussement 
en  O. 

2°  La  projection  de  O  sur  la  directrice  qui  est  symétrique 
du  foyer  par  rapport  à  la  tan<^enre  fixe  OT  décrit  la  cissoïde 
symétrique  du  lieu  de  F  par  rappoit  à  OT;  la  directrice  enve- 
loppe donc  la  podaire  négative  de  cette  dernière  cissoïde  par 
rapport  à  O,  c'est-à-dire  une  parabole  de  sommet  O  et 
d'axe  OA. 

Autres  solutions  par  MM.  Bouvaist,  Lez,  V^  Retali,  J.  Rose, 
M.  TÊTU. 


011ESTIO\. 

'2liO.  it'un  point  P  on  mène  les  trois  normales  à  une  para- 
bole. Soient  P'  le  symétiique  du  point  P  par  rapport  à  1  axe 
de  la  parabole;  G  le  centre  de  gravité  du  triangle  ayani  pour 
sommets  les  centres  de  courbure  situés  sur  les  trois  normales; 
R  le  point  de  rebroussement  de  la  développée.  Démontrer  que 
les  trois  points  R,  P',  G  sont  en  ligne  droite,  et  que  l'on  a 
RP'  =  I"G.  (G.  CuNY.) 
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[K'9a] 

SUK  LES  l!G\ES  BRISÉES  ET  LES  AIKES  POLYGONALES 
DA^'S  LE  l»LA\,  A  PHOPOS  DE  LA  l)E(;OMPOSITIOi\  WM 
POLYGONE  m  TRIANGLES; 

Par  m.  Gh.  MÉRAY. 


§  I.  —  Lignes  brisées  planes,  en  général. 

1.  En  Géométrie  plane,  la  théorie  des  aires  à  conloiirs 
courbes  dérive  (|)ar  la  méihode  des  limites)  de  celle  des 
aires  polygonales,  et,  dans  cette  dernière,  l;i  doctrine 
traditionnelle  lire  la  mesure  de  tous  les  polygones  de 
celle  des  rectangles,  par  l'intermédiaire  des  parallélo- 
grammes, puis  des  triangles,  sans  p;irlir  d'une  définition 
catégorique,  sans  produire  le  moindre  argument  à  l'appui 
du  fait  essentiel,  que  toute  aire /wlygonale  est  déconi- 
posable  additivement  en  celles  de  triangles  dont  le 
nombre  est  limité. 

Mes  Nouveaux  Éléments  de  Géométrie  (éditions 
de  1908,  de  1906)  ont  procédé  autrement  :  on  y  ti'ouve 
une  définition  précise  des  aires  triangulaires,  qui  conduit 
à  celle  des  aires  polygonales  quelconques,  et  tout  est 
ramené  à  la  com|)araison  numérique  des  premières, 
opérée  directement.  Pour  faire  de  celles-ci  les  segments 
primordiaux  du  plan  indéfini  considéré  comme  champ 
aréolaire,  pour  transporter  ainsi  au  triangle  le  rôle 
fondamental  que  les  habitudes  classif|ues  avaient  tou- 
jours conféré  au  rectangle,  j'ai  eu  des  motifs  dont  la 
validité  demeure  entière  à  mes  yeux  :  d'abord,  l'inler- 
venlion  forcée,  dans  la  matière,  du  principe  rappelé  à 

Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  IX.  (Novembre  1909.)        33 
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l'iiislant,  intervention  affirmant  déjà,  par  cette  nécessité 
d'ôler  presque  immédiatement  le  pas  au  rectangle  pour 
le  donner  au  triangle,  la  simplicité  relative  du  dernier 
et  son  irréductibilité;  ensuite,  la  facilité  majeure  du 
maniement  des  aires  triangulaires,  résultant  de  ce  qu'un 
triangle  reste  encore  un  lriani;le  après  un  déplacement 
arbitraire  d'un  sommet,  tandis  quil  n'en  est  pas  ainsi 
pour  un  rectangle;  etc. 

Ce  tour  d'idées  renforce  le  relief  du  principe  en 
question  et  rend  plus  désirable  la  substitution  d'une 
démonstration  en  règle  aux  menues  constatations  empi- 
riiHies  qui  ont  été  son  seul  fondement  jusqu'ici.  Par 
discrétion  dans  l'emploi  de  considérations  d'un  genre 
inaccoutumé,  dont  lutilité  a  été  parfois  contestée,  j  ai 
restreint  dans  mon  Ouvrage  cité,  puis  supprimé  celle 
que  je  possédais  alors.  Une  meilleure  que  je  viens 
d'apercevoir  pourra  intéresser  ceux  qui  ne  refusent  pas 
leur  attention  à  l'approfondissement  des  choses  mathé- 
matiques. On  ne  se  récriera  pas  sur  sa  longueur,  si  l'on 
en  détache  ses  préliminaires,  en  remarquant  que  leur 
portée  ne  s'arrête  pas  à  l'appui  qu'elle  v  trouve. 

ElTectivemenl,  ces  diverses  considérations  paraissent 
donner,  à  la  conception  des  lignes  brisées  planes  et 
figures  connexes,  une  précision  et  une  netteté  qui  lui 
manquaient.  Si  elles  n'ajoutentpresque  rien  à  iavisibillté 
de  faits  devenus  quasi  intuitifs  à  force  d'avoir  été 
aperçus  empiriquement  et  retrouvés  en  jeu  dans  les 
applications  les  plus  vulgaires  de  la  Géométrie,  elles  les 
cooi'donnent  et  les  expliquent. 

Enfin,  elles  ap|)ortent  une  justification  de  plus  aux 
choix  des  postulats  généraux  très  simples  qui  m'ont 
permis  d'enchaîner  étroitement  et  uniformément  tous 
les  faits  en  Gi'-omélrie  de  position^  faits  innombrables 
et    pourtant    demeurés    jusqu  à    eux   sans   autre  base, 
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chacun,  que    des   suggestions   cVmentiire^    reçues    de 
quelque  dessin  par  les  yeux  du  corps. 

Des  élargissements  appropriés  les  étendent  naturel- 
lement au-  faits  similaires  de  l'espace;  mais  je  n'irai 
pas  au  del.i  de  cette  allusion. 

2.  Il  est  utile  de  revenir  un  instant  sur  quelques 
généralités. 

1.  Nos  sp('i;ulations  rouleront  exclusivement  sur  des 
droites  et  des  lignes  brisées  (217*  <?^  5««V.)  ('),  toutes 
dans  un  même  plan  commun,  les  dernières  continues 
(  109*),  sans  côtés  nuls,  déclievètrées  et  composant  trois 
variétés  à  distinguer  : 

1°  Lignes  oui^ertes,  terminées,  dues  chemins  (hr'isés 
ou  polygonaux).  Les  côtés  d'une  telle  ligne  sont  en 
nombre  limité  x;  en  outre,  elle  se  levm'ine  à  de ua:  extré- 
mités dont  chacune  est  le  bout  d'un  côté  extrême,  par 
lequel  celui-ci  n'est  soudé  à  aucun  contigu.  Quand 
X  >-  I ,  il  \  a  X—  I  points  de  soudiu'e  de  deux  côtés 
conligus,  qui  sont  les  sommets  proprement  dits  de  la 
ligne  {cf.  III,  in/.).  Quand  x=  i,  elle  se  réduit  à  un 
simple  segment  recliligne  et  ne  présente  aucun  sommet. 

Presque  toujours,  les  extréinités  sont  distinctes. 
-Mais  leur  condision  accidentelle  ne  modilie  pas  la 
nature  de  la  ligne,  pourvu  qu'on  ne  la  conçoive  pas 
comme  ci-après  (3",  in/.),  c'est-à-dire  qu'on  rompe  par 
la  pensée  la  soudure  existant  en  fait  entre  les  côtés 
extrêmes,  et  qu'on  fasse  abstraction  du  nouveau  sommet 
(pii  interviendrait  autrement. 


(')  Un  astérisque  marquera  les  renvois  faits  à  mon  Ouvraf;e 
nommé  tout  à  l'heure,  3"  édition,  1906;  deux  parfois  viseront  la 
précédente,  de  1903. 
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2"  Lignes  ouvertes,  interminées  dans  les  deux 
sens.  —  Dans  celle  sorte,  tout  côté  de  la  ligne  est  sondé 
par  ses  bonis  à  deux  autres  conligus,  ceci  rendant 
infinis  le  nombre  des  côtés,  celui  des  sommets,  et  Taisant 
(lisparaîlre  les  exlrémilés.  Et)  outre,  nous  supposerons 
expressément,  que  la  ligne  présente,  en  nombre  tou- 
jours limité,  des  côtés  dont  chacun  contiendrait 
quelque  point  du  périmètre  ou  de  l'aire  d' un  triangle 
donné  quelconque  {^11*^  I). 

Cette  restriction  est  remplie  d'elle-même  pour  un 
chemin  (i°)  et  |)our  un  contour  (3°,  in/.). 

3°  Lignes  fermées,  ou  co/<fow;'5  (polygonaux),  ou 
polygones. —  Cette  variété  rentre  dans  la  première  (i"), 
mais  avec  les  particularités  essentielles,  que  les  extré- 
mités de  la  ligne  se  confondent,  que  leur  fusion  est 
considérée,  non  comme  une  double  extrémité,  mais 
comme  un  x'*"^  sommet  sans  distinction  avec  les  autres, 
et  que,  dans  un  sens  quelconque,  un  point  mobile  peut 
la  décrire  indéfiniment  sans  buter  à  une  extrémité 
(217*). 

En  dédoublant  alors  par  la  pensée  un  point  quel- 
conque de  la  ligne,  on  en  fait  un  chemin  ayant  pour 
extrémités  le  point  choisi  et  son  dédoublement  (i",  in 
fine). 

Les  diverses  conditions  restrictives  posées  dans  cet 
alinéa  sont  absolues,  et  seront  liabiluellement  sous- 
entendues. 

H.  Dans  chacune  de  nos  lignes,  nous  ne  considé- 
rerons que  des  angles  topographiques,  c'est-à-dire 
inférieurs  au  replet  (137*,  II),  et  leur  déchevêtrement 
essentiel  en  exclut  les  angles  nuls,  n'y  laisse  en  consé- 
quence que  des  an-gles  saillants,  rentrants  ou  neutres 
(134*). 
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Les  deux  qui  lui  sontattribuables  en  un  même  sommet 
sont  adjacents  extérieurement  par  leurs  deux  côtés  à  la 
fois  [replémentaires  en  conséquence  (137*,  ÏIl)],  et 
nous  caractériserons  cette  disposition  mutuelle  en  les 
disant  biadjacents. 

III.  Dans  une  ligne  brisée  quelconque  ...JKLMN..., 
quand  un  angle  L'  de  sommet  L  est  neutre,  son  bi- 
adjacent  L"  (II)  l'est  aussi,  les  côtés  [LK.],  [LM]  de  la 
ligne,  qui  font  partie  de  ceux  de  ces  angles,  se  prolon- 
gent mutuellernenl,  leur  assemblage  KLM  est  un  simple 
segment  rectiligne  [KM],  et  la  ligne  ...JKMN...  a,  de 
moins  que  la  proposée,  un  sommet,  deu\  angles  et  un 
côté,  tout  en  lui  étant  graphiquement  identique.  C'est 
dans  ce  sens  que,  dans  celle-ci,  on  peut  supprimer  un 
tel  sommet,  de  tels  angles;  fusionner  une  telle  paire 
de  côtés;  dire  de  tels  objets  facultatifs  ;  les  quali- 
fier, par  opposition,  d^essentiels  (juand  ils  ne  sont  pas 
facullatifs. 

Inversement,  tout  point  marqué  à  V intérieur  d'un 
côté  d'une  ligne  brisée  peut  en  être  regardé  comme  un 
sommet  additionnel,  l'enrichissant  de  deux  angles  bi- 
adjacents neutres,  dédoublant  le  côté  considéré  en  deux 
autres;  et  lous  ces  nouveaux  objets  peuvent  être  dits 
facullatifs  encore. 

Arbitrairement  donc,  on  pourra  ainsi  multiplier  les 
angles  et  côtés,  réduire  les  longueurs  de  ceux-ci,  la 
ligne  ne  fùt-elle  qu'un  simple  segment  rectiligne,  trans- 
former une  droite  tout  entière  en  une  ligne  brisée 
[interminée  (1,  a")]. 

3.   Des  définitions  spéciales  sont  ensuite  à  poser. 
I.    i"  Quand  un  angle  non  nul  a  cVé  piqueté,  c'est-à- 
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dire  précisé  dans  sa  conception,  par  le  clioix  de  sot)  pre- 
mier côlé  OA  et  de  son  deuxième  OB,  et  qne,  par  des 
demi-droites  ÔM',  OM",  ...,  OM^*^  rayonnant  de  son 
sommet,  il  a  été  divisé  en  paities  saillantes  AOM', 
M'OM",  ...,  M'^^OB,  dont  chacune  est  contiguë  exté- 
lieurement  à  la  précédente  (on  à  la  suivanle)  par  leur 
côté  commun,  ces  derniers  piquetages  rendent  tous  ces 
angles  partiels  visiblement  homotaxiques  deux  à  deux, 
puis  à  l'angle  originaire  piqueté  AOB  quand  il  est 
saillant  (178**). 

2°  Cette  ol)servalion  fournit,  aux  définitions  du  lieu 
cité,  un  complément  alors  omis  parce  qu'il  n'y  était  pas 
utile  :  piquetés  A,  0,B,,  A2O2B2,  deux  angles  quel- 
conques (chacun  saillant,  rentrant,  neutie,  même  supé- 
rieur au  replet)  sont  homotaxiques,  s'il  en  est  ainsi 
pour  deux  parties  saillantes  de  l'un  et  de  l'autre, 
piquetées  comme  il  vient  d'être  dit  (1°);  dans  le  cas 
contraire,  ils  sont  antilaxiques. 

D'après  cela,  on  constatera  hien  facilement  qu'il  y 
a  toujours  antilaxie  entre  deux  angles  quelconques, 
quand  ils  sont  biadjacenls  (2,11)  et  pourvus  de 
piquetages  identiques,  AOB  par  exemple  pour  l'un, 
et  AOB  encore  pour  son  re|ilémentaire. 

II.  1°  Dans  une  même  ligne  ^,  supposée  d'abord 
ouverte  (2,1, 1°),  considérons  deux  angles  de  sommets 
quelconques  O,  U,  ses  côtés  [OM],  [ON]  se  soudant 
en  O,  et  [US],  [UT]  soudés  en  U;  attribuons  ensuite 
à  ces  angles  des  piquetages  M<.}N,  SUT,  déterminés 
par  la  condition,  visiblement  licite  et  étroite,  que  sur 
deux  côtés  homologues,  OM,  US  pour  fixer  les  idées, 
les  côtés  [OM],  [US]  de  la  ligne  soient  toujours  par- 
courus, l'un  et  l'autre,  soit  dans  les  sens  indiqués  par 
ces  notations,  soit  dans  les  sens  simultanément  oppost's, 
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par  un  point  mobile  décrivant  la  ligne  dans  tout  sens 
constant  donné  (217*).  Selon  que  de  tels  piquetages 
auront  fait  naître  l'homotaxie  ou  l'antitaxie  entre  ces 
angles  (1,2°),  nous  dirons  que,  sur  la  ligne,  ils  sont 
enchaînés  dans  le  premier  cas,  déchaînés  dans  le 
second  (*). 

Comme,  en  un  sommetquelconque  U,  les  deux  angles 
de  la  ligne  sont  toujours  antitaxiques  (sous  un  même 
piquetage)  [Ibid.)^  l'un  d'eux,  d'après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  sera  toujours  enchaîné,  l'autre  déchaîné  à  un  même 
angle  donné  en  tout  sommet  O,  distinct  ou  non  de  U. 
Des  angles  en  des  sommets,  essentiels  ou  facultatifs, 
(2,111),  à  prendre  en  considération  pour  l'élude  de  la 
ligne,  on  formera  donc,  cela  sans  omission,  ni  ambi- 
guïté, ni  répétition,  deux  groupes  distincts,  en  plaçant  : 
dans  l'un,  un  angle  quelconque  donné  0|  et  lous_ses 
enchaînés  U) ,  1),  ...,  dans  Tautre,  tous  les  déchaînés, 
O2,  Uo,  lo?  •  ••,  du  même  angle  O, ,  à  commencer  par  son 
biadjacent  O2.  Nous  nommerons  ces  groupes  les  deux 
chaînes  des  angles  de  la  ligue. 

On  aperçoit  immédiatement  :  qiie^  dans  chaque 
chaîne,  les  angles  sont  respectWemenl  les  hiadjacents 
de  ceux  de  mêmes  sommets  dans  Vautre  chaîne, 
partant  en  nombre  égal;  qu'un  angle  quelconque 
est  enchaîné  à  chacun  de  ceux  de  sa  chaîne,  mais 
déchaîné  à  chacun  de  ceux  de  Vautre  chaîne;  qu  'en  tre 
deux  angles  donnés^  il  y  a  toujours  enchaînement 

(')  L'identité  ou  opposition  des  directions  giratoires  des  angles 
ainsi  piquetés  fournirait  un  critérium  équivalent,  qui  pourrait  sem- 
bler plus  simple;  mais  il  serait  sans  prise  sur  les  angles  solides  d'une 
surface  polyédrique,  parce  que  la  génération  de  leurs  intérieurs  par 
rolAlion proprement  dite  n'existe  pas  pour  ces  derniers.  C'est  pour- 
quoi j'ai  préféré  des  considérations  qui,  elles,  sont  extensibles  à  l'es- 
pace, moyennant  certaines  modifications  naturelles  dont  l'indication, 
loutefois,  sortirait  du  cadre  de  ce  travail. 


(  488  ) 
ou  déchaînement^  selon  que  les  relations  de  ce  genre 
entre  cliacun  d'eux  et  un  même  autre  sont  homo- 
nymes ou  hétéronymes. 

2°  Semblable  constniclion  pour  les  chaînes  d'une 
ligne  interminée  (2,  [,  2*'),  sauf  à  la  réduire  à  un  chemin 
conlenanl  les  sommets  de  tous  les  angles  impliqués 
dans  la  question. 

Si  la  ligne  !^est  fermée"(/6fV/. ,  3°),  on  en  forme  les 
deux  chaînes  comme  ci-dessus  (i"),  après  l'avoir  trans- 
formée en  y\n  chemin,  par  son  ouverture  opérée  en  un 
quelconque  de  ses  points,  autre  (jue  ses  sommets  pris 
en  considération. 

3°  Quand  deux  angles  de  notre  ligne^  Oj-,  O,,  sont 
neutres,  avec  des  sommets  O,  U,  tous  deux  intérieurs 
à  un  même  côté  [MN]  de  celle-ci,  les  demi-plans 
d^arête  commune  MN,  qui  constituent  leurs  inté- 
rieurs^ sont  identiques  s'il  y  a  enchaînement  entre 
ces  angles^  opposés  s'il  y  a  déchaînement. 

Soient  O,,  U)  ces  deux  angles  su|)posés  d  abord 
enchaînés,  puis  Oo,  \]u  des  demi-droites  ravonnant 
arbitrairement  de  leurs  sommets  dans  leurs  intérieurs. 
Connue,  sous  les  piquetages  MON,  MUN,  ces  angles  sont 
visiblement  homotaxiques  (i"),  il  en  est  de  ntême  pour 
leurs  parties  MOo,  MUw  (I,  2").  Les  seconds  cotés  de 
celles-ci,  Oo,  Um,  toiid^ent  donc  dans  un  même  demi- 
plan  d'arête  MN,  parce  qu'elles  sont  saillantes  et  que 
leurs  premiers  côtés,  OM,  UM,  sont  a|)pliqués  sur 
l'arête  dans  des  directions  identiques  (178**).  Avec 
ce  demi-plan,  se  confondent  donc  les  intérieurs  des 
angles  Oi,  U,. 

S'il  s'agit  de  deux  angles  déchaînés  0(,  U2,  le  demi- 
plan  de  U2,  opposé  à  celui  de  U)  son  biadjacent  dé- 
chaîné, l'est  par  là  à  celui  de  O,  identique  à  celui 
de  U,  comme  noijs  venons  de  le  constater, 
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III.  Une  nolion  liée  étroitemenl  à  la  précédente  (II) 
interviendra  fréquemment  dans  nos  spéculations. 

Quand  une  demi-droite  issue  d'un  point  quelconque  M 
d'une  ligne  n'est  pas  appliquée  sur  un  côté  aboutissant 
à  ce  point,  elle  est  intérieure  à  quelqu'un,  M^;,  des 
angles  de  la  ligne  en  M  (133*,  II),  et,  combinée  avec  le 
déchevêtrement  de  celle-ci,  la  restriction  générale  du 
n"  2,1,2°,  assure  la  possibilité  de  la  limitera  un  vec- 
teur [Mm]  assez  petit  pour  n'avoir  que  son  origine  M 
sur  la  ligne.  Il  nous  sera  tiès  commode  de  nommer  un 
tel  vecteur  un  cil  de  la  ligne,  intérieur  à  l'angle  M^^, 
ayant  M  y)0\\r  pied^  m  ^our  pointe  ;  de  dire  encore  que 
deux  cils  sont  enchaînés  ou  déchaînés  &n  même  temps 
que  les  angles  auxquels  ils  sont  intérieurs  (II,  i",  2"). 

IV.  i"  Désignant  par  4i^',  (^'  deux  lignes  brisées  non 
identiques,  de  variétés  quelconques  (2,1),  puis  par  Jl. 
une  troisième  ouverte,  terminée,  et  ne  contenant  aucune 
de  leurs  extrémités  (s'il  en  existe  pour  l'une  ou  l'autre), 
nous  dirons  que  J^',  4^'  s^ abordent  en  olo,  quand  cette 
dernière  se  trouve  être  une  partie  commune  aux  deux 
premières.  Dans  ces  conditions,  l'étendue  de  l'abord  ^ 
ne  peut  atteindre  la  totalité,  ni  de  (^',  ni  de  J^",  et  ses 
extrémités,  s'il  ne  se  réduit  à  un  point,  ne  sont  jamais 
confondues,  puisque  leur  confusion  serait  un  enchevê- 
trement pour  ces  deux  lignes. 

Mêmes  dénominations,  si  cette  partie  commune  n'était 
qu'un  simple  point  -l>,  non  extrême  pour  s^,  ni  pour  J^\ 
nous  la  regarderions  comme  un  segment  nul,  ayant 
pour  extrémités  deux  dédoublements  de  A-.. 

On  remarquera  qu'un  abord  entre  une  ligne  l)risée 
et  une  droite  [considérée  comme  telle  (2,111)]  ne  peut 
consister  qu'en  un  simple  point  (ce  qui  est  le  plus 
fréquent),  ou  bien  en  la  totalité  d'un  côté  (essentiel). 
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2°  Dans  le  premier  des  deux  cas  ci-dessus  (•"),  nous 
donnerons  à  l'abord  ^\o  la  notation  plus  explicite 
CD...EF,  et  la  restriction  complémentaire  de  notre 
définition  fait,  de  ses  extrémités  C,  F,  deux  sommets 
(non  extrêmes),  facullalifs  au  besoin  (2,111),  taui  de  (^ 
que  de  f^.  A  cause  de  cela,  ces  lignes  prolongeront 
d'abord  CD. . .  EF  :  au  delà  de  C,  par  deux  côtés  [CB'], 
[CB"]  respectivement,  dont  les  directions  sont  nécessai- 
rement différentes  (sans  parler  de  ceux  pouvant  exister 
au  delà  d'eux  dans  chacune),  puis,  au  delà  de  F,  par 
deux  côtés  [FG'],  [FG"]  h-n  pareille  disposition  mu- 
tuelle.  11  j   a  donc  en   C,   F   :   appartenant  à   J^,  des 

angles  y'j  '-f'  auxquels  les  demi-droites  CB",  FG"  sont 
respectivement  intérietjres,  et,  a|)parlenant  à  J^,  des 
angles  y",  a"  auxquels  les  demi-droites  CB',  FG'  le  sont 
pareillement. 

Dans  le  second  cas,  rien  n'existe,  de  l'abord  CD...  EF, 
que  les  extrémités  C,  F  confondues  en  un  seul  point 
jCFj  commun  à  nos  deux  lignes,  à  titre  de  sommet  (non 
extrême,  éveniuellement  facultatif^.  De  cette  fusion 
partent  des  côtés  [CB'],  [FG']  de  -'^'  et  [CB"],  [FG"] 
de  J^',  sans  identité  encore  entre  les  directions,  tant 
de  [CB'],  [CB"]  que  de  [FG'],  [FG"];et  les  demi- 
droites  CB",  FG'  sont  respectivement  intérieures  à  des 
angles  y',  »',  de  sommet  !CF|  dans  !^',  convenablement 

choisis,  ainsi  que  les  demi-droites  CB',  FG'  à  certains 
angles  y",  cp"  de  même  sommet  dans  '^'. 

Cela  posé  :  Il  y  a  toujours  homonymie  entre  la 
relation  des  angles  Y)  'f'  ^t  celle  de  y",  cp"  (II). 

Pour  les  angles 

T''     ?'' 

y">    ?" 
du  premier  des  cas  distingués  à  l'instant,  leurs  pique- 
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lages,  semblablement  placés  dans  le  Tableau 

\  B'CD,         G'FE, 
^  (  B"GD,         G"FE, 

impose  visiblement  l'anlitaxie  à  ceux  de  chaque  même 
file  verticale,  parce  que  chaque  angle  y  a  toujours  son 
premier  côté  intérieur  à  l'autre. 

Si  donc,  dans  une  file  horizontale  de  (i),  les  angles 
sont  enchaînés  (sur  leur  ligne),  il  y  a  encore  antilaxie 
visible  entre  eux  (Ibir/.);  d'où  l'antitaxie  de  leurs  anti- 
taxiques  dans  l'autre  file  horizontale  (178**,  H),  c'est- 
à-dire  Fenchaînement  aussi  de  ces  derniers  (II)  (sur 
l'autre  ligne,  à  laquelle  ils  appartiennent).  Kt  sem- 
blablement, s'il  s'agissait  de  déchaînement  dans  une 
file  horizontale. 

Même  raisonnement  dans  le  second  cas,  à  cela  près 
que  les  notations  (i)  doivent  être  remplacées  par 

b';gf;g',       g';gf(B', 

B"  !  CF  !  G",         G"  i  GF  i  B", 

et  que,  dans  chaque  (ile  horizontale,  renchaînement  des 
angles  consiste  en  leur  idenlilé,  It-ur  déchaînement  en 
leur  biadjacence. 

Pour  formuler  commodément  la  nature  de  la  relation, 
toujours  commune  ainsi,  entre  y',  cp'  et  y",  cp"  simulta- 
nément, nous  dirons  qu'en  leur  abord  -Jl^,  les  lignes 
considérées  J^',  >^  ont  un  frôlement  si  cette  relation 
est  l'enchaînement,  une  traversée  si  elle  e.^t  le  déchaî- 
nement. 

3"  Au  sous-alinéa  (2°),  nous  avons  désigné  par 
[CB'],  [FG']  les  côtés  de  i^'  qui  prolongent  l'abord  X 
immédiatement  au  delà  de  ses  extrémités  G,  F.  En  les 
réduisant  à  des  longueurs  [G6'],  [F^'-']  assez  petites 
pour  en  faire  des  cils  de  l'autre  ligne  (IH),  on  obtient 
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ce  que  nous  aurons  à  considérer  sous  la  dénomination 
d'amorces  de  l'abord  A,  sur  la  ligne  4^.  IDéfînilion  sem- 
blable pour  les  amorces  du  même  abord  sur  4^'. 

D'après  cela,  /es  amorces  d'un  abord  sur  chaque 
ligne  sont  enchaînées  pour  unfrôlemenl,  déchaînées 
pour  une  traversée  (Jbid.),  (2°). 

A.  Un  contour  triangulaire  G  (2, 1,  3"),  de  sommets  a, 
G,  c,  étant  donné,  nous  aurons  à  considérer  la  région  jtBj 
constituée  par  l'aire  du  triangle  aGc  (277*,  1),  abstraction 
faite  des  points  de  ses  côtés,  et  la  région  jGj^  laissée 
dans  le  plan  de  nos  tracés  par  l'ablation  de  la  région  j5j 
et  des  points  du  contour.  Nous  les  nommerons  respec- 
tivement V internat  et  Vexternat  du  contour  (  '  )  (c/.  7, 
VI,  inf.). 

A  ce  propos,  nous  rappellerons  qu'ainsi  l'internat 
est  la  région  commune  aux  trois  demi-plans  '^^ca,  caB, 
aGc  après  ablation  des  segments  [l5c],  [ca],  [aG],  et 
nous  observerons  que  chaque    point  de   l'externat   est 


(')  La  distinction  faite  ainsi  entre  les  points  du  périmètre  d'un 
triangle,  les  autres  points  de  son  aire  et  ceux  du  surplus  du  plan 
(étrangers  à  ces  deux  ensembles)  est  nécessaire  ici,  couime  on  le 
verra  dans  un  instant,  et  de  semblables  se  présenteront  plus  loin. 
En  l'élargissant  ailleurs,  on  ajouterait  beaucoup  de  précision  et  de 
clarté  au  langage,  dans  toutes  les  circonstances  analogues,  celles, 
veux-je  dire,  où  interviennent  des  régions  continues  de  lignes,  de 
surfaces,  de  l'espace,  avec  les  points,  lignes  et  surfaces  qui  déter- 
minent ces  régions.  Etant  considérés,  par  exemple,  deux  points 
distincts  sur  une  droite,  il  est  parfois  très  gênant  de  manquer  de 
mots  pour  distinguer  d'eux  ceux  non  extrêmes  qui  appartiennent, 
soit  au  segment  limité  par  eux,  soit  aux  deux  prolongements  de 
celui-ci.  Pour  sortir  de  cet  embarras,  il  suffirait  d'appliquer  les 
mots  internat  et  externat  à  la  région  des  premiers  points  et  à 
l'ensemble  (discontinu)  de  celles  des  derniers.  El  de  même,  pour 
une  demi-droite,  un  demi-plan,  une  bande,  un  angle  plan  (saillant 
ou  rentrant),  etc.,  un  demi-espace,  un  trièdre,  etc.  Mais  ici  je 
dépasserais  les  bornes,  en  allant    au  delà  de  l'indispensable. 
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caractérisé  par  la  propriété  d'être  intérieur  à  l'un  au 
moins  des  opposés  aux  demi-plans  précités. 

Nous  dirons  encore  que  deux  points  étrangers  au 
contour  sont  placés,  relativement  à  lui,  d'un  même 
côté,  quand,  simultanément,  ils  appartiennent,  soit  à 
son  internat,  soit  à  son  exlernat,  mais  de  part  et 
d'autre,  quand  l'un  d'eu;x  est  afférent  à  l'internat, 
l'autre  à  l'externat. 

Cela  posé,  nous  établirons  un  lemme  qui  nous  sera 
indispensable  : 

Étant  considéré  un  chemin  C  (2,1,  i°)  dont  les 
extrémités  O,  U  sont  étrangères  au  contour  S,  si 
le  nombre  H  des  traversées  des  deux  lignes  (3,  IV) 
est  pair  (o  compris),  O,  U  sont  d'un  tnême  côté  de 
contour;  s'il  est  impair,  ils  sont  de  part  et  d'autre. 
Et  réciproquement  {cf.  3,  inf.). 

1.  i"  Dans  le  contour  S,  nous  dirons  internes  les 
angles  essentiels  saillants  a,.  G,,  C|  en  a.  G,  c,  puis  tout 
angle  facultatif,  partant  neutre,  0( ,  contenant  le  sommet 
essentiel  qui  est  étranger  au  côté  (essentiel  encore) 
dont  son  sommet  o  est  un  point  intérieur  ;  nous  dirons 
externes  les  biadjacents  «xo,  G2,  03,  •••-•'2,  •••  des 
internes  précités,  les  trois  premiers  rentrants,  les 
autres  tous  neutres. 

2°  De  tous  ces  angles,  deux  quelconques  sont  en- 
chaînés, cjuand,  simultanément ,  ils  sont  internes  ou 
externes,  mais  déchaînés,  quand  l'un  est  interne, 
l'autre  externe  [cf.  7,  VI,  inf.). 

Piquetés  a6c,  acG,  deux  angles  internes  essentiels  G,, 
c,  sont  antitaxiques,  parce  que  leurs  seconds  côtés  Gc, 
cG  ont  des  directions  opposées  sur  une  même  droite  Gc, 
d'un  seul  côté  de  laquelle  leurs  autres  côtés  Ga,  ca  sont 
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placés  (178**,  IV).  Piquetés  a6c,  6cct,  ils  sont  donc 
honiotaxiques  {Ibid.^  III),  c'est-à-dire  enchaînés  (3,  II); 
et  de  même,  pour  c,,  aj,  pour  a,,  G,. 

Si  [t^c],  pour  fixer  les  idées,  est  le  côté  essentiel  du 
contour,  auquel  est  intérieur  le  sommet  o  d'un  angle 
interne  facultatif  o,  le  piquetage  Goc  rend  celui-ci 
homotaxique  à  sa  partie  G.^a,  antitaxique  par  suite 
à  ac6.  Or,  dans  le  triangle  ai-s  (comme  dans  le 
triangle  aGc  tout  à  l'heure),  les  angles  aGc,  aoG  sont 
anlitaxiques.  Donc  Goc,  antitaxique  à  txoG  qui  l'est  à  cd^c^ 
est  homotaxique  à  aGo  s'écrivant  ci.{-<c  tout  aussi  b'.en. 
On  en  conclut  l'enchaînement  de  ces  angles  notés  C), 
G,  au  début,  puis  de  tout  angle  interne  facultatif  à  tout 
angle  interne  essentiel,  finalement,  celui  de  deux  angles 
quelconques  de  la  première  sorte  [Ibid.). 

Un  angle  externe  quelconque  est  déchaîné  aux  in- 
ternes, parce  qu'il  est  tel  relativement  à  son  biadja- 
cent  qui  est  interne,  parlant  à  tous  les  autres.  El  il  est 
ainsi  enchaîné  à  tout  externe  (Ibid.), 

D'après  cela,  /es  chaînes  d'angles  de  notre  contour 
triangulaire  sont  composées,  l'une  des  internes^ 
l'autre  des  externes. 

[A.  peine  est-il  besoin  de  mentionner  que  nos  angles 
internes  essentieissont  ceuxproprement  dits  (intérieurs) 
du  triangle  aGc  C^âi*).  Mais  un  angle  externe  essentiel 
n'est  pas  un  angle  extérieur  ;  il  est  la  somme  géométrique 
des  trois  jumeaux  de  langle  interne  (14-2*),  savoir  son 
opposé  au  sommet  el  l'angle  extérieur  pris  deux  fois.] 
3°  L'internat  du  contour  G  est  compris  dans  l'in- 
térieur de  tout  angle  interne,  et  son  externat  com- 
prend celui  de  tout  angle  externe. 

Car  un  point  de  l'internat  appartient,  par  définition, 
aux  trois  demi-plans  ^ca..^  ctG,  a6c,  en  particulier  aux 
deux  d'entre  eux,  ou  au  seul,  qui  définissent  l'intérieur! 
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d'un  angle  interne  essentiel  (133*),  ou  faeultalif  (i°). 
Et  un  point  intérieur  à  un  angle  externe  appartient  à 
un  on  deux  des  opposés  à  ceux  ou  à  celui  des  mêmes 
demi-plans  qui   définissent  l'angle  interne  biadjacent. 

II.  Quand  an  segment,  [non  nul)  [A-B]  n'a  aucun, 
point  commun  a^'cc  le  contour^  ses  extrémités  et 
autres  points  sont  tous  placés  d'un  même  côté  de 
lui  {cf.  5,  IV,  inf.). 

1°  Si  un  point  O  appartient  à  V internat  du  con- 
tour, un  autre  U  à  son  externat.,  le  segment  [OU] 
traverse  le  contour  en  un  point  unique. 

Le  point  O  étant  intérieur  aux  angles  internes  ai,  ti(, 
C)  (I,  3°),  les  demi-droites  aO,  1^0,  cO  le  sont  aussi 
(133*,  II),  coupent  en  conséquence,  en  des  points 
intérieurs,  a,  ^,  y,  les  segments  [Gc],  [cit],  [aG]  qui 
sous-tendent  ces  angles  (/6/V/.,  IV).  En  même  temps, 
leur  concours  O  est  tel  pour  les  segments  [aa],  [G^], 
[cy]  qui  les  sous-tendent  encore  (Ibid.).,  ceci  en- 
traînant l'opposition  du  demi-plan  OGa,  par  exemple,  à 
Ofia  identique  à  06c,  semblablement  celle  de  OcG  à 
Oca,  c'est-à-dire  la  juxtaposition  extérieure  des  angles 
saillants  aOG,  GOc  |)ar  leur  côté  commun  OG,  celle 
de  GOc,  cOa  par  Oc,  puis,  pour  ces  trois  angles,  la 
propriété  d'avoir  l'angle  replet  de  sommet  O  pour 
somme  géométrique,  puisque  le  second  côlé  du  der- 
nier s'applique  en  Oa  sur  le  premier  côté  du  premier. 
Il  en  résulte  que  toute  demi-droite  issue  de  O,  en  par- 
ticulier OU,  est  placée  à  l'intérieur  de  l'un  de  ces  trois 
angles,  ou  bien  sur  un  de  leurs  côtés. 

Si  OU  est  intérieure  à  GOc  par  exemple,  elle  coupe 
en  quelque  point  intérieur  a'  le  segment  [(■<c^  (|ui 
sous-tend  cet  angle;  et  tout  point  intérieur  au  segment 
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rOa'l  apparlienl  à  rinleniat  du  contour,  parce  que, 
intérieur  ainsi  aux  angles  saillants  OSa',  Oca',  à  Gj,  c, 
par  suite,  dont  les  précédents  sont  de  simples  parties, 
il  est  tel  |)Our  chacun  des  trois  demi-plans  (>ca^  caG, 
aGc  dont  l'internat  du  contour  est  la  région  commune. 
Le  point  U,  étiangcr  à  l'internat,  l'est  donc  à  ce  seg- 
ment, et,  comme  il  est  placé  sur  la  demi-droite  OU, 
il  appartient  au  prolongement  du  même  segment  [Oa'] 
au  delà  de  a'.  Ce  point  a',  intérieur  ainsi  au  segment 
[OU],  est  donc  un  abord  entre  lui  et  le  contour,  le  seul 
existant,  parce  que  la  demi-droite  OU,  intérieure  à 
l'angle  GOc,  extérieure  par  suite  à  aOG,  aOc,  ne  ren- 
contre pas  les  côtés  [aG],  [ac]  sous-tendant  ceux-ci.  C'est 
une  traversée,  parce  que,  a'  étant  intérieur  à  [OU],  il  y 
a  opposition  entre  les  demi-droites  a'O,  a'U  qui  con- 
tiennent ses  amorces  [a'O],  [a'U]  sur  ce  segmenl,  puis 
entre  les  demi-|)lans  GcO,  GcU  contenant  ces  demi- 
droites,  c'est-à-dire  déchaînement  entre  ces  derniers 
considérés  comme  angles  facultatifs  du  contour  en  a' 
(3,  11^3°  et  IV,  2").  _ 

Si  OU  se  confond  avec  Oa  par  exemple,  tout  point 
intérieur  au  segment  [Oa]  appartient  à  l'internat  du 
contour,  comme  pour[Oa']  tout  à  l'heure;  efTectivement, 
ce  segment  sous-tcnd  les  angles  saillants  OGa,  Oca, 
parties  seulement  des  angles  G,,  c,,  ceci  plaçant  de 
même  le  point  U  sur  son  prolongement  au  delà  de  a. 
D'où  l'existence  d'un  abord  unique  en  a,  puis  son 
caractère  de  traversée,  provenant  du  déchaînement  des 
angles  essentiels  biadjacenls  a,,  aa  auxquels  les  demi- 
droites  aO,  aU  sont  respectivement  intérieures. 

2°  Notre  proposition  est  vraie;  car,  si  les  points  A,  B 
étaient  placés  de  part  et  d'autre  du  contour,  le  seg- 
ment [AB]  traverserait  celui-ci  (i"),  et  Thypothèse  serait 
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contredite.  Il  en  serait  de  même,  si  quelque  point  M 
intérieur  à  ce  segment  n'était  pas  placé  dans  la  même 
région  que  ses  extrémités,  parce  que  le  contour  traver- 
serait une  fois  chacun  des  segments  partiels  [AM],  [BM], 
deux  fois  par  suite  le  segment  total  [  AB]. 

3"  Ajoutons,  en  passant,  une  remarque  dont  nous 
aurons  besoin  plus  tard  : 

Quand  les  extrémités  du  segment  [OU]  appar- 
tiennent à  l'internat  du  contour^  tous  ses  autres 
points  s' y  trouvent  en  même  temps.  Conclusion  bien 
facile  des  considérations  du  sous-alinéa  i°. 

III.  La  pointe  m  d'un  cil  [m"*]  du  contour  <s> 
(3,  III)  appartient  à  son  internat  ou  à  son  externat, 
selon  que  le  cil  est  interne  ou  externe^  c' est-à-dire 
que  l'une  ou  l'autre  qualification  est  applicable  à 
Vangle  xux  du  contour,  auquel  le  cil  est  intérieur 
(I,  1^°)- 

i"  Si  l'angle  m^  est  externe,  son  intérieur  appar- 
tient à  l'externat  du  contour  (^Ibid.,  ^°),  et  il  en  est 
de  même  pour  la  demi-droite  mm  qui  y  est  placée, 
partant  pour  le  point  ?7i  de  celle-ci. 

2°  Quand  mj;  est  un  angle  interne  essentiel  a),  la 
demi-droite  am  qui  lui  est  intérieure  coupe  en  un  point 
intérieur  a  le  côté  [Gc]  qui  le  sous-lend,  et  son  point  m 
est  intérieur  au  segment  [^a];  car,  s'il  était  en  a  ou  sur 
le  prolongement  de  celui-ci  au  delà  de  a,  le  cil  [m/»  J 
contiendrait  le  pointa  du  contour,  ce  que  sa  définition 
ne  permet  pas.  Or,  Tintérieur  de  ce  segment  a|)partienl 
à  l'iniernat,  parce  qu'il  est  tel  relativement  à  chacun  des 
angles  6,,  Ci  (cf.  11,1");  son  point  m  fait  donc  partie 
de  cet  internat. 

3°  Supposons    enfin  que    m.,-  est   interne    facultatif, 
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cette    hypothèse   rendant   intérieur    à   un   côté  [Gc]   le 
pied  111  du  cil. 

Si  la  demi-droite  m/n,  qui  est  ainsi  dans  le  demi- 
plan  in-a,  passe  par  le  sommet  a,  on  recommencera  le 
raisonnement  ci-dessus  (2"),  à  cela  près  que  le  seg- 
ment [iiut]  et  son  prolongement  au  delà  de  a  prendront 
les  rôles  que  jouaient  [^a]  et  son  prolongement  au  delà 
de  a. 

Sinon,  elle  est  intérieure  à  l'un  ou  Tautre  des  angles 
saillants  tniux,  cnux,  au  |iremier  par  exemple;  et,  visi- 
blement, cet  angle  est  interne  essentiel  pour  le  contour 
triangulaire  aGnut,  en  même  temps  que  celui-ci  a 
encore  son  seul  point  m  commun  avec  notre  cil.  On  en 
conclut  que  le  segment  [m/?*]  est  un  cil  aussi  pour  le 
contour  auxiliaire,  jiuis  (1")  que  ce  point  m  appartient 
à  l'iulernat  )  aGma  J  de  ce  dernier,  à  celui  de  S  à  plus 
forte  raison.  ElTectivement,  tout  point  de  )  aGma  j  est 
intérieur  à  chacun  des  angles  saillants  lî|,  Gam,  et  ai, 
par  suite,  dont  le  précédent  n'est  qu'une  partie. 

IV.  I  "  La  partie  directe  de  notre  énoncé  est  vraie^ 
quand  le  chemin  C  n^ aborde  pas  le  contour  (0  =  o). 

En  prenant  pour  C  la  notation  explicite  OABC. 
. .  STU,  le  sommet  A  est  du  même  côté  de  {?  que  ()  parce 
que  le  segmeril  [OA]  ne  peut  donner  aucun  abord  (H); 
puis  B  que  A,  que  O  par  suite,  pour  cause  semblable 
concernant  le  segment  [AB];  puis  C  que  B,  A,  O,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  U,  eu  passant  par  . .  .S,  T. 

2"  Elle  l'est  encore  dans  le  cas  d' un  abord  unique 
existant  entre  nos  li<(/ies  Ç,  C,  c'est-à-dire  pour  0  =:  o 
(frôlement)  ou  =  i  (traversée). 

Soient  M...P  l'abord  considéré,  [Ml],  [l^t]]  ses 
amorces  sur  C  (3,  IV,  3"),  puis  OA  .  . .  l  et  UT. .  .q  les 
parties    du    chemin    comprises,    la   première   entre  O 
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et  l,  la  seconde  enlre  U  et  i\,  Fane  et  l'autre  n'ajant 
plus  d'abord  avec  le  contour  puisque  M.  ..P  en  est  un 
unique. 

S'il  s'agit  d'un  frôlement,  les  cils  [^H],  [P*l]  issus 
de  M,  P  sur  le  contour  G  sont  enchaînés  (3,  III,  IV), 
partant  tous  deux  internes  ou  tous  deux  externes, 
et  ceci  place  leurs  pointes  1,  i]  simultanément,  soil 
dans  |5;,  soit  dans  )GS^,  c'est-à-dire  d'un  même  côté 
de  (B(lbid.).  Les  points  0,U  sont  donc  en  même  relation 
avec  le  contour,  puisque,  les  chemins  partiels  OA. .  .1, 
UT. .  .1]  ne  l'abordant  plus,  O  est  du  même  côté  que  l, 
et  U  que  i]  (i'^). 

Raisonnement  tout  semblable  en  cas  de  traversée, 
sauf  que  les  cils  [Ml],  [P»î]  sont  alors  déchaînés,  par 
suite  l'un  interne,  l'autre  externe  ;  qu'ainsi  leurs 
pointes  l,  i^  sont  de  part  et  d'autre  de  S,  et  ceci  assure, 
comme  tout  à  l'heure,  les  mêmes  positions  relatives 
àO,  U. 

3'^  EUe  est  vraie  dans  tous  les  cas. 

Par  des  points  étrangers  au  contour  5,  découpons  le 
chemin  (C  en  tronçons  contenant  chacun  un  seul  abord, 
et  faisons-le  décrire,  de  O  à  U,  par  un  point  mobile  m 
(217*).  Disons,  en  outre,  que  VX  franchit  un  abord 
quand  il  parcourt  en  entier  le  tronçon  dont  celui-ci  fait 
partie,  puis,  qu'en  passant  de  l'un  à  l'autre  quelconque 
des  poinis  de  coupure,  il  remniénage  si  ces  points 
sont  d'un  même  côlé  de  5,  i\\\\\ déménage  s'ils  sont  de 
part  et  d'autre. 

Gomme  ainsi,  chaque  fois  qu'il  franchit  un  abord, 
m  remménage  ou  déménage  selon  que  celui-ci  est  un 
frôlement  ou  une  traversée  (2°),  son  déplacement  total 
de  O  à  U,  quel  que  soit  le  nombre  des  frôlements 
franchis,  opérera  finalement  un  remménagcment  quand 
le  nombre  des  traversées  franchies  sera   pair,  un  dénié- 
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nagement  quand  il  sera  impair.  En   supposant  donc  O 
intérieur  à  ;ê!,  U  le  sera  également  si  h  est  pair,  mais 
intérieur  à  |<Si     s'il  est  impair.  Et  semljlablement,  dans 
l'autre  supposition. 

4"  Notre  énoncé  est  de  ceux,  fort  nombreux,  dont  la 
réciproque  est  une  conséquence  immédiate  de  la  partie 
directe,  pour  la  seule  raison  que  les  éventualités 
devenant  tour  à  tour  les  hypothèses  de  celle-ci  (  la 
parité  ou  l'im|)anté  du  noml)re  h  dans  le  cas  présent) 
sont  contradictoires,  et  que  chacune  d'elles  conduit  à 
une  conclusion  incompatible  avec  les  autres. 

0.  Toute  ligne  x ,  soit  intenninée.  soit  fermée 
(2, 1,  2",  3°),  découpe  le  plan  de  nos  tracés  en  deux 
régions  continues  (109*,  II),  ou  rives,  qui  ne  pré- 
sentent aucun  point  commun  (sauf  ceux  de  la  ligne, 
dans  certaines  acceptions  des  mots). 

Avec  tout  chemin  dont  les  extrémités  lui  sont 
étrangères,  le  nombre  de  ses  traversées  est  pair,  si 
ces  extrémités  appartiennent  à  une  même  rive, 
impair,  s'il  en  est  autrement. 

Entre  deux  extrémités  de  cette  sorte,  et  selon 
<ju'elles  se  trouvent  dans  une  même  rive  ou  non,  on 
peut  tracer  un  chemin,  sans  abord  avec  la  ligne  dans 
le  premier  cas,  en  présentant  un  seul  dans  le  second, 
celui-ci  étant  une  traversée  réductible  à  un  point 
unique. 

1.  Entre  la  ligne  considérée  et  un  contour  trian- 
gulaire quelconque^,  les  traversées  sont  toujours  en 
nombre  pair  [cf.  8,  inf.). 

V'  Si  elle  est  interminée,  nous  v  marquerons  un 
p(jint  C  étranger  au  contour  C,  à  partir  duquel,  sur  elle 
-et  dans  un  sens  constant  (217*),  nous  ferons  mouvoir 
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incléfininient  un  point  mobile  111.  En  verUi  de  la  res- 
Iriclion  du  n"  2,  T,  2",  ce  point  atteindra  sûrement  une 
position  11,  en  et  au  delà  de  laquelle  il  n'en  prendra 
aucune  appartenant  au  contour  cî  ou  à  son  internat  (4)^ 
ne  cessant  plus  ainsi  d'être  placé  dans  son  externat. 

Une  marche  semblable,  à  partir  de  C  toujours,  mais 
dans  le  sens  opposé  maintenant,  fera  découvrir  pour  lit 
une  autre  position  U  jouissant  des  mêmes  propriétés 
queO;  et  la  partie  oeVL  de  la  ligne  %,  que  donne  la  sou- 
dure, en  C,  des  chemins  C0,  Cil  décrits  successivement 
par  m,  contient  la  totalité  de  ses  abords  avec  S,  en 
même  temps  que  les  extrémités  de  ce  chemin  sont 
placées  toutes  deux  dans  l'externat  de  celui-ci,  c'est- 
à-diie  d'un  même  côté  de  lui.  Or  cette  dernière  cir- 
constance impose  la  parité  au  nombre  des  traversées 
avec  ce  contour,  tant  de  X  que  de  sa  partie  précitée 
(Ibid.). 

2"  Si  la  ligne  »  est  un  second  contour,  son  ouverture 
en  quelque  point  étranger  au  premier  G  (2,  I,  3°)  la 
change,  sans  modification  dans  les  abords,  en  un 
chemin  dont  les  extrémités,  puisqu'elles  se  confondent^ 
sont  placées  d'un  même  côté  de  Ç,  et  la  conclusion 
précédente  (1°)  s'impose  encore  une  fois  (4). 

II.  Relativement  à  la  ligne  considérée,  nous  dirons 
provisoirement  que  deux  |Doints  ne  lui  appartenant 
pas  sont  assortis  ou  désassortis,  suivant  que  le  nombre 
des  traversées  existant  enlre  elle  et  le  segment  recti- 
ligne  qu'ils  limitent  est  pair  ou  impair  (la  restriction 
du  n"  2, 1,  2",  rend  impossible  l'illimitation  de  ce 
nombre). 

Trois  points  /»,  /??, ,  ni2  étrangers  à  %  étant 
marqués  arbitrairement,  les  relations  de  ce  genre 
entre  V un  d'eux  quelconque  m  et  chacun  des  autres 
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/;2i,  m-i  sont  homonymes  ou  hétéronymes,  selon  qu'il 
y  a  assortiment  entre  ces  derniers,  ou  désassortiment. 
Soient  9,  0,,  Oo  les  nombres  des  traversées  données 
par  les  segments  [/;?|/??2]i  Y'^^\'^^\^  [/?ij/>?]  respecti- 
vement, et  n  (jiielqne  nomlire  pair.  On  a 

(2)  0^0,-^62=11, 

parce  que  cette  somme  est  le  nomlire  total  des  traversées 
de  notre  ligne  et  du  contour  triangulaire  mm^  m-^m  (I), 
puis,  par  suite, 

0,-^0.=  n  —0. 

Si  n^^,  m-,  sont  mutuellement  assortis,  8  est  pair, 
n  —  h  également,  et  cetle  égalité  montre  que  0, ,  O2  sont 
tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs,  c  esl-à-dire  qu'à 
chacun  de  ces  deux  points,  simultanément,  m  est 
assorti  dans  le  premier  cas,  désassorti  dans  le  second. 

Si  les  mêmes  points  sont  au  contraire  désassortis, 
6  est  impair.  Il  —  0  en  même  temps,  et,  en  vertu  de  la 
même  égalité,  l'un  des  nombres  8,,  Oo  est  paii',  l'autre 
impair,  ceci  marquant  rpie  m  est  assorti  à  l'un  de  ces 
points  mais  désassorti  à  Tautre. 

Ce  raisonnement  exige  que  les  points  m,  /;?,,  /;«o  ne 
soient  pas  en  ligne  droite;  autrement,  le  contour 
mm,m2m  serait  enchevêtré  et  ne  laisserait  plus  prise 
ainsi  au  théorème  du  n"  4.  Mais  alors,  l'un  des  trois 
segments  considérés  serait  la  somme  (géométrique)  des 
deux  autres,  l'un  des  nombres  0,  0, ,  O2  serait  égal  à  celle 
(arithmétique)  des  deux  autres,  et  par  là  l'égalité  (2) 
subsisterait. 

lll.  Tous  les  points  étrangers  à  notre  ligne  se 
groupent  en  deux  ensembles  ne  présentant  aucun 
point  commun,  tels,  en  outre,  que  deux  points  d'un 
même  ensemble   sont   toujours   assortis,   que   deux 
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points  appartenant  à  l'un  et  à  l'autre^  respectu'e- 
ment^  sont  toujouis  désassortis. 

1°  Un  tel  point  P  ayant  été  pris  arbitrairement, 
les  deux  ensembles  formés,  V  un  \V\apar  lui  et  tous 
ceux  qui  lui  sont  assortis,  l'autre  ;  P  '.a par  ses  désas  - 
sortis,  embrassent  dans  leur  réunion  la  totalité  des 
points  étrangers  à  la  ligne,  sans  qu'un  même  de 
ceux-ci  appartienne  jamais  à  tous  deux.  C'est  évi- 
dent. 

2"  Dans  un  même  ensemble.,  deux  points  sont 
toujours  assortis.  (>ar,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  leurs 
relations  avec  P  seraient  Ijéléronymes,  au  lieu  de  con- 
sister la n lot  en  deux  assortiments,  tantôt  en  deux  désas- 
sorliments  (\). 

Mais.,  appartenant  à  l'un  et  à  l'autre,  respecti- 
i'cment.,  ces  points  sont  toujours  désassortis.  Car, 
autrement,  leurs  relations  avec  P  seraient  homonjmes 
au  lieu  d'être  un  assortiment  et  un  désassortiment. 

3"  J3'après  cela,  il  y  a  identité  entre  l'assortiment, 
le  désassortiment  de  deux  points,  et  leur  situation,  soit 
dans  un  même  ensemble,  soit  dans  l'un  et  l'autre, 
respectivement. 

Enfin,  rien  n'est  plus  facile,  en  théorie,  que  la  déter- 
mination des  points  apjjartenant  à  chaque  ensemble 
sur  toute  sécante  issue  du  point  P,  comme  ensuite  de 
tout  autre  en  relation  connue  avec  celui-ci,  opération 
dont  la  construction  effective  des  deux  ensembles  n'est 
que  la  réitération  indéfinie. 

IV.  Quand  aucun  des  points  d' un  chemin  n'est 
situé  sur  la  ligne,  tous  appartiennent  à  un  même 
ensemble. 

Pour  un  simple  segment,  il  suffit  d'observer  que  le 
nombre  de  ses  traversées  comprises   entre  deux  quel- 
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conques  de  ses  points  se  réduit  à  zéro,  nombre  pair, 
et  qu'ainsi  ces  points  sont  toujours  assortis  (HI). 

Pour  tout  autre  chemin,  on  raisonnera  comme  au 
n*^  4,  IV,  I". 

V.  Quand  deux  cils  de  notre  ligne  sont  enchaînés 
(3,111),  leurs  pointes  peuvent  être  réunies  par  un 
chemin  sans  abord  avec  elle^  appartiennent  par 
suite  à  un  même  ensemble  (IV). 

i"  Considérons  en  premier  lieu  deux  tels  cils  de  même 
pied  111,  notés  en  conséquence  [lit/??'],  [itt/;/],  et  sup- 
posons saillant,  en  outre,  l'angle  partiel  m' lit  m"  découpé 
par  les  demi-droites  WXm',  WXm"  dans  l'angle  de  la  ligne 
en  m,  auquel  toutes  deux  sont  intérieures. 

Comme,  à  l'exception  de  111,  les  côtés  [lllw?'],  [lit/;?"] 
du  triangle  m'VXm"  n'ont,  par  hypothèse,  aucun  point 
intérieur  ou  extrême  en  commun  avec  la  ligne,  on 
aperçoit  sans  peine  qu'en  vertu  de  la  restriction  du 
n°  2,  I,  2",  il  est  possible  d'assigner,  sur  [lltm"]  par 
exemple,  un  point  y''  assez  voisin  de  111  pour  que  le 
segment  [/'^'[J^"]  ne  rencontre  pas  la  ligne. 

D'ailleurs,  le  segment  [ij."/??"]  ne  la  rencontre  pas  non 
plus,  parce  que,  des  deux  parties  en  lesquelles  [llt/n"] 
est  découpé  par  y.",  il  est  celle  qui  ne  contient  pas  ni. 
Le  chemin  ////jj."/?/' réunit  donc  m'  à  m"  dans  les  con- 
ditions voulues. 

2°  Si  l'angle  partiel  m'WXm"  (i°)  est  neutre  ou 
rentrant,  la  demi-droite  111  m'°^  d'un  cil  intérieur  auxi- 
liaire de  même  pied  [lllm^"^]  pourra  toujours  le  décom- 
poser en  deux  angles  saillants.  On  obtiendra  donc  un 
chemin  de  la  nature  voulue,  en  soudant  ceux  qui  joi- 
gnent ainsi  m'  à  m'"^,  puis  m"'  a  m"'  (»")• 

3°  Considérons  ensuite  deux  cils  enchaînés  [llt//î], 
[tt/î],  dont  les  pieds  111,  it  sont  distincts  et  chacun  à 
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l'intérieur  ou  à  rexlrémité  d'un  même  côté  de  la  ligne; 
en  outre,  supposons  tous  deux  saillants  les  angles  nui/n, 
ninn  qu'à  partir  de  leurs  côtés  mn,  mil,  les  demi- 
droites  mm,  n/i  détachent  des  angles  m^-,  U^-de  la  ligne, 
auxquels  elles  sont  intérieures. 

L'enchaînement  supposé  des  angles  in^c,  Wr  impose 
aux  demi-droites  lit/»,  n/«  des  positions  intérieures  à  un 
même  demi-plan  d'arête  lltU.  En  nommant  effective- 
ment ml,  up  les  côtés  des  mêmes  angles,  autres  que 
mn,  nm,  il  y  a  homotaxie  entre  Ulr,  Uj;  j)iquetés  llltU, 
ntnp  (3,  1,  i"),  puis,  par  suite,  entre  leurs  parties  pré- 
citées, sous  les  notations  wzllin,  mnn  [Ibid.^  2").  D'où 
l'antitaxie  des  mêmes  parties  piquetées  maintenant 
nmm,  \H\\n  (178**),  puis,  la  situation  de  leurs  seconds 
côtés  VXin^  Wn^  dans  un  même  demi-plan  d'arête  ntn, 
parce  qu'ils  sont  saillants  et  que  leurs  côtés-ori- 
gines ntn,  Itllt  sont  appliqués  sur  une  même  droite  lltn 
dans  des  directions  opposées  (Ibid.). 

11  en  résulte  qu'une  demi-droite  allant  de  Xi  à  un 
point  indéterminé  |ji.  de  [lit/?/]  appartient  toujours  à  ce 
demi-plan,  puis,  qu'on  peut  prendre  tj.  assez  voisin 
de  îlt  pour  qu'elle  soit  intérieure  à  l'angle  précité  \\\\\n, 
puis  encore,  en  vertu  de  la  restriction  déjà  invoquée 
(2,1,  2°),  que  ce  rapprochement  peut  être  poussé  assez 
loin  pour  placer  [j.  en  une  position  m  soustrayant  le 
côté  [n/?/]  du  triangle  m'itttt  à  tout  abord  avec  la  ligne 
(n  étant  comme  toujours  excepté),  c'est-à-dire  faisant 
de  ce  côté  un  cil  auxiliaire  de  pied  n.  Et  ce  nouveau 
cil  [nm']  est  enchaîné  à  [n«],  car,  étant  intérieure  à 
l'angle  VXXXn,  sa  demi-droite  Win'  l'est  à  plus  forte  raison, 
comme  Wni,  à  l'angle  n^  dont  le  précédent  n'est  qu'une 
partie. 

Pour  joindre  m  à  n  dans  les  conditions  voulues,  il 
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sudil  donc  d'adjoindre  au  segment  [/?i/?i']  qui  les 
remplit  visiblement,  comme  [jj."/;?"]  tout  à  l'heure  (i"), 
le  chemin  réunissant /?i'  à  n  dans  les  mêmes  conditions 
{Ihid.). 

4"  Si  les  angles  Ulll/??,  lUU/z  précités  sont  rentrants 
tous  deux,  des  cils  auxiliaires  [lll///],  [U//],  dont  les 
deini-droiles  divisent  chacun  d'eux  en  deux  angles 
saillants,  seront  visiblement  enchaînés  à  [lU«/],  [*^/«], 
respectivement,  l'un  à  l'autre  par  suite,  et  il  ne  reste 
qu'àjoindre,  dans  les  conditions  voulues,  ma  m'  (i°), 
puis  m'  à  n'  (3°),  puis  n'  à  n  (i°). 

5"  Si  enfin  les  cils  en  question  [lll/??],  [U/*]  sont 
f[uelconques,   on    |)eut    visiblement   leur   en   adjoindre 

d'autres  en  nombre  limité,  [p/.-'],  [P"/>"]i  •••  ^  L^^^^V^'^^]' 
qui  soient  enchaînés  à  tous  deux,  mutuellement  en 
conséquence,  tels  en  outre  que,  dans  la  suite  [lU/>?], 
[p'/>'], .  . . ,  [p'*^/>'*^],  [n«],  deuxconsécutifs  aient  leurs 
pieds  toujours  placés  sur  un  même  côté  de  la  ligne. 

Pour  obtenir  le  chemin  dont  l'existence  est  aHirmée 
par  l'énoncé,  il  suffît  donc  de  souder  ensemble  ceux 
de  même  nature  qui  joignent  m  à/>',  puis/?'à/>",  puis 
finalement  p^*^  à /i  {^"). 

VI.  Quand  il  s'agit  de  deux  cils  déchaînés^  leurs 
pointes  peuvent  être  réunies  par  un  chemin,  sans 
autre  abord  avec  la  ligne  qu'une  traversée  consis- 
tant en  un  point,  et  elles  appartiennent  aux  deux 
ensembles  respectivement. 

i"  De  ces  deux  cils  [lll//?],  [U/?],  si  l'un  \\\n\  est 
intérieur  à  un  angle  de  la  ligne,  saillant  ou  neutre, 
nommons  [H/?']  un  cil  auxiliaire  dont  la  demi-droite  Wii 
est  opposée  à  U/i,  cil  visiblement  déchaîné  à  [H/î],  en- 
chaîné par  suite  à[lU//?].  Le  segment  [/*'«]  n'abordanl 
la  ligne  que  pour  la  traverser  eu  U,  sa  soudure  avec  wn 


\ 
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chemin   joignant    m    à    n'   sans    aborder   celle-ci  (V) 
fournit  immédiatement  celui   que   notre  énoncé   men- 
tionne. 

Les  cils  [tn«i],  [U/?]  étant  enchaînés,  l'ensemble  qui 
contient /«'  contient  tn  aussi  (lùid.),  mais  il  ne  contient 
pas  n,  parce  que  le  segment  [/'"']  traverse  la  ligne  une 
fois  seulement,  savoir  en  n  (III). 

'2°  Si,  au  contraire,  [H/?]  est  intérieur  à  un  angle 
rentrant,  nous  tracerons,  du  même  pied  U,  un  premier 
cil  auxiliaire  [U/i']  intérieur  à  l'opposé  au  sommet  du 
biadjacent  de  cet  angle,  et  un  deuxième  [U//]  de  demi- 
droite  opposée  à  \\n'.  Visiblement,  ces  deux  cils  sont 
déchaînés  mutuellement,  mais  enchaînés  à  [U/î],  [lll/zi] 
respectivement.  On  pourra  donc  (i")  construire,  de  m 
à  n' ,  en  passant  par  n",  un  chemin  /n  . . .  n" n'  sans  autre 
abord  qu'une  traversée  en  U,  puis  (  \  )  joindre  n'  à  n 
par  un  autre  n'oilrant  aucun  abord.  La  réunion 
m...n"/i'n  de  ces  deux  chemins  donnera  celui  qui  est 
visé  par  l'énoncé;  7?i,  n  appartiennent  à  des  ensembles 
différents,  parce  qu'il  est  ainsi  pour  n',  n" ,  comme  ci- 
dessus  (i")  pour  Ji\  n,  tandis  que  /i,  n'  sont  dans  un 
même  ensemble,  m,  n"  dans  l'autre. 

ML  Considérons  maintenant  deux  points  quel- 
conques /?i,  n  d'un  même  ensemble  ]%  [x- 

Si  le  segment  [/f>/)]  n'ai)orde  pas  la  ligne,  tous  ses 
points  appailiennent  à  cet  ensemble,  qui  comprend  ses 
extrémités  (IV). 

Si,  au  contraire,  il  existe  des  abords,  soient,  parmi 
tous  leurs  points,  lit,  U  les  plus  rapprochés  de  m,  n 
respectivement.  Les  segments  [lll/^?],  [««]  sont,  pour 
la  ligne,  des  cils  de  pieds  m,  U,  puisqu'ils  n'ont  que  ces 
points  communs  avec  elle;  et  ces  cils  sont  enchaînés, 
parce  que,  s'ils  étaient  déchaînés,  leurs  pointes  nt,  n 
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n'appartiendraient  pas  toutes  deux  à  l'ensemble  consi- 
déré (^  I),  contrairement  à  ce  qui  a  été  supposé. 

Entre  ces  pointes  prises  pour  extrémités,  l'observa- 
tion de  l'alinéa  V  assure  ainsi  la  possil)ilité  de  tracer  un 
chemin  £  sans  abord  avec  la  ligue,  dont  tous  les  points 
par  suite  (^I\  )  appartiennent  en  totalité  (extrémités 
comprises)  à  un  même  ensemble,  savoir  j  X  [xi  parce  que 
celui-ci  comprend  par  hvpolhèse  chacune  des  extré- 
mités/??,/?  du  chemin.  Cet  ensemble  constitue  donc  une 
figure  continue,  puisque  tout  chemin  tel  que  [/;?/?]  ou  S 
peut  être  décomposé  en  côtés  facultatifs  dont  la  peti- 
tesse est  arbitraire  (2,111),  (109*,  II). 

C'est  pourquoi  nous  donnerons  le  nom  de  J'ives  de 
la  ligne  jT  aux  deux  ensembles  de  points  que  nous  ve- 
nons d'étudier. 

VIII.  Ainsi  qu'au  n°  4,  IV,  3",  où  un  contour  trian- 
gulaire jouait  le  rôle  de  notre  ligne  i  ici,  représentons 
par  OA . . .  IM  .  . .  Pi] .  . .  TL  un  chemin  offrant  avec  elle 
un  seul  abord  M.  .  .P  dont  Ml,  Pi|  sont  les  amorces  sur 
lui,  chemin  décom|>osable  ainsi  en  trois  parties,  OA. . .  l^ 
lM...Pp,  ilTU.  dont  la  première  et  la  troisième 
n'abordent  plus  la  ligne. 

Pour  celle-ci,  les  amorces  précitées  étant  des  cils,  en- 
chaînés s'il  y  a  frôlement,  déchaînés  s'il  y  a  traversée 
(3,^,3"),  leurs  pointes  l,  i]  sont  intérieures  à  une 
même  rive  (VII)  dans  le  premier  cas  (V),  intérieures 
à  l'une  et  à  l'autre  respectivement  dans  le  second  (^VI); 
et,  de  la  nature  des  chemins  partiels  I...AO,  1I...TU 
qui  a  été  mentionnée,  il  résulte  c|ue  ces  situations 
relatives  des  points  l,  i]  en  imposent  de  mêmes  noms 
à  leurs  autres  points  extrêmes  O,  U  (IV). 

Il  suffit  maintenant  de  poursuivre  le  raisonnement 
comme  au  n°  4,  IV,  3°,  pour  achever  la  démonstration 
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de  la  partie  de  notre  théorème  que  formule  le  deuxième 
alinéa  de  son  énoncé. 

IX.  Nommons  enfin  m,  /i  deux  points  quelconques 
étrangers  à  la  ligne. 

i"  S'ils  appartiennent  à  une  même  rive,  l'opération 
expliquée  tout  à  Thenre  (VII)  procurera  leur  jonction 
par  un  chemin  sans  abord  et  tracé  tout  entier  dans  cette 
rive. 

2"  Sinon,  et  cela  arljitrairement,  on  tracera,  d'un 
même  point  t  de  la  ligne,  deux  cils  déchaînés  [t;j.],  [tvj 
dont  les  pointes  a,  v  appartiennent  par  suite  à  l'une  et 
à  l'autre  rive  respectivement  (VI);  et,  d'après  cela,  on 
peut  supposer  /»,  'j.  dans  une  même  rive,  /z,  v  dans 
l'autre.  De  m  à  ul,  de  /i  à  v,  on  pourra  donc  tracer  des 
chemins  ni...'^.,  n .  .  .y  sans  abord  avec  la  li2ne  (i"). 
D'autre  pari,  la  réunion  des  deux  cils  donne  un  troisième 
chemin  à  deux  côtés,  tjt.tv  ne  faisant  que  le  traverser  au 
point  t.  En  soudant  ces  trois  chemins,  on  obtiendra 
donc,  en  /»  .  . .  jj-tv  .  . . /?,  celui  dont  Texistence  est 
affirmée  par  les  derniers  mots  de  notre  énoncé. 

5  l^is.  L'existence  des  deux  rives,  mutuellement  op- 
posées peut-on  dire,  que  sépare  ainsi  toute  ligne  »  in- 
terminée ou  fermée,  est  l'extension  à  un  cas  ti'ès  large 
de  la  notion  des  deux  régions  continues  (demi-plans 
opposés),  en  lesquelles  le  plan  est  découpé  par  une 
droite,  la  plus  simple  qui  soit  concevable  parmi  les 
lignes  de  cette  sorte.  Un  bien  facile  examen  de  l'en- 
chaînement des  idées  fera  ressortir,  en  passant,  le  ca- 
ractère primordial  appartenant  à  celte  notion  dans  la 
Géométrie  topographique  du  plan  (cas  d'intersection 
des  droites,  définition  des  bandes,  angles,  aires  polygo- 
nales, etc.),  à  l'égal  de  celles  de  demi-droites,   demi- 
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espaces,  dans  les  spéculations  de  ce  genre,  restreintes 
au  domaine  d'une  droite,  ou  bien  étendues  à  la  totalité 
de  Tespace. 

(A  suivre.) 


[Dla] 

TIIÉOKÈMES  SIR  LES  LIMITES; 

Par  m.  L.  DESAINT. 


Voici  quelques  théorèmes  dont  les  derniers  n'ont 
pas  encore  été  donnés,  il  me  semble,  et  qui  sont  faciles 
à  appliquer  : 

Si,  à  partir  de  z  =  a^,  la  fonction 

est  croissante, 

/'  z  ) 

restant  inférieur  à  i   quand  z  augmente  indéfini- 
ment., la  suite  de  nombres  positifs 

Ua,     «1,      11-2,      .  .  .,     n,i         («!>  Mo), 
oii  deux  termes  consécutifs  satisfont  à 

tond  vers  une  limite. 

i^es  fpianlités 

"o,      "i,      ... 
croissent. 

En  efifet,  admettons 

Un>  Un-  \ 


(   on    ) 

pour  tous  les  indices 

n  =  i, 

n  =  "î 
jusqu'à  /i. 

Il  est  facile  de  démontrer  que 

A  cause  de  la  fonction /(5)  et  de  sa  croissance, 

fd'n)  >  f(lt,i-l) 

et 

Un+1>  Un- 

Ensuite  constatons  que  les  n  ne  peuvent  augmenter 
indéfiniment.  Sans  quoi, 

iiji 
devenant  inférieur  à  i , 

»»  +  ! 

qui  lui  est  égal,  devient  inférieur  à  i,  ce  qui  est  con- 
traire à  la  première  partie  de  la  démonstration. 
La  limite  ).  des  ii  est  d'ailleurs  racine  de 

x  =  f{x) 

si  la  fonction  f{x)  non  seulement  est  croissante,  mais 
est  aussi  continue. 

On  peut  donner  un  énoncé  plus  large  • 

Si 

Uo,      «1,       ....      U,i-i,       ...  (ui>  «o) 

forment  une  suite  de  quantités  admettant  une    loi 
de  récurrence 

'f(«<«-l)  =  filin), 

/(:;)  et  C2  étant  des  fonctions  croissantes  à  partir  de 
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;  =  n^^,  les  ordres  d'infinitude  de  î2(^)  et /{z)  étant 
différents,  celui  de  'f  (:;  )  étant  plus  grand  que  celui 
de  f(  z)  si  z  est  V  infiniment  grand  principal,  la  suite 
des  u„  tend  vr/s  une  /imite. 

Je   vais    faire  voir  que.   en  supposant  les   termes  u 
croissant  jusqu'au  ternie  u,i__i,  on  a  encore 

Essayons  l'Iivpothèse  contradictoire 

"/(<  lin    l- 

Dans  ces  conditions 

r''"n-l)  =  /'  "'(  )<  [.A««-l)  =  'fl  ««--2  )], 

d'après  notre   liypotlièse   de  la  croissance  de  la  fonc- 
tion f(z). 
l^areillement 

'i(lin-l)>  ^iUn-2), 

à  cause  de  la  propriété  de  '-^{z). 

Les  deux  inégalités  qui  précèdent  se  contredisent. 

Les  quantités  u,i  vont  en  croissant. 

Il  reste  à  montrer  que  les  u  restent  finis. 

Si  u,i  augmentait  indéfiniment,  alors 

f(Un)>/[ii,t^i)  =  X«,^_,  (i-f-e), 

a  étant  Tordre  d'infinitude  de  f{:-\  pour  c  inlini. 
Pareillement 

Or 

/(lin)  =  <?(««-l), 

d'où 

Or,  l'ordre  d'infinitude  a  est  plus  grand  que  ^;  cette 
égalité  deviendrait  impossible  pour  ««_i  infini. 


(5i3  ) 
Il  n'est  pas  difficile  d'aller  encore  plus  loin  en  re- 
marquant au  préalable  que   la   limite    précédente    est 

solution  de 

f{x)  =  o{x). 

Etant  donné  un  ensernble 

«0,        «,        "l,         "/,, 

déterminé  par  la  loi  de  récurrence 

f(x,j-,  V,  ...)  étant  une  fonction  croissante  des 
variables  x,  y,  ...,  quand  celles-ci  croissent  simul- 
tanément, les  inégalités 

O  <  »o  <   «1  <  Ui  <  .  .  ,  <  «/, 


ayant   lieu,  et  la  fonction  f{x,  y,  z,  . . .)  donnant 


lieu  à  r inégalité 


pour  z  infini,  les  quantités 

Uq,        l<l,        "2,        .  .  ..        ll„ 

tendent  vers  une  limite. 

Supposons  que  les  quantités  //„,  «i ,  .  .  . ,  u,i-\  aillent 
en  croissant. 

Les  quantités  qui  sui\ent  donneront  lieu  à 

Uii>  Un-i- 

Kenq:)laçons  Un  par 

"«  =  /'  ««-lî  "/i-2,  •  •  •  1  ««  a)- 
Pareillement 

iin-l  —  fdln-'ii  li„-3,  .  .  .,  «n-A-l)- 
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Comme 


on  en  déduit 
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lfn-l>  lhi'2, 
Hn^-2>  "«-3, 


à  cause  de  la  croissance  de  la  fonction  /(^,y,  z,  .  .  ,). 

Il  nous  reste  à  montrer  que  les  quantités  Un   l'estant 
finies. 

Envisageons 

lin  +  l  /"•  "'!■  ""     un   ■  •  ■:  I'-  k  +  \)       ,  /(  U«,  Un-  t' n) 

=  ■ — <    > 

IJ.„  U„  Un 


à  cause  de  la  croissance  de /'(^,  y,  .  .  ,). 
Comme  pour  z  infini 


f{z,z,  ...) 


<I, 


il  n'est  pas  admissible  que  Un^\  augmente  au  delà    de 
toute  limite,  car  nous  savons  que 


Un+\ 
Un 


à  cause  de  la  croissance  des  //. 

Nous  allons  envisager  le  cas  où  deux  suites 


«0,        "l, 


,       Vie 


se  présenteraient  assujctlics  aux  conditions  suivantes  : 

U,t  =  fi(u„-i,  Un-i,    .  •  .,  »«-/.-,  i'n-l-,   ■  •  ■■,  V,i-k')i 
V,i  ^=  /i{Un-\^  Un-»,  •  .  .,  l'/i-l,  «'«-/.■)) 

eu   supposant    les   fonctions  /"i  (a;,  jy,  .  .  .  ^  x' ,  y\  .  .  .) 
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el/2  croissantes,  et  de  plus 


et 


0  <  Uo 

< 

■< 

l'A, 

0  <    t^o 

< 

< 

'•/,■ 

/.(^.--, . 

•  •  I 

z' 

,  s' 

<I, 

3 

Ai^.z.. 

^ 

,  -'J 

<I, 

pour  ^  et  ^' infiniment  grands  positifs.  Dans  ce  cas 
iio,      Ui,      ...,      u„, 

tendent  vers  une  limite. 

Montrons  que  les  u  et  les  v  croissent. 

Supposons  que  ce  soit  vrai  depuis  Wq  jusqu'à  Uu-i, 
depuis  t'o  jusqu'à  r,^_, . 

Je  vais  montrer  que 

(•„>p„_l. 
Envisageons 

l'n       =f(Un-l,  .  ..,  i'n-l), 
Un-l  =/(«/i-2,  .  •  -,  <^n-2), 

à  cause  de  la  croissance  de  la  fonction  /", 
car 

"«-2  <  Un-l, 

Ces  quantités  restent  finies. 
Pour  le  voir,  envisageons 

"/t      f\  (  Un-\i  "7;     2-    •  •  •  1  ''/;     1t  t'/;-2i    •  •  •) 

Un—\  It-ii     1 

^  fl(th,-l,  Un     1^    ■•■:  ^n     U  «'«-l,   ••  •) 
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à  cause  de  la  croissance  des  r  et  des  ii  avec  l'indice  et 
de  la  croissance  de  la  fonction  fiix^  y,  .  .  . ,  x' ,  ,  .  .). 
Comme 

A(z,  ....z',z\  ■■■) 

reste  inférieur  à  i  quand  z,  z  sont  infiniment  grands 
positifs,  il  est  impossible  que  les  ('«_i  et  Un-\  aug- 
mentent indéfiniment  ;  l'inégalité  précédente 

Un  f\{Un     \,  11,1-1.   •  •  -,  Vn-l,  Vn-\-  •  •  •) 

U„—i  lln—l 


qui  peut  s  écrire 


""      ^  fi(2,  z,  .  .  .,  z',z',  ..  .) 
<  ; 


i,i-\ 


z',  Z  augmentant  au  delà  de  toute  limite,  demanderait 
que  u,i  devînt  plus  petit  que  u,i_t  ;  la  croissance  de  if,t 
avec  l'indice   empêche  une  semblable  conclusion. 

Un  semblable  raisonnement  ferait  voir  que  les  v  res- 
tant finis  de  même  tendent  vers  une  limite. 

Nous  sommes,  pour  justifier  l'existence  de  la  propo- 
sition précédente,  tenus  de  montrer  que  les  conditions 
de  l'énoncé  peuvent  être  réalisées. 

Ainsi 


en  faisant 
entraînent 
Les  fonctions 


V 


î'«-iH-  I 

«,=  (J,  =  I>  Uo,i'o- 


-+- 1, 


[/'-?^^'-       "        /^-ÎTT 


croissent  avec  z  et  z'. 


(  5.7  ) 
Ensuite 


v/=^.^- 


2 

—  et 


tendent  vers  zéro,  quand  z'  et  z  augmentent  indéfini- 
ment, par  suite  restent  inférieurs  à  i  dès  que  z'  et  z 
augmentent  infiniment. 

Pour  ap|)liquer  les  résultats  précédents,  il  sera  néces- 
saire souvent  de  préparer  l'étude  par  la  recherche  des 
relations  pouvant  lier  des  u  d'indices  différents. 

Prenons 


M„  =  Y  3  -i-  \/  3  -H  \/  3  .  . 

Il  est  facile  de  constater  que 


Ici 


de  plus, 


«0 


««  =  \/3  -t-  «„_, . 
=  v/3, 


Ml  =  y  3  -+-  v/3  >  uo  ; 


est  croissante  avec  z  et 

v/3  -+-  z 

z <'' 

à  partir  de  z  suffisamment  grand,  car 


v/S  -H  5 

pour  :;  infini. 

Par  suite,  les  u  tendent  vers  une  limite. 
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[L^21c] 

^OTE  SIR  IIS  OlIAimiOlES  CIRCO^SCniTES 
A  DEIX  SIMIÈUES; 

Par  m.  m. -F.  EGAN. 


M.   Bricard  a  démoiilré  (')   que  les  plans  tangents 
menés  par  une  droite   D,  qui  varie  en  louchant  deux 


sphères,  à  une  quadrique  Q  circonscrite  aux  deux 
sphères,  contiennent  un  angle  H  qui  est  indépendant 
de  la  position  de  D,  et  que  les  plans  bissecteurs  de  cet 
angle  sont  les  plans  qui  passent  par  les  centres  de  simi- 
litude des  sphères. 

Cet  angle  9  caractérise  la  quadrique  Q,  que  Ton  peut 
désigner,  par  conséquent,  par  Q(0). 

Ces  quadriques  jouissent  aussi  de  la  propriété  sui- 
vante : 


(')  A'oin>.  Ann.,  mars  1909. 
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L'angle  des  deux  plans^  issus  d' une  génératrice 
quelconque  de  Q(^),  qui  passent  par  les  centres  des 
sphères,  est  égal  à  H. 

I.  Pour  le  monlrer,  refaisons  la  dénionstralion  du 
théorème  de  M.  Bricard  d'un  aulre  point  de  vue. 
Soient  A  et  B  les  centres  des  sjDlières,  a  et  b  leurs 
rayons,  et  soient 

(1)  /2=rt2j^  W,2=6-2J  (J  =   w2+(,-2-i_  tç,2) 

les   équations    des    sphères    en    coordonnées    tangen- 
tielles. 

Toute  quadrique  de  révolution  autour  de  AB  a  deux 
foyers  (réels  ou  imaginaires)  sur  AB,  dont  les  équa- 
tions seront 

el  -T-fni  =  o,         e'  l  -f-/'  ni  =  o, 

e,  f,  e',  f  étant  des  constantes.  L'équation  de  la  qua- 
drique sera  donc 

( el  -\-/m )  ( e'  l  -f- /' m)  =  A" J . 

Si  la  quadrique  est  circonscrite  aux  sphères  a  et  b^ 
il  est  facile  de  voir  que  son  équation  s'écrira 

(2)  S(0)  = (-  -; U— rCOsO  —  J  SUl^O  =  O. 

«2         ^2  ab 

En  effet,  cette  équation  peut  s'écrire  sous  l'une  ou 
l'autre  des  formes 

l        m        ,\  -        ■   .ixf  "^''       I 

r-cosO      -^sin-r)^- J 

a         b  j  \  b- 

II         ,        jn\-         .,,//" 
(-cos6_-)    -^..n-^0(_-.I^  =  o. 

[j'angle  9,  nous  allons  le  voir,  est  j)récisément  l'angle 
dont  il  est  question  dans  l'énoncé. 


(    520    ) 

Soient  p   et    q    les  longueurs    des    normales   issues 
de  A  et  B  à  un  plan  quelconque.  Léqnalion  (2)  nous 

Fig.  2. 


apprend  que,  si  ce  plan  louclie  la  quadiique  S(B  ),  on  a 


(3) 


4 ^i-cosO 


b-i 


ab 


in^O. 


Considérons  une  droite  D  qui  louche  les  deux 
sphères.  Soient  D,  et  D^  les  points  de  contact  de  D, 
€t  a-,  7'  les  centres  de  similitude  {Jig-  i)-  l'rojelons 
ia  figure  ADjD^B  sur  un  plan  perpendiculaire  à  D 
{Jîg-  2  ).  D  se  réduit  à  un  point,  tout  plan  qui  passe 
par  D  est  représenté  par  une  droite,  et  langle  de  deux 
■de  ces  droites  est  égal  à  celui  des  plans  correspon- 
dants. Les  longueurs  AD,,  BDo  ne  sont  pas  changées; 
elles  sont  a  et  b.  et  les  rapports  At  ;  tB,  At':  s^'B 
restent  égaux  à  ^n  a  ',  h.  Donc  Dt  et  Dt'  sont  les  bis- 
sectrices dans  la  figure  2  ou  les  plans  bissecteurs  dans 
ia  figure  i  de  langle  ADB. 

Menons  deux  plans  DX  et  DY,  faisant  l'un  et  l'aulre 
—        fl 
tin  angle   — avec  Dt.    Si  {p,q),   {p''Ç')    appar- 

liennent  à  DX  et  D\ ,  on  a  facilement 


On  a  aussi  (puisque  PDP'=  PXP'=h) 

p'  —  p'- —  ' PP  cosO  =  PP'2=:  a-  sin-0. 
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Donc 


a^  a-  a     a 


d'où,  en  substituant  ~  k  ~,  on  tire 
o       a 


a^         6^  ao 


On  a  de  même 


q  -  %p  q 


h-  ab 


cosO 


Donc,  les  plans  DX  et  DY  sont  bien  les  plans  tan- 
gents menés  par  D  à  la  quadiique  S(0 ),  et  leur  angle 
est  0. 

II.  Supposons  maintenant  que  D  soit  une  généra- 
trice de  S  (a)  (8  ^  a).  On  a  toujours  pour  le  plan  DX 

a-         b-  ab 

Or  DX,  comme  tout  plan  qui  passe  par  D,  touche  la 
quadrique  S  (a);  on  a  donc 

«2        72         ipq  .    , 

-^  -f-  7 ^-j^cosa  =  sin^a, 

a-         b-         ab 

d'oij,  en  soustrayant  et  divisant  par  cosQ  —  cosa,   on 
tire 

-i-pq  AP    BQ  .      .r.fj    .     nT^r\ 

cosa  -i-  cosf)  =  — ^^  =  2  —-=-  -p-=-  =  2  sin  ADr  sin  BDQ. 
ab  AJJ  tiv 

Or, 

ADP-i-BDQ  =  -  — ADB,         BDQ  — ADP^^Ô; 

donc 

cosa  -r-  ces 6  =  cosO  -4-  cos  ADB, 

.  • .  cosADB  =  cosa. 


(    022     ) 

ADB  est  l'angle  enlre  les  plans  DA.  DB;  cet  angle 
est  donc  égal  à  a  pour  toutes  les  généi'atrices  D  de  la 
quadrique  S(a).  c.  q.  f.  d. 

Notons  que  l'angle  des  plans  menés  par  D  et  pas- 
sant par  les  centres  A  et  B  est  égal  à  celui  des  plans 
tangents  des  sphères  aux  points  de  contact  avec  D. 

III.  Si  l'on  fait  une  transformation  par  polaires 
réciproques  par  rapport  à  une  sphère  quelconque,  on 
déduit  le  théorème  suivant  : 

Soient  u  et  c  deux  coniques  ayant  un  foyer 
commun  F,  et  soient  U  et  V  les  quadriques  qu'en- 
gendrent u  et  i'  en  tournant  chacune  autour  de  son 
axe.  Une  quadrique  donnée  Q,  circonscrite  à  U  et\ , 
coupera  une  droite  D,  qui  varie  en  touchant  U  et  V, 
en  deux  points  cjui  sous-tendront  un  angle  con- 
stant Ô  en  F.  Les  points'de  contact  avecV  et  \  d'une 
génératrice  quelconque  de  (^  sous-tendront  en  F  un 
angle  égal  à  H.  Les  bissectrices  de  H  seront  les  vec- 
teurs issus  de  F  aux  points  de  rencontre  de  D  avec 
les  deux  plans  d^ intersection  de  U  et  V. 

Dans  le  cas  où  u  et  v  ont  deux  foyers  communs  F 
et  F',  il  y  aura  deux  angles  constants  8  et  o  pour  chaque 
quadrique  Q.  Ces  deux  angles  se  construisent  facile- 
ment. Supposons  que  u  et  v  soient  respectivement  une 
ellipse  et  une  hyperbole.  Donnons-nous  la  quadrique  Q 
en  nous  donnant  les  vecteurs  focaux  ;■,  /■'  à  un  point 
quelconque  du  cercle  de  contact  de  Q  et  V.  Construi- 
sons un  triangle  ABC  a_)ant 

AB  =  /•,         AG  =  /•' 

et  BC  égal  au  grand  axe  de  u.  Soit  AD  la  bissectrice 
intérieure  de  langle  ABC.  Alors,  B  et  C  sont  respec- 


(  5P.3  ) 
tivemenl  h  êtes;  BD,  DC  sont  égaux  aux  rayons  vec- 
teurs locaux  d'un  point  du  cercle  de  contact  de  U 
et  Q;  AD  est  égal  au  segment  de  la  génératrice 
de  i)  terminé  par  ses  points  de  contact  avec  U  et  V. 
Pour  construire  la  quadrique  Q,  on  fait  tourner  le 
triangle  ADC  autour  de  AD  jusqu'à  ce  que  la  dis- 
tance BC  soit  égale  à  FF';  alors  on  superpose  B  et  G 
sur  F  et  F',  et  l'on  fait  tourner  le  tétraèdre  FAF'D 
autour  de  FF';  AD  engendre  la  quadrique  Q. 

La  démonstration  se  lait  sans  difliculté  si  l'on  tient 
compte  de  l'égalité  des  angles  qu'une  droite  tangente 
à  une  quadrique  de  révolution  fait  avec  les  deux  vec- 
teurs focaux  passant  par  le  point  de  contact. 


COIUIESPO^DWCE. 


M.  Jaa  de  Mézéas.  —  Au  sujet  de  la  ques- 
tion 2101.  —  L'auteur  de  cette  question  a  fait  une 
objection  (présent  Volume,  p.  478)  à  la  solution  que 
j'en  ai  donnée  (p.  i  89  ).  Il  me  semble  aisé  d'j répondre. 
Soil,  en  reprenant  mes  notations,  G  une  quintique 
tracée  sur  la  surface  S^  et  ayant  pour  équation 

(U  /i>^,  !^)  =  o. 

du  second  degré  en  K  et  du  troisième  degré  en  jx.  Soit 
D  une  génératrice  quelconque  de  So,  du  système  de 
celles  qui  sont  pour  G  des  sécantes  triples.  Par  D  et 
I  I  points  quelcon(pies  de  G,  je  puis  faire  passer  une 
surface  du  troisième  ordre  S3  qui  dépendra  de 

i()  -     \  —  11=  \  paramètres. 


(  524  ) 
On  peut  certainement  trouver,  et  c'est  l'essentiel,  une 
surface  S3  qui  ne  se  décompose  pas  en  la  quadrirpie  Sg 
et  un  plan  quelconque,  car  une  telle  S3  dégénérée  ne 
dépendrait  que  de  3  paramètres. 

S3  coupe  So  suivant  une  courbe  avant  une  équation 
de  la  forme  (1)  et  ajant  11  points  communs  avec  C; 
elle  se  confond  donc  avec  cette  dernière,  car  par 
II  points  quelconques  de  So  il  ne  passe  qu'une  courbe 
de  la  nature  considérée. 

Le  raisonnement  précédent  fait  retrouver  que  les  sur- 
faces du  troisième  ordre  qui  contiennent  G  dépendent 
de  5  paramètres,  i  pour  D  et  les  4  comptés  plus  haut. 


S0LITI0\S  DE  OUESTIOXS  PROPOSÉES. 


2107. 

(1908,  p.   ISo.  ) 


On  donne  une  parabole  P  et  une  tangente  fixe  T  «  P. 
Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  Q  qui  ont  T  pour  tangente 
au  sommet  et  qui  sont  tangentes  à  P  est  une  parabole  R 
tangente  aussi  à  T  ayant  même  foyer  que  P  et  dont  Vaxe 
est  perpendiculaire  à  celui  de  P.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLITION, 
Far  M.  G.  Pklissier. 

Soient  F  le  foyer  ilc  P.  A.  sa  tangente  au  sommet,  M  le  point 
de  contact  de  P  et  de  Q,  Mii.  la  tangente  commune.  Le  foyer  o 
de  Q  s'obtient  ainsi  :  on  élève  en  jji  la  perpendiculaire  {xo 
à  [J.M;  on  prend  le  symétrique  iM'  de  M  par  rapport  à  la 
droite  pip  perpendiculaire  en  jjl  à  T;  le  point  o  est  à  l'inter- 
section de  (Jicp  et  de  la  parallèle  ."M'o  à  [Jtp.  Le  quadrilatère 
«pfxMM'  est  inscriplible  et  le  cercle  circonscrit  est  tangent 
en  n  à  T.   Ce  cercle  passe  aussi  par  F,  car  c'est  la  limite  du 
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cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  T 
et  IM  ;ji  à  P  et  par  une  troisième  tangente  venant  se  confondre 
avec  M  'i.  II  suit  de  là  que 

Mcpï<  =  M;jiF. 

Or  l'angle  uFO.  d'oii  l'on  voit  de  F  la  portion  de  tangente 
M  [JL  à  P  comprise  entre  les  tangentes  fixes  A  et  T,  est  constant  : 


l'angle  M[jiF  qui  est  son  complément  est  donc  aussi  constant 

ainsi  que  MoF.  Le  triangle  rectangle  F<pM  reste  donc  sem- 
blable à  lui-même;  le  sommet  F  est  fixe,  M  décrivant  P, 
(p  décrit  une  parabole  R  déduite  d'une  parabole  P'  homothé- 
tique  de  P  par  rapport  à  F  par  une  rotation  de  90"  autour 
de  F.  R  a  donc  pour  foyer  F  et  son  axe  est  perpendiculaire  à 
celui  de  P. 

D'autre  part,  soient  s  le  sommet  de  P,  7  la  projection  de  F 
sur  la  perpendiculaire  vt  menée  par  v  à  A.  Le  quadrilatère 
inscriptible  [jivF6  montre  que 


OvF  =  OaF  =  Fcp^L 

Le  triangle  svF  ou  son  égal  sFj  est  donc  semblable  à  IM'f  F, 
et  a  est  l'homologue  de  s  dans  la  similitude  qui  transforme  P 
en  R  ;  T  est  donc  le  sommet  de  R  qui  est  dès  lors  tangente  à  T. 

Autre  solution  par  M.  R.  Bouvaist. 
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2109. 

(1908,  p.  ,i8(J.  ) 

Du  point  où  le  cercle  inscrit  à  un  triangle  donné  touche 
un  des  côtés  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
qui  joint  le  milieu  de  ce  côté  au  centre  du  cercle.  Elle 
rencontre  la  hauteur  issue  du  sommet  opposé  à  ce  côté  en 
un  point  dont  la  distance  au  milieu  du  segment  compris 
entre  ce  sommet  et  V orthocentre  du  triangle  est  égale  au 
rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  donné. 

(Canon.) 
solution, 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

On  sait  que,  si  E  est  le  milieu  de  AH, 

EH  =  R  ces  A         (R  =  rayon  du  cercle  ABC); 


I 


d'autre  part, 

AH  X  HHi=  3R2cosAcosBcosG, 
On  en  déduit  que 

EHi=^  Rcos(B  — G); 

d'autre  part, 

b  —  c 
HiF  =  OjHj         (''=  rayon  du  cercle  inscrit): 


(  5^7  ) 

•on  doit  donc  avoir 


d'où 

d'où 

ou 
0) 
comme 

et 


R  cos(B  —  C)  -f-  ^ 0,  H,  =  R 


Oi  Hi  cos =  /•  siii 


.     /\         ^„           B-G            .    B-C 
/-  «in  DOOi  =  DOi  cos =  /•  sin 


7-     _  DOi  _    a 

DOi    _       a 

B  +  C  B  — C 

{b  -h  c)  cos =  a  cos • 

B  G        p  —  a 

tang-  tang-  =  ^ ; 

2  2  p       ' 

B             /•  G  r 

tang—  =  j  tang—  = 


p  —  c  °2        p  —  b 

(  p  —  a){p  —  b){fj  ~  c) 
/^ 

la  relation  (  i)  est  une  identité,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien  et  Lez. 


QIESTIOX. 


^141.   Soit  l'équation  aux  dérivées  partielles 

i  a  X  Y  -+-  b  z  )  ^  {  fœ  -^  g  y)         i 
(bpq  ^-cuv)  +{ffp-{-fq)  m  "^  t  i -^ 

la  transformation  de  Legendre  donne  une  équation  du  même 
type;  les  analogues  des  coefficients  «,  6,/,  g,  m  étaient  6,  «, 

S,  f  —■ 

'  m 
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Les  équations  des  caractéristiques  sont 

m  mb  -\-  a 

ai  — g  «S-f-/ 

ml)  —  a        "  nib  —  a  , 

T. = 5 (=  '); 


ce  sont  des  paraboles  ayant  leurs  axes  parallèles  à  0-s. 

Les    développables    caractéristiques    ont    de    même    pour 

■  1.  r  I 

équations  tangentielles,  en  mettant/»  pour  —  » 
'  m 

— ;  —  ^  P  —  3t  }(q  —  y  ) ■ ; ,  j 


m  a  ^r-  b  ni  a  —  b 


(=f); 


ce  sont  des  cylindres  paraboliques. 

En   supposant    a   et   6    non    nuls,    chaque    caractéristique 

I  a,  p,  -^  j  correspond  à  une  développable  /  a',  ^',  —)\  chaque 
clément  ponctuel  (a,  ^,  v,  o,  t')  correspond  à  un  élément  tan- 
gentiel  (a',  ^',  •;',  5'.  /';  d'après  les  relations 

l-l        l-Z-_  Z.  -  i  _  I 

Si  «  est  nul,  l'équation  aux  dérivées  partielles  donnée  par 
la  transformation  de  Legendre  est  linéaire  ;  les  cylindres  para- 
boliques dépendent  seulement  de  deux  paramètres,  leurs 
équations  tangentielles  étant 

.    f  ^ 

b                   b          pq  —  m  (i-  , 
: =  .,  =   '-!—^. (=  t'). 

■;  0  /. 

et  la  correspondance  entre  les  paraboles  et  les  cylindres  se 
traduit  par  les  deux  relations 

-!r  =  —  J  /7i(aY'-J- Jjo') -<- a' =  o. 

(G.   FoNTENÉ.) 


(  529) 


[K9a] 

SlIK  LES  LIG\ES  BRISÉES  ET  LES  AIRES  POLYGONALES  DAXS 
LE  PLA\,  A  PROPOS  DE  LA  DIVISION  DU  POLVGOXE  M 
TRIANGLES; 

Par  m.   Ch.  MÉRAY. 

{Suite.) 


§   II.     Co^TOUKS    ET    AtaES    DANS    LE    PLAN. 

6.  Quand  fa  ligne  jlT  est  interminée  (2, 1,  2"),  elle- 
même  et  ses  deux  rives  sont  des  figures  illimitées 

(109*,  I). 

I.  Une  figure  est  illimitée^  quand  on  ne  peut 
tracer  aucun  cojitour  triangulaire  dont  V externat 
n^ en  contienne  quelque  point. 

i"  Etant  pris  arbitrairement  un  point  O  et  une 
longueur  À,  on  peut  assigner  quelcpie  contour  trian- 
gulaire dont  l'internat  contienne  O,  et  dont  tout 
point  m  de  C externat  soit  à  une  distance  de  O  supé- 
rieure à  A. 

A  cel  eft'el,  nous  partagerons  l'anj^Ie  replet  de 
sommet  O  en  trois  angles  obtus,  par  autant  de  demi- 
droites  issues  de  ce  point,  sur  lesquelles,  à  partir  de  lui, 
nous  porterons  trois  segments  [Oa],  [0,3],  [Oy]  de 
longueurs  >►)>;  sur  les  droites  Oa,  O  [^,  Ov,  nous  élè- 
vcrorLs  ensuite  des  perpendiculaires  en  a.  ,3,  v,  respec- 
tivement. 

L'angle  en  O  du  triangle  ,30v  par  exemple  étant 
obtus,  ses  angles  en  ^i,y  sont  aigus,  ainsi  par  suite  que 

Ann.  de  Mathemat.,  4"  série,  t.  l\.  (Décembre  1909.)         36 
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les  angles  saillants  formés  an\  mêmes  points  avec  |iv, 
y'i,  par  ^3',  YV  •  demi-perpendiculaires  à  O^,  Oy  issues 
de  ,3,  y,  dans  les  demi-plans  0,3y.  Oy^î-  En  outre, 
ï'i',  ~'"'  sont  dirigées  dans  le  demi-plan  opposé  à  |^yO, 
par  là  et  parce  que  les  demi-droites  ^^iy,  y^i  sont  visi- 
blement intérieures  aux  angles  droits  formés  avec  ^O, 
vO  par  les  mêmes  demi-perpendiculaires.  Ceci  assure  la 
rencontre  de  ces  dernières  en  quelque  point  a  (224-*,  1  ) 
rendant  ^^-'a  opposé  à  ,3yO,  point  intérieur  en  outre 
à  l'angle  saillant  |iOy  parce  qu'il  appartient  simulta- 
nément aux  demi-plans  O  |iy,  Oy,3  dont  cet  angle  est  la 
partie  commune.  Gomme  le  segment  [|i>y]  sous-tend  ce 
même  angle,  il  est  coupé  en  un  point  intérieur  a' par  la 
demi-droite  intérieure  Oa,  et  a'  est  intérieur  aussi  au 
segment  [Oa]  dont  les  extrémités,  comme  nous  venons 
de  le  voir,  sont  placées  de  part  et  d'autre  de  la  droite  ^y. 
La  demi-droite  aa'  contient  donc  le  point  O,  et,  comme 
elle  est  intérieure  à  l'angle  saillant  ^ay  parce  que  a'  est 
tel  relativement  au  segment  [|îJy]  qui  sous-tend  encore 
cet  angle,  son  point  O  l'est  également  (133*,  passi/n). 

Pour  des  causes  semblables,  les  demi-perpendicu- 
laires à  0,3,  Oy,  qui  sont  opposées  à  ^a,  ya,  cou- 
peront les  demi-perpendiculaires  en  a  à  Oa,  en  cer- 
tains points  c.  G,  et  le  point  O  sera  intérieur  au\ 
angles  vpa,  ixcp  du  contour  triangulaire  aGca,  comme 
il  l'était  déjà  à  ^ay.  Il  appartient  donc  à  l'intérieur  de 
ce  contour. 

Soient  enfin  m  un  point  quelconque  de  son  externat, 
u.  la  traversée  du  contour  et  du  segment  [0/n]  (  4,  II,  i°), 
puis  [Gc]  pour  fixer  les  idées,  un  côté  du  contour,  con- 
tenant u.  (intérieurement  ou  à  une  extrémité).  On  a 
[Om]  >>  [O [J.],   parce  que  u  est  visiblement  intérieur 


(  53.   ) 
à  [0//<],  puis  [Opi.]^[Oa]  >  A,  parce  que  [Oa]  est  la 
distance    de   O    à    la    droite    Gc  (263*).    Ou    a    donc 
[Om]  >-  )^,  ce  qui  était  à  réaliser. 

2"  La  construction  du  contour  «Gca  du  sous-alinéa 
précédent,  faite  en  prenant  pour  O  quelque  point  de  la 
figure  considérée,  puis  la  combinaison  de  ses  propriétés 
ci-dessus  avec  l'hypotlièse,  montrent  immédiatement 
qu'aucune  limite  supérieure  n'est  assignable  à  la  dis- 
lance mutuelle  de  deux  points  indéterminés  de  cette 
figure. 

II.  Notre  ligne  in  terminée  est  une  figure  illimitée, 
parce  que  la  restriction  comportée  par  sa  définition  lui 
assure  la  possession  de  points  appartenant  à  l'externat 
de  tout  triangle  assignable  {^cf.  o,  1,  i"). 

Chacune  de  ses  rives  jouit  de  la  même  propriété, 
parce  qu'on  peut  j  trouver  quelque  point  tn  aussi 
rapproché  qu'on  l'aura  voulu,  d'un  point  quelconque 
de  la  ligne,  la  pointe,  si  on  le  veut,  d'un  cil  [lum] 
convenablement  choisi  en  nom  et  longueur. 

III.  Ici,  rien  à'absolu  ne  dillerencie  les  deux  rives. 
On  peut  seulement,  comme  nous  l'avons  fait  (o,  III), 
les  rapporter  à  quelque  point  P  spécialement  désigné, 
que  l'une  comprendra,  que  l'autre  ne  contiendra  |)as. 
Ou  bien,  à  l'imitation  de  la  Géographie  pour  les  rivages 
d'un  fleuve,  et  ceci  de  préférence  dans  certaines  ap- 
plications physiques,  on  suppose  un  corps  humain 
couché  sur  la  ligne,  par  une  face  déterminée  (dorsale 
ou  ventrale),  la  direction  de  la  tète  aux  pieds  s'identi- 
(iant  avec  un  sens  de  parcours  préa/aLtement  spécifié 
pour  celle-ci,  et  l'on  piend  pour  repères  les  bras  droit 
et  gauche  étendus  dans  les  deux  rives,  ce  (jui  fournit 
immédiatement  des  dénominations  très  claires  et  com- 
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modes.  La  rive  droite  sera  celle  qui  contient  la  pointe 
d'un  cil  appliqué  sur  le  bras  droit  (3,  III)  ;  les  cils 
droits  seront  tous  ceux,  enchaînés,  dont  les  pointes 
tombent  dans  la  rive  droite  (o,V);  les  angles  de  droite 
seront  tous  ceux,  enchaînés,  auxquels  les  cils  droits  sont 
intérieurs  (3,  III)  ;  et  semblablement.  pour  les  chaînes 
composées  par  ces  angles,  pour...,  finalement,  pour  la 
rive  gauche  et  tout  ce  qui  s'v  rattache. 

7.  Mais,  quand  il  s'agit  dun  contour  que  nous  dési- 
gnerons par  ^.  une  différence  essentielle  se  présente 
aussitôt  entre  les  deux  rives. 

U une  est  une  figure  illimitée,  à  laquelle  finit  par 
appartenir  tout  point  mobile  s' éloignant  indéfini- 
ment; Vautre  est  une  figure  limitée  (109*,  I). 

I.  Cette  proposition  a  lieu  pour  un  contour  trian- 
gulaire G,  de  sommets  a,  S,  c. 

1°  Il  y  a  identité  entre  l'internat  de  ce  contour  et 
l'une  de  ses  rives,  entre  son  externat  et  Vautre 
rii-e  (-4). 

Deux  points,  savoir  Ode  l'inlernat,  U  de  l'externat, 
appartiennent,  l'un  à  l'une  des  rives,  l'autre  à  l'autre 
rive,  puisque  le  segment  [OU]  traverse  le  contour  une 
fois  seulement  {Ibid.  Il,  i°),  (o.  II,  III).  On  en  conclut 
que  tous  les  points  de  linternat  appartiennent  à  une 
même  rive,  celle  qui  ne  contient  pas  U  (Ibid.)  :  que,  de 
même,  tous  les  points  de  l'externat  appartiennent  à  celle 
qui  ne  contient  pas  O,  puis  finalement,  l'identité  affir- 
mée, puisqu'on  retrouve  tous  les  points  étrangers  au 
contour,  en  englobant  ceux  des  deux  rives,  ou  ceux 
aussi  bien  de  l'internat  et  de  l'externat. 

2°  Dans  la  figure  |  ÎE  '  formée  par  l'adjonction  des 
points  du  contour  à  son  internat  (^adjonction  faite 
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pour  la  commodité  du  langage  seulement),  la  distance 
mutuelle  de  deux  points  indéterminés  ne  peut  sur- 
passer la  longueur  du  plus    grand   des    côtés    du 
contour. 

Si  deux  points  /??,  n  appartiennent  à  un  même  côté 
du  contour,  leur  dislance  [mn]  est  inférieure  à  la  lon- 
gueur de  celui-ci,  égale  au  plus.  Si  m,  n  sont  en  un 
sommet  a  et  à  l'intérieur  du  côté  opposé,  leur  distance 
est  inférieure  à  celui  des  deux  côtés  [aG],  [ac],  dont  le 
pied  G  ou  c  sur  la  droite  6c  est  le  plus  éloigné  de  celui 
de  la  perpendiculaire  abaissé  de  a  sur  elle  (263*). 

Si  m,  n  sont  intérieurs  à  deux  côtés  [aG],  [ai  ],  leur 
distance  est,  de  même,  inférieure  au  plus  giand  des 
segments  [/«a],  \^mc\.  Si  m  est  sur  le  contour,  n  dans 
l'internat,  la  demi-droite  opposée  à  nni  coupe  le  con- 
tour en  un  point  v  donnant  [//i/?]  <<  [wv]  (4,  II,  i").  Si 
enfin,  m,  n  appartiennent  tous  deux  à  l'internat,  les 
demi-droites  mn,  nm  coupent  le  contour  en  des 
points  V,  pi.  donnant  [/?î/i]  <<  [jjlv]  [Ibid.). 

Séparément,  ou  en  combinaison,  ces  diverses  obser- 
vations fournissent  la  démonstration  du  fait  énoncé,  et 

celui-ci  assure  la  limitation  de  la  figure  ;Gi. 

3"  Dès  qu'avec  quelcpie  point  fixe  de  la  figure  \  G',,  un 
point  s'éloignant  indéfiniment  conserve  une  distance 
supérieure  au  plus  grand  côté  du  contour,  il  ne  peut 
plus  appartenir  à  cette  figure.  Il  ne  cesse  donc  plus 
d'être  placé  dans  l'externat,  ceci  entraînant  l'illimita- 
tion  de  cette  rive. 

11.  Des  points  a.  6,  ...  étant  donnés  arbitraire- 
ment^ mais  en  nombre  limité,  on  peut  assigner  un 
contour  triangulaire,  à  i internat  duquel  tous  ap- 
partiennent. 

Soient  A,  A',  A"  trois  droites  arbitrairement  choisies, 
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sans  parallélisme  toutefois  entre  deux  quelconques, 
puis  «',  6',  .  .  .  et  a",  b'\  ...  les  projections  de  r/,  6,  . .  . 
sur  A,  faites  parallèlement  à  A'  et  A".  Le  nombre  total 
de  ces  projections  étant  limité,  on  peut  assigner  sur  A 
un  segment  [ô' 3"]  auquel  toutes  soient  iftlérieures;  d'a- 
près quoi  (82*  ),  (133* ,  I),  les  points  a,  6,  ...  le  seront 
tous  à  l'angle  S'(?o"pris  saillant,  notation  où  d  désigne 
l'intersection  des  droites  (D',  (0"  menées  par  o',  o"  pa- 
rallèlement à  A',  A". 

De  cela,  et  de  ce  que  les  côtés  do',  do"  de  cet  angle 
contiennent  o',  o",  on  conclut  facilement  (Ho* ,  III)  que 
ces  côtés  contiennent  aussi 'a,  '6,  ...  et  "«,  "b,  ...  pro- 
jections de  a,  6,  .  .  .  faites  sur  tO'  et  tî)"  parallèlement 
à  A.  Sur  drj  par  exemple,  on  peut  donc  assigner  un 
point  â'  limitant  avec  d  un  segment  \pà''^  auquel  les 
projections  'a,  'h,  . . .  soient  intérieures. 

En  conséquence,  et  en  nommant  (0  la  parallèle 
à  A  menée  par  ()\  coupant  (0',  (O"  en  ù\  <)' ,  les  points 
a,  b,  ...  seront,  comme  ces  dernières  projections,  in- 
térieurs au  demi-plan  (j^â.  Tous  appartiendront  donc 
à  l'internat  du  contour  dd'â'd,  région  contenant  tous 
les  points  intérieurs  à  la  fois,  à  l'angle  saillant  ô' ôô"  et 
au  demi-plan  d^(?  (277*,  I). 

III.  Tous  les  points  de  notre  contour  M  appar- 
tiennent aussi  à  un  internat  triangulaire  JGJ  con- 
struit de  manière  à  en  contenir  les  sommets  rt,  b,  ... 
(H). 

Car  il  en  est  ainsi  pour  chacun  des  segments 
[rtb],  .  .  .,  ses  côtés  (4,  II,  3"). 

(Chemin  faisant,  on  en  conclut  o^ue  notre  contour  ^ 
est  une  figure  limitée  (I,  2")  [cf.  V,  9,",  in/.). 

IV.  Soient  ensuite  P  un  point   fixe   pris   à   volonté 
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dans  l'exlernat  du  contour  auxiliaire  S  (lîl)j  et  ^^  "i^ 
point  mobile  s'éloignant  indéfiniment.  Comme  m  finit 
par  rester  dans  cette  région,  rive  illimitée  de  ce  con- 
tour ([,  3"),  la  possibilité  d'y  tracer  exclusivement  un 
chemin  entre  lui  et  P  finit  par  exister  (o,  IX,  i°).  Ja- 
mais ainsi  ce  chemin  ne  pouvant  aborder  le  contour 
proposé  ^  dont  tous  les  points  appartiennent  à  l'inter- 
nat \(s\i  m  finit  par  appartenir  à  celle  des  rives  de  M^ 
qui  contient  P  (5),  et  celle-ci  est  une  figure  illimitée 
comme  la  longueur  du  segment  [Pm]. 

V.  1°  De  cette  rive,  que  nous  désignerons  par)  ^j^, 
et  de  l'autre  i-^j,  nous  pouvons  maintenant  déter- 
miner les  points  placés  sur  une  droite  quelconque  -'•11, 
dont  nous  représenterons  par  m',  m"  des  points  mobiles 
s'éloignant  indéfiniment,  chacun  dans  une  de  ses  deux 
directions  opposées. 

Si  OR  n'aborde  |)as  le  contour,  ses  points  sont  tous 
dans  une  même  rive  (o,  IV),  et  celle-ci  est  i  -^  j„,  parce 
que  iii',  m"  s'v  trouvent  quand  ils  sont  suffisamment 
éloignés. 

Autrement,  le  nombre  de  ses  abords  est  limité 
comme  celui  des  côtés,  qu'il  ne  peut  visiblement  sur- 
passer, et^  si  ces  abords  ne  sont  que  des  frôlements,  tous 
ses  points  sont  encore  dans  la  même  rive,  sauf  ceux 
des  frôlements,   puisqu'ils  appartiennent  au  contour. 

Quand  il  existe  des  traversées,  celles-ci  sont  en 
nombre  pair  2 A,  parce  qu'elles  sont  aussi  celles  du 
segment  [m'uv"],  à  partir  du  moment  où  ses  extrémités 
restent  dans  |^U  ('^)-  Nous  pourrons  alors  repré- 
senter les  segments  et  points  qui  les  constituent,  par 

ft'.tvi.  [t;,t';i,  ...,   ft;,_,t;,_,i,  Kk-X,-,i  ft,,t';,], 

en   supposant    les   notations    réglées   de    manière   que 
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Tordre 

t',  .       t"j,       t2,        t".,,        ...,        tjA-,        t.\k 

soit  celui  où  leurs  4^  exliémilés  sont  rencontrées  suc- 
cessivement par  un    point  mobile  décrivant  OÏL  de  m' 

à  .u". 

(>ela  posé,  mais  sauf  ces  extrémités  et  les  autres 
points  de  tous  les  abords,  les  parties  de  ;Tt  appartenant 
à  ',^'„  seront 

(i)    [.u't,],    [t;t;],    [t:t:],    .  .,    [to^-.t^y^  J,    [t:^..."], 

où  les  notations  extrêmes  représentent  les  prolonge- 
ments du  segment  [t,  t.',^.]  au  delà  de  ses  première  et 
seconde  extrémités  ;  celles  afférentes  à  j^j  seront  les 
segments,  ici  tous  limités, 

(■^)  [tlt;j,   [t;nj,    ...,   [tu-.t,yti. 

Effectivement,  on  aperçoit  de  suite,  que,  sur  ,')1l,  les 
traversées  séparant,  des  points  u/  ou  m"  indistincte- 
ment qui  appartiennent  à  î^;^,  tout  point  m  étranger 
aux  abords,  sont  en  nombre  pair  ou  im])air  selon  qu'il 
est  intérieur  à  l'un  des  segments  (i)  ou  à  l'un  de  la 
suite  (2). 

2"  Deux  points  quelconques  m,  n  de  la  rive  ]^[ 
étant  ainsi  intérieurs  au  segment  [t'|  t,/.]  construit  sur 
leur  droite  mn  comme  sur  OIl  tout  à  Tlieure  (  i"),  et  les 
extrémités  de  celui-ci  appartenant  à  1  internat  du  con- 
tour triangulaire  C(lll),  ses  points  intérieurs  jouissent 
de  la  même  propriété  (4-,  11,3°).  Par  quoi,  la  totalité 
de  la  rive  en  question  n'est  qu'une  partie  de  cet  internat, 
limitée  comme  lui  (I,  2"). 

VI.  Comme  si  notre  contour  quelconque  ^  n'élait 
que  triangulaire  (4-),  (I),  nous  nommerons  externat 
et  intcrt^at  ses  rives  illimitée  |^j„  et  limitée  \^\. 
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Nous  dirons  externes  ceux  de  ses  cils  dont  les 
pointes  appartiennent  à  son  externat,  ceux  de  ses  an- 
gles auxquels  ces  cils  sont  intérieurs,  la  chaîne  de  ces 
angles,  ...;  et  la  qualification  interne  s'appliquera 
naturellement  aux  objets  de  mêmes  noms  pour  son 
internat. 

Un  cil  [in/?i  étant  donné,  on  trouvera  son  nom  en 
cherchant  le  nombre  (essentiellement  limité)  des  tra- 
versées du  contour  par  la  droite  lit/»,  qui  sont  inté- 
rieures à  la  demi-droite  Htm.  Il  sera  visiblement  externe 
ou  interne,  selon  que  ce  nombre  aura  été  trouvé 
pair  ou  impair  (V). 

Ce  nom  appartiendra  en  même  temps  à  la  rive  où  se 
trouve  la  pointe  ni  du  cil,  à  l'angle  auquel  sa  demi- 
droite  mm  est  intérieure,  à  la  chaîne  dont  cet  angle  fait 
partie. 

La  même  observation  permet  inversement  d'assigner 
quelque  cil  de  pied  et  de  nom  donnés,  puis,  par  lui.  un 
angle  du  contour  dont  le  sommet  et  le  nom  ont  été 
donnés;  de  déterminer,  par  cet  angle,  par  la  pointe 
du  cil,  une  chaîne  d'angles,  une  rive  préalablement 
désignées. 

Un  premier  point  d'une  rive  ayant  été  obtenu  ainsi, 
la  manière  la  plus  simple  de  la  concevoir  ensuile  con- 
siste à  la  considérer  comme  comprenant,  avec  ce  point, 
les  extrémités  de  tous  les  chemins  issus  de  lui  sans 
aborder  le  contour  (o). 

8.  Avec  notre  ligne  inter minée  X  (6),  ou  notre 
contour  M  (7),  les  traversées  d'un  autre  contour 
quelconque  ^'K  sont  toujours  en  nombre  pair. 

i"  Pour  la  ligne  »  .^  soit  C,  comme  tout  à  l'heure 
(7,  II  et  V,  2"),  un  contour  triangulaire  dont  l'internat 
comprenne  celui  du  contour  <X,  dont  l'externat,   par 


(  538  ) 
suite,  soit  compris  dans  celui  de  ce  dernier  (Ibid.,  VI). 
SnrC  dans  l'externat  de  5,  on  trouvera,  de  même  qu'an 
n°o,I,  1".  deux  points  O.  U  en  détachant  une  partie 
qui  contient  tous  ses  abords  avec  ^t.  Ces  points  se 
trouvant  tous  deux  dans  l'externat  de  ce  dernier, 
il  suffit  de  faire  intervenir  la  seconde  partie  du  théo- 
rème du  dernier  numéro  cité. 

2"  Pour  le  contour  ^,  le  raisonnement  se  calque 
sur  celui  du  même  n"*  o,  1,2°. 

9.  En  traçant  plusieurs  lignes  de  toutes  sortes,  pour 
combiner  entre  elles  quelques-unes,  prises  entières,  et 
des  chemins  nés  de  leurs  découpures  mutuelles,  on  ob- 
tient des  ligures  très  variées  qui  pi'ésentenl,  tantôt 
identité,  lanlôt  analogies  seulement,  avec  les  rives  d  une 
ligne  interminée  ou  dun  contour.  Mais  nous  nous  bor- 
nerons à  l'exatuen  d'un  cas  dont  les  résultais  nous 
seront  utiles  à  connaître,  et  dont  l'exéculion  donnera 
une  idée  suffisante  des  spéculations  de  ce  genre. 

Un  contour  donné  iX  avant  été  découpé,  par  deux 
points  distincts  111,  U  marqués  arbitrairement  sur  lui,  en 
deux  chemins  inub' . .  .  t)'l)'n,  ou  C'  pour  abréger,  et 
ina'b".  .  .9"l)'n  ou  (C",  puis,  un  troisième  mr.  .  .  ttUt  ou 
C  ayant  été  tracé,  arbitrairement  aussi,  de  m  à  n, 
dans  l'internat  ',  ^  ;  du  contour,  ex'clusivement,  la 
fermeture  des  deux  premiers  par  deux  dédouble- 
ments de  ce  troisième  donne  deux  nouveaux  contours 

ma'b'...3'l)'nu)...rin  ou  M',  et  ma"b"..  .g'mo. .  .nu 

ou  ^".  à  propos  desquels  on  a  le  théorème  suivant  : 

I.  Les  contours  Û',  Û"  sont  décheKCtrés  aussi.  — 
II.  Los  angles  internes  de  ^'  sont  :  en  m,  n,  les 
parties  a'ilir,  \)' \\\XS  ou  m\ ,  w'- ,  détachées  par  les  demi- 
droites   mr,    mu,  de  ceux  ni/,   n^   du  proposé,  et  en 


1 
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rt',  b,  . . .  9  i)  «  ceux  mêmes  de  ce  dernier.  Et  sembla- 
blement,  pour  les  angles  internes  de  ^' .  —  III.  Tout 
point  de  l'internat  \^'\  de  ^'appartient  à  \^\.  en 
même  temps  à  ]^"\^  externat  de  ^",  et  tout 
point  de  \^'\  appartient  à  \^\,  \^'\^  simultané- 
ment. —  I\  .  Tout  point  de  \^\  [étranger  au  che- 
min C)  se  retrouve,  soit  dans  \^'\,  soit  dans  \^'\. 

I.  Le  contour  ^'  est  déchevêtré,  parce  que  ses  côtés 
[lUa'J,  ...,  [I)'n],  appartenant  à  la  ligne  partielle  C',  ne 
peuvent,  ni  se  rencontrer  en  enchevêtrement  mutuel  à 
cause  du  déchevêtrement  essentiel  au  proposée,  ni  ren- 
contrer ses  autres  côtés  [itir],  ...,[tDn],  parce  que  ceux-ci 
composent  le  chemin  C  tracé  exclusivement  dans  l'in- 
ternat \^\. 

II.  i"  Parce  que  le  premier  côté  [lUr]  du  chemin  (C, 
issu  du  sommet  (facultatif  ou  essentiel)  lit  de  ^,  n"a 
que  ce  point  commun  avec  celui-ci,  et  que  son  extrémité  r 

appartient  à  \^\,  la  demi-droite  Itir  est  intérieure  à 
l'angle  interne  lît/,  le  décompose  additivement  ainsi  en 
deux  parties  n'inr,  ifllir  qui  sont  des  angles  Hl),  m^ 
de  ^',  ^",  dont  il  faut  trouver  les  noms. 

A  cet  eftet,  nous  construirons  (7,11)  un  contour 
triangulaire  5  dont  l'internat  jS^j  contienne  tous  les 
sommets  de  ^,  en  conséquence,  ses  côtés  et  internat 
(/6/f/.,III,etV,  2"j,en  particulierlechemin  C  tracé  dans 
ce  dernier,  puis  ainsi,  les  côtés  et  internats  de  m\  ^' 
aussi,  contour  dont,  par  suite,  l'externat  jî^L  soit 
compris  dans  chacun  de  ceux  de  ces  derniers.  Ensuite, 
nous  nommerons  [lit/]  un  cil,  de  pied  lit,  externe 
pour  ^,  et  P  un  point  marqué  arbitrairement  dans  !  5  j^, 
pouvant  par  suite  être  joint  à  l  par  un  chemin  P.../, 
se  trouvant    tout   entier  dans  \^\^  (o,VIl),  n'a^-ant 
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ainsi  aucun   [joint  commun  avec  M^,   ni   avec  (H  dont 
rien  n'appartient  à  , ^;_,  ni  par  là,  avec  i^',  J^" . 

De  nt  pris  encore  pour  pied,  nous  pourrons,  dans 
l'angle  nt|-,  puisqu'il  est  une  partie  de  m,,  tracer  un  cil 
interne  [lUm']  du  contour  ^,  le  faire  en  outre  assez 
petit  pour  n'avoir  rien  de  commun  non  plus  (sauf  lit) 
avec  le  chemin  C;  par  quoi  il  sera  aussi  un  cil  de  ^', 
et  sa  pointe  m',  appartenant  déjà  à  ;^!.  tombera  dans 
une  rive  de  J^'  à  déterminer  maintenant. 

Le  chemin  P.  ..ZlUm',  consislant  en  P.  . . /lit  allongé 
en  m  du  cil  [lltm],  n'a  d'autre  abord  avec  ^,  avec  M' 
aussi  bien,  que  le  point  lit  qui  est  une  traversée 
dans  les  deux  cas,  savoir  :  avec  ^,  parce  que  ses  ex- 
trémités P,  m'  tombent  respectivement  dans  les  rives 
opposées  de  ce  contour  (o)  ;  avec  ^',  parce  que  cette 
première  traversée  qui  place  l'amorce  [IH/]  dans  l'in- 
térieur du  biadjacent  111^  de  l'angle  interne  111/  de  M 
la  dirige  a  fortiori  dans  celui  de  llt'^  biadjacent  de  lll| . 
Effectivement,  ce  dernier  étant  compris  dans  111/,  son 
biadjacent  111^  comprend  au  contraire  celui  de  lit/; 
d'ailleurs,  l'autre  amorce  [ni/?i']  a  été  prise  intérieure 
à  m'.  De  l'existence  de  cette  traversée  unique  du  chemin 
V...linm'  avec  -^',  et  de  la  situation  de  son  extrémité  P 
dans  l'externat  j^'î»  de  celui-ci,  il  résulte  que  l'autre 
extrémité  m'  appartient  à  son  internat  |^'l,  puis,  que 
le  cil  [mm']  et  l'angle  in|  auquel  la  demi-droite  lltm' 
est  intérieure,  sont  internes  pour  le  même  contour. 

Et  semblablement.  pour  l'autre  angle  analogue  n^ 
de  ^',  pour  ceux,' lu"/,  n"/,  de  ^",  après  construction, 
pour  ce  contour,  d'un  cil  interne  [lllm"]  analogue 
à  [mm']. 

2"  Eu  a',  l'angle  interne  0^  du  contour  M'  est,  par 
définition  (3,  II),  celui  des  biadjacents  en  ce  sommet, 
auquel  le  piquetage  b'tt'm  confère  l'homolaxie  avec  son 
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angle  interne  VX'-  piqueté  rt'îîtr;  et  l'angle  interne  il,,  du 
proposé  M  est  pareillement  celui  de  ses  biadjacents 
en  II',  que  le  même  piquetage  rend  homotaxique  à  111/ 
piqueté  a'itlrt".  Mais  les  piquetages  précités  imposent 
rhom,otaxie  encore  aux  angles  lllj,  111,,  parce  que  leurs 
premiers  côtés  sont  superposés  en  lltu',  et  que  le  second 
côté  ntr  du  premier  est  intérieur  au  dernier,  d'après  le 
tracé  du  chemin  C  Les  angles  'il/,  il/  sont  donc,  non 
biadjacents,  mais  identiques,  parce  que,  piquetés  tous 
deux  b'il' lit,  ils  sont  homotaxiques. 

L'identité  des  angles  suivants,  'b/,  b|.  a  pour  cause 
l'état  de  superposition  de  leurs  sommets  et  côtés,  com- 
biné pareillement  avec  l'homonymie  des  relations  to- 
pographiques que  le  même  piquetage  c'b'il'  impose  à 
l'un  et  à  l'autre,  avec  leurs  enchaînés  sur^',^,  savoir 
les  angles  identiques  'a/,  o|-  affectés  tous  deux  du 
même  piquetage  b' il' lit,  comme  tout  à  l'heure.  Et  de 
même,  pour  ...,  jusqu'à  'g  ,  '!)'.. 

Et  semblablement,  pour"ii;,  "bj,  ...,  "g/,  "l)J  dans  ^". 

IIL  \"  Sauf  ses  extrémités  111,  il,  le  chemin  C"  ap- 
partient tout  entier  à  l'externat  de  ^'. 

La  demi-droite  llir  étant  intérieure  à  l'angle  111/  de 
côtés  lllil',  lllil",  la  seconde  de  ces  demi-droites  l'est  au 
biadjacent  lll/  de  lit/,  ces  deux-ci  de  mêmes  côtés  lllO', 
lllf  ;  et,  comme  lll,  est  inleine  poui-  le  contour  ^' 
(II,  i"),  l'autre  lu/  est  cxlerne.  On  en  conclut  (jue 
[inu"]  est  un  cil  externe  pour^',  puis,  (|ue  sa  pointe  a" 
appartient  à  \iX'\^^  et  I)"  s'y  trouve  aussi  pour  des 
causes  semblables.  Le  chemin  il"b"...  ^"1)"  y  est  donc 
tracé  tout  entier,  puisque  ses  extrémités  appartiennent 
à  cette  rive  de  ^'  et  qu'il  n'aboidc  pas  ce  dernier;  le 
chemin  mo"b"  ...  â"l)">l,  ou  (C"  également  (sauf  les  res- 
trictions concernant  ses  extrémités). 
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Etsemblablement,  pour  le  chemin  Celle  coiUoiir^". 

2°  Soit  maintenant  n  un  point  quelconque  de  i^'J, 
que,  par  suite,  nous  pouvons  réunir  à  in\  autre  point 
du  même  internat  (II,  i"),  [)ar  un  chemin  s'j  trouvant 
tout  entier.  Ce  chemin  n'abordant  ni  la  partie  C  du 
contour  proposé  ^  pour  cette  cause,  ni  son  autre 
partie  C"  (i"),  tous  ses  points  appartiennent  à  une 
même  rive  de  ce  contour,  qui  est  '.^J,  puisque  m'  s'j 
trouve.  Le  point  considéré  n  appartient  donc  aussi  à 
cet  internat. 

Et  semblablement,  pour  tout  point  n"  de  ^' . 

3"  Revenons  au  cil  interne  [ntwî"]  dont  la  construc- 
tion pour  ^"  a  été  mentionnée  plus  haut  (II,  i", 
in  fine). 

Comme  la  demi-droite  ma"  est  intérieure  à  111^  angle 
externe  de  M'  (  i"),  elle  le  décompose  en  deux  parties 
dont  l'une  est  111^,  et  la  demi-droite  \\\t)t"  intérieure  à 
ce  dernier  l'est  aussi  à  llt^,.  Les  cils  [llt/n],  [lit //«"]  étant 
ainsi  intérieurs,  le  premier  à  lll] ,  le  second  à  11!^.  et  ces 
angles  étant  décliaînés  dans  ^',  ce  contour  est  traversé 
au  point  uni(|ue  111  par  le  chemin  m'VHîn" .  L'extrémité 
m"  de  celui-ci  appartient  donc  à  ;-^';^,  puisque  l'autre 
jn'  est  dans  ;  M'  \. 

Soit  enfin  n!'  un  autre  point  de  l'internat  de  ^", 
qu'ainsi  nous  pouvons  joindi'c  à  m"  par  un  chemin 
m" . .  .  n"  sans  abord  avec  ce  contour,  avec  sa  partie  C 
en  particulier,  ni,  par  suite,  avec  ^'  composé  de  C  et 
de  C'  qui  est  tout  entier  d;ins  \^'\^  ('")•  ^^^^  ^^'  ^^ 
parce  quiprécède,  le  clieuiin  ni  \\\ni"  . .  .  n"  traverse  ^' 
au  point  unique  111.  Son  extrémité  n"  appartient  donc 
encore  à  ;^',^,  parce  que  l'autre  m'  se  trouve 
dans  \^\. 

Etsemblablement,  pour  tout  point  «'de  j^';,  relati- 
vement à  ;  ^";„. 
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IV.  Pour  terminer,  soient  n  un  point  quelconque  de 
l'internat  du  contour  proposé,  composé  de  C'  et  de  C", 
puis  m .  . .  n  un  chemin  conduisant  de  m'  à  n,  sans 
abord  avec  lui.  Comme  ainsi  ce  chemin  n'aborde  ni  la 
partie  C'  de  ^',  ni  la  partie  C"  de  ^",  le  nombre  0  de 
ses  traversées  avec  leur  partie  commune  £  est  aussi 
celui  de  ses  abords  du  même  nom  avee  ^'  ou  ^' . 
indistinctement. 

Si  donc  H  est  jiair,  son  extrémité  n  appartiendra 
à  j^'j,  puisque  l'autre  m'  s'y  trouve.  S'il  est  impair,  n 
appartiendra  à  Tinternal  de^";  effectivement,  m  est 
dans  son  externat,  puisqu'il  appartient  à  \^'\  (III,  3, 
in  fine). 

10.  Jusqu'au  n"  11  (inf.),  il  nous  sera  commode  de 
réduire,  au  seul  moidiagonale  d'un  contourdonnéquel- 
conque  ^  non  triangulaire,  la  désignation  dune  dia- 
gonale essentielle,  interne,  c'est-à-dire  de  tout  segment 
terminé  par  deux  sommets  essentiels  et  dont  les  points 
intérieurs  appartiennent  en  totalité  à  son  internat  \M-\. 

Au  moyen  de  côtés  et  de  didfionales  du  contour 
considéré,  on  peut  former,  en  nombre  limité,  des 
contours  triangulaires  cjui  remplissent  les  condi- 
tions suivantes  :  t' internat  de  chacun  appartient  à 
celui  du  proposé,  mais  à  V externat  de  chacun  des 
autres,  et  t  internat  du  contour  proposé  est  repro- 
duit par  la  réunion  de  ceux  de  tous  les  contours 
triangulaires  ainsi  construits,  avec  adjonction  des 
points  intérieurs  aux  diagonales  employées. 

1.  Le  contour  possède  une  diagonale  au  moins. 

Soient  e,-  un  quelconque  de  ses  angles  internes  non 
neutres  (7, VI),  et[cli],  [cf]  ses  côtés  essentiels,  soudés 
au  sommet  t.  Une  demi-droite  mobile  tm  restant  inté- 
rieure à  cet  angle  conservera  certainement,  avec  le  cou- 
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tour,  quelque  abord  (ne  conlenant  pas  son  origine  e); 
car,  si  elle  arrivait  à  ne  pas  le  traverser,  tous  ses  points 
appartiendraient  à  l'exleruat,  et  C/  serait  un  angle  externe 
contrairement  à  l'hypothèse.  En  nommant  alors  lll  le 
point  de  tous  ces  abords  qui  est  le  plus  rapproché  de  f , 
le  segment  [Clît]  ne  devient  jamais  nul,  sans  quoi  le 
contour  serait  enchevêtré  en  t. 

Si,  dans  une  position  initiale  de  tni  prise  au  hasard, 
m  est  un  sommet  essentiel,  ce  segment  est  une  diago- 
nale, parce  que  ses  extrémités  sont  des  sommets  du 
contour,  et  que  tous  ses  points  intérieurs  appartiennent 
à  l'internat  de  celui-ci  (7,V). 

Si,  au  contraire,  lll  est  intérieur  à  un  côté  [33],  nous 
l'y  fei'ons  mouvoir,  à  partir  de  cette  première  position, 
d'abord  dans  quelque  sens  constant,  puis  dans  le  sens 
opposé,  jusqu'à  survenue,  visiblement  nécessaire,  de 
l'un  ou  l'autre  des  accidents  suivants  :  1"  lll  atteint  l'un 
des  sommets  6,3r  sans  que  la  demi-dioile  ClU  ait,  avec 
le  contour,  ou  ait  eu,  quelque  point  commun,  intérieur 
au  segment  [flll]  ;  '2"  avant  que  lll  ait  atteint  un  de  ces 
deux  points,  cette  demi-droite  arrive  en  une  position 
où  elle  présente,  avec  le  conlorir,  un  ou  plusieurs 
abords,  parmi  les  points  de  tous  les(piels,  le  plus  rap- 
proché, U,  de  C,  est  inlf-rieur  au  segment  [Clll]  ;  3"  elle 
s'applique  sur  l'un,  puis  sur  raulr(.'  des  cotés  CÏ»,  ct  de 
l'angle  considéré,  sans  (pi'auciinc  des  deux  éventualités 
précédentes  se  soil  présentée  auparavant.  [Le  cas  où  la 
demi-droite  mohile  at  Ici nd rail,  dans  des  conditions  dif- 
férentes, un  point  U  d'un  c(')t(''  autre  fpie  [Sj]?  "^  *^té  ta- 
citement écarté  ;  ellectivement,  si  U  était  sur  [53]  (ou 
bien  en  C)  le  contour  y  serait  enchevêtré  ;  s'il  n'appar- 
tenait qu'à  l'autre  côté,  il  en  serait  une  extrémité  libre 
de  soudure,  et  la  ligne  considérée  M  v  serait  ouverte, 
au  lieu  d'être  un  contour.] 
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i"  Le  segment  [es],  ou  [^3],  répond  à  la  question, 
comme  [fUl]  avant  l'ouverture  de  cette  discussion. 

2"  L'abord  survenu  est  un  frôlement,  parce  que,  en 
cas  de  traversée,  si  celle-ci  avait  un  point  commun 
avec  [63]?  le  contour  j  serait  enchevêtré  ;  si  elle  n'en  avait 
aucun,  une  position  antérieure  de  la  demi-droite  tm 
aurait  rencontré  le  contour  en  quelque  point  intérieur 
au  segment  [fiu].  Quant  au  point  U,  il  est  un  sommet 
du  contour,  parce  qu'il  fait  partie  d'un  frôlement  d'une 
droite,  ÎVX,  avec  une  ligne  brisée,  ^,  abord  se  rédui- 
sant visiblement  à  un  sommet,  ou  bien  embrassant  la 
totalité  d'un  coté  essentiel,  et  que  si,  dans  le  dernier 
cas,  il  était  intérieur  à  ce  côté  d'abordage,  il  ne  serait 
pas  le  plus  rappi'oché  de  C  parmi  tous  les  points  de 
celui-ci.  Le  segment  [cn]  répond  donc  à  la  question, 
comme  [fitt],  tout  à  l'heure. 

3"  On  aperçoit  immédiatement  que  rt,  CI,  côtés 
de  l'angle  f,-,  coupent  la  droite  63  du  côté  considéré, 
en  des  points  "ï»',  t'  limitant  un  segment  dont  tous  les 
points  appartiennent  à  ce  côté,  et  qui  est  décrit  par  lit, 
en  même  temps  que  l'angle  ti  par  tm^  ceci  conférant  à 
cet  angle  la  propriété  d'être  saillant.  En  outre,  t>'  ne 
peut  être  intérieur  au  côté  [f'b],  ni  f  à  [cf],  car,  autre- 
ment, le  contour  y  serait  enclievêtré.  Enfin,  les  points 
intérieurs  au  segment  variable  [ctlt]  ne  cessent  jamais 
d'appartenir  à  l'internat  du  contour. 

Maintenant,  si  ti',  t'  appartiennent  aux  prolonge- 
ments des  côtés  [c^],  [et]  au  delà  de  leurs  extrémités 
^,  f,  les  demi-droites  ï>li',  tt'  sont  opposées  à  ïiC,  fc;  par 
quoi,  "î»',  f  sont  tous  deux  intérieurs  à  l'opposé  du 
demi-plan  btc.  Et  le  segment  [î'f']  est  tel  en  même 
temps;  car,  si  l'un  de  ses  points  intérieurs  aj^partenait 
à  ^ît  ou  à  son  arêle  seulement,  ses  extrémités  ï>',  t'  ne 
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sciaif'iil  |);is  diins  le  (kmi-plaii  opposé,  loiilrs  deux.  En 
f;iis;ml  donc  décrire  l'angle  C/  par  la  demi-droite  C//î, 
et  considérant,  avec  sa  trace  IH  siir[l>'f'],  son  intersec- 
tion u  avec  [l>t]  autre  segment  sons-lendant  cet  angle, 
les  demi-droites  aC,  alU  sont  sans  cesse  opposées,  et  le 
point  u  leste  ainsi  inté'rieur  au  segment  [flU].  11  appar- 
tient donc  sans  cesse  à  Tinternat  du  contour,  ce  qui 
confère  la  qualité  de  diagonale  au  segment  [ïit]  décrit 
par  lui. 

Et  seml)l:djlemcnf ,  si  V  se  confondait  avecï»,  ou  bien 
t'  avec  t. 

Si  ces  confusions  existaient  toutes  deux,  notre  côté 
[03]  ne  serait  pas  antre  cliose  que  le  segment  [ïit],  et 
noire  contour  serait  triangulaire,  cas  écarté. 

(On  aperçoit  ainsi  que  /e  contour  peut  être  dc- 
po^irva  de  toute  diagonale  issue  d' un  sommet  donnée 
ceci  se  présentant  visiblement  quand  on  se  trouve  en 
présence  de  l'cventualilé  3".  Mais,  si  V angle  ti  est  ren- 
trant^ l'existence  d' une  telle  diagonale  est  certaine. 
(îetle  éventualité  ne  peu!  efifectivement  se  produire, 
parce  ipie  la  dioilc  53  'I6  peut  rencontrer  simidtanément 
les  deux  côtés  d'un  tel  angle.) 

If.  1"  Ees  extrémités  111,  U  d'une  diagonale  [llUt],  (pie 
nous  noterons  C(l),  divisent  notre  contour  -^  en  deux 
cliemins  (C,  C"  dont  les  associations  avec  des  dédou- 
blements de  C  donnent  deux  nouveaux  contours  ^', 
^";  et  ces  diverses  ligures  jouissent  des  propriétés  re- 
latives de  celles  qui  ont  été  étudiées  tout  à  l'heure  sous 
les  mêmes  notations  (9),  avec  une  particularité  spéciale  : 
le  chemin  C,  simple  segment  rectiligne,  n'ayant  aucun 
sommet  essentiel,  les  deux  contours  dérivés,  dans  leur 
ensemble,  non  seulement  possèdent  tous  les  sommets 
essentiels  du  proposé,  111  et   U   |)ris  deux  fois  chacun, 
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mais  ils  n'en  ont  point  d'autres,  et  ils  n'ont   d'autres 
angles  internes  que  les  siens  ailleurs  qu'en  lit,  n,  que 
de  simples  parties  lît^- ,  tn'^  et  It^. ,  n'^  de  îît/,  itj   en   ces 
derniers  sommets. 

Dans  chacun  des  contours  dérivés,  s'il  n'est  trian- 
gulaire, on  pourra  donc  (I)  tracer  une  diagonale  qui, 
naturellement,  sera  distincte  de  C  et  appartiendra  vi- 
siblement au  proposé,  puis  en  dériver  deux  nouveaux 
contours  auxquels  les  mêmes  remarques  sont  applica- 
bles, puis  recommencer  ^opération  sur  chacun  de  ces 
contours  deux  fois  dérivés  ;  et  ainsi  de  suite,  autant  que 
faire  se  pourra. 

2"  Dans  l'ensemble  de  tous  les  contours,  originaire 
et  dérivés,  procurés  successivement  par  ces  opérations, 
comme  dans  une  famille  d'êtres  vivants  multipliés  par 
fissiparité,  on  peut  dire  deux  d'entre  eux,  apvarentés  : 
premièrement  en  ligne  directe,  au  degré  8,  quand 
l'un  ^^''  V ascendant^  l'autre  ^^'+^^  le  descendant, 
terminent  une  suite,  ^''^,  ...,  ,^'''*'^^  de  0  -|-  1  contours, 
dans  laquelle  chaque  intermédiaire  et  le  dernier  ont  été 
eneendrés  de  leurs  antécédents  immédiats,  commet' 
par  exemple  l'a  été  de  M-]  deuxièmement,  en  ligne 
collatérale^  quand  ils  ne  le  sont  pas  en  ligne  directe. 
Ces  dénominations  faciliteront  sensiblement  renon- 
ciation de  certains  élargissements  des  observations 
précédentes,  qui  s'apercevront  aisément  : 

Les  côtés,  sommets  et  diagonales  d^ un  descendant 
se  retrouvent  tous  parmi  les  éléments  similaires  de 
l'un  quelconque  de  ses  ascendants. 

Chacun  de  ses  angles  internes  est,  pour  l'ascen- 
dant., un  tel  angle  ou  C une  de  ses  parties;  son  in~ 
ternat  est  une  partie  de  celui  de  l'ascendant. 

Les  internats  de  deux  collatéraux  n'ont  aucun 
point  commun. 
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Si,  dans  la  famille,  on  forme  une  représentation 
complète,  c'est-à-dire  si  l'on  groupe  plusieurs  col- 
latéraux, tels,  en  nombre  et  autrement,  que  tout 
autre  membre  soit  apparenté  en  ligne  directe  à 
quelqu'un  d'entre  eux.  tout  point  de  V internat  du 
contour  proposé  se  retroia^e  dans  celui  de  l'un  ou 
de  l'autre  des  membres  de  cette  représentation,  ou 
bien  à  l'intérieur  d'une  diagonale  employée. 

III.  Dans  le  passage  d'un  membre  quelconque  de  la 
famille  à  un  descendant  immédiat,  le  nombre  des  côtés 
diminue  dune  unité  au  moins  ;  car.  si  la  diagonale 
employée  en  apporte,  il  est  vrai,  un  nouveau,  son 
tracé  en  enlève  deux  au  moins.  La  génération  indéfinie 
de  nos  contours,  dérivés  chacun  d'un  ascendant  au  pre- 
mier degré,  ne  peut  donc  manquer,  dans  toutes  les 
directions,  d'aboutir  et  de  s'arrêter  à  des  contours  ex- 
clusivement triangulaires.  Comme  ceux-ci  composent 
visiblement  une  représentation  complète,  il  suffit  de 
leur  appliquer  les  observations  ci-dessus  (11,2")  pour 
achever  la  démonstration  de  noire  théorème. 

H.  I.  Aux  n°' 277*  et  suiv.,  282*  et  suiv.,  j'ai  donné, 
au  point  de  vue  géométrique  et  numérique,  des  défi- 
nitions maintenant  précises,  pour  l'aire  d'un  triangle, 
puis  pour  une  aire  polvgonale  quelconque,  quand  on 
sait  toutefois  celle-ci  formée  par  l'addition  géomé- 
trique d'aires  triangulaires  juxtaposées  les  unes  aux 
auties,  toutes  extérieurement.  La  proposition  précé- 
dente (10)  comble  les  lacunes  principales  qu'v  a  lais- 
sées la  suppression  de  la  démonstration  des  faits 
énoncés  au  n''277*,  IV,  V,  toutes  même  (278*,  II),  par 
l'application  aussi  facile  du  théorème  (10)  à  des  diago- 
nales internes  non  essentielles. 
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(Pour  celle  deiiiière  proposition,  la  siibstitulion  à 
l'internat  de  chaque  contour,  de  son  aire,  figure  englo- 
bant la  totalité  des  points  de  l'un  et  de  l'autre,  ramène 
son  énoncé  à  ses  termes  habituels,  sinon  aussi  précis, 
du  moins  plus  brefs  et  suffîsammeut  clairs.) 

11.  Les  suppressions  rappelées  ci-dessus  (I)  ont 
affaibli  aussi,  dans  sa  base  rationnelle,  la  partie  I  de  la 
démonstialion  du  ihéorènie  du  n"  2<S1*  sur  la  somme 
des  angles  internes  essenliels  d'un  contour.  Celte  base 
est  actuellement  consolidée  par  l'observation  suivante, 
à  ajouter  à  celles  de  l'alinéa  II,  2",  du  n°  10  :  Dans  une 
représentation  complète,  la  somme  de  tels  angles, 
faite  pour  tous  ses  membres,  reproduit  celle  des  an- 
gles du  même  genre  dans  le  contour  originaire . 

111.  La  considération  des  angles  essentiels  d'un 
contour  fournit  un  autre  critérium  (c/".  7, VI)  pour 
distinguer  ses  rives. 

En  nommant  N  le  nombre  de  ses  côtés  (essentiels), 
.%  la  mesure  de  l'angle  neutre,  on  sait  effectivement, 
d'après  le  théorème  rappelé  à  l'instant  (II),  que 
(N  —  2)  Ob  mesure  la  somme  des  angles  internes, 
(JN  -\-  2)  3b,  par  suite,  celle  des  angles  externes. 

De  deux  angles  biadjacents  considérés  au  hasard, 
l'interne  appartiendra  donc  à  la  chaîne  de  moindre 
somme,  et  deux  cils  tracés,  l'un  à  l'intérieur  de  cet 
angle,  l'autre  à  l'extérieur,  signaleront  l'internat  du 
contour  et  son  externat,  respectivement. 

12.  La  notion  de  polygone  convexe  présente  des 
obscurités  assez  marquées  par  la  diversité  des  défini- 
tions reçues  en  celle  matière,  sans  réduction  faite 
encore  des  unes  aux  autres.  Les  moyens  employés  dans 
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celte  Note    permelteni  de   l'éclaircir,    et  c'est   par  là 
cjirelle  se  terminera. 

I.  Je  partirai  des  définitions  ci-après  : 

i"  Au  sommet  commun  de  deux  angles  biadjacenls 
non  neutres,  une  ligne  ouverte  (2, 1,  i",  2")  est  con- 
vexe vers  l'extérieur  de  son  angle  saillant,  concave 
vers  celui  de  son  angle  rentrant. 

2°  En  un  sommet  essentiel,  un  contour  est  convexe 
(vers  son  externat),  si  est  interne  son  angle  vers  Tex- 
térieur  duquel  cette  qualificalion  lui  est  applicable 
dans  le  sens  relatif  ci-dessus  (i"),  en  conséquence,  si 
son  angle  interne  est  saillant;  il  est  concave^  si  cet 
angle  est  rentrant. 

3°  Il  est  convexe,  absolument  parlant,  quand  il  est 
tel  en  chacun  de  ses  sommets  (2"),  c'est-à-dire  quand 
tous  ses  angles  internes  sont  saillants. 

II.  Quand  un  contour  donné  M  est  convexe  [l,  3"), 
une  droite  indéterminée  tO  ne  Vaborde  jamais  qu  en 
un  frôle  ment  y  ou  bien  deux  traversées,  celles-ci 
consistant  en  des  points. 

i"  Quand  un  abord  [qr]  entre  une  droite  (ô  et  une 
ligne  quelconque  %  ne  se  réduit  pas  à  un  point, 
les  angles  de  %  auxquels  sont  intérieures  ses 
amorces  [<7p],  [/>]  sur  id  sont  tous  deux  rentrants. 

En  efiel,  cet  abord  se  confond  avec  tin  côlé  essentiel 
de  ir(3,  IV,  i",  in  fine),  et  l'angle  de  celle-ci,  en  q 
par  exemple,  dont  il  s'agit,  est  la  somme  de  l'angle 
neutre  /'^p  et  de  l'angle  saillant  p^p. 

2°  Un  frôlement  entre  notre  contow  et  ladroiteisd 
n'est  accompagné  d'aucun  autre  abord. 

Soient  [^r]  le  frôlement  dont  l'existence  est  admise 
et  que  nous  supposerons  d'abord  ne  pas  se  réduire  à 


(  '^51  ) 
un  point  (IbicL),  puis  [^|'],  [rS]  ses  amorces  sur  M, 
puis  qq',  /•/'  les  prolonyemenls  au  scguienl  [qp]  an 
delà  de  ses  exlrémiiés  q,  />,  finalement  A',  c,  si  quelque 
autre  aboid  accompagnait  celui-ci,  les  premiers  des 
points  de  (0  que  feraient  rencontrer  des  marches  sur 
le  contour,  exécutées,  la  première  à  partir  de  q,  dans 
le  sens  q\)  . . .,  l'autre  à  partir  de  /•  dans  le  sens  r$  .... 

En  axant  égard  au  déchevêtrement  du  contour  et  à 
{"identité  des  demi-plans  (0|),  cô5,  on  apercevra  aisé- 
ment l'impossibilité  de  l'op|)Osition  des  demi-droites 
dans  les  paires  qq\  qh  cl  /•/',  /r  à  la  fois,  ceci  assurant 
leur  identité  dans  l'une  des  paires  au  moins,  qui 
sera  la  seconde  par  exemple,  (iomme  ainsi  le  clie- 
min  r^  ...  V  n'a  aucun  point  commun  avec  la  droite  eO 
(sauf  ses  extrémités  /•,  c),  il  est  fermé  par  le  seg- 
ment [/•<']  de  celle-ci  en  un  contour  èX'  dont  les 
angles  saillants  v\^  c^  ,  de  notations  e\|)licitcs  (Vô, /'cU, 
sont  internes  pour  lui.  Ellccii  vemont,  Ics  prolongements 
de  leurs  côtés  autres  que  /"ô,  ril  sorrt  ccirx  du  scgnrenl 
[/•^],  demi-droites  qui  n'ont  aucuri  point  iulérreur 
commun  avec  ce  contorirïK  et  sont  intérieures  aux  biad- 
jacents  de  ces  angles,  ceci  montrant  facilement  que 
ces  biadjacents  sont  externes  porrr  lui  (7,  VI  ). 

Cela  posé,  Z'^,  angle  drr  contour'  Xi  en  /•,  ariquel  la 
demi-dr-oite  /c  est  inlérieirrc,  est  externe  pour  lui,  sirp- 
posé  corrvexe,  parce  qu'il  e>l  r-ritrant  (l,.i"),  (  i"). 
Et,  en  6,  ...,  U.  les  .iiii;l<;s  inlernes  s'^  ,  ...,  U^  de  'jX 
sorrt  les  biadjacents  ilc  5|  ,  ...,  U),  arrli-es  angles 
interrres  de  <H' ;  eneetivement,  on  con-lalcra  sarrs  peine 
qrre  l'errcliaînemerr I  de  ces  dirriiers  à  /Vsur-.K  entrarne 
leur  encliainement  à  r\,  sur- iii,  leur  décburncmerrl  par 
suite,  sur  ce  même  contour-,  à  r-  biudjacent  de  z'^,  (jui 
est  inlerne  pour  lui. 
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Quand  le  frôlement  en  quesUoii  se  réduit  à  un  point, 
Je  raisonnement  reste  le  même,  sauf  attribution  des 
notations  qc^ •,  ri''  aux  moitiés  de  la  droite  cô  qui  sont 
placées  dans  les  demi-plans  rsp,  ^ps,  respectivement. 

Soient  enfin  N(>-2,  visiblement)  le  nombre  des 
sommets  de  ÏK',  N  —  2,  par  suite,  celui  de  ses  angles 
internes  6^ ,  ...,  Il',  seulement.  Si  tous  ces  angles 
étaient  rentrants,  leur  somme,  à  eux  seuls,  serait  plus 
grande  que  (N  —  2)X,  somme  de  tous  les  internes  de  ce 
contour  (11,  II).  Ceci  étant  impossible,  l'un  d'eux  au 
moins,  ^-  par  exemple,  serait  saillant,  et  le  contour 
proposé  ^  aurait  en  S  un  angle  interne  rentrant  s'^' , 
fait  incompatible  avec  sa  convexité  supposée. 

3"  Toute  traversée  se  réduit  à  un  point.  Car,  si 
elle  embrassait  la  totalité  [^/']  d'un  côté  du  contour, 
les  angles  de  celui-ci  en  q,  r  auxquels  sont  intérieures 
les  amorces  de  cet  abord  sur  (ô  seraient  tous  deux 
rentrants  (1°),  et,  comme  ils  sont  déchaînés  (3,  IV,  2"), 
liin  d'eux  serait  interne  pour  lui^  ceci  contredisant 
encore  la  convexité  attribuée  au  contour  (I,  3"). 

4°  Les  trai-ersécs,  quand  il  en  existe,  sont  en 
nombre  =  2,  consistant  en  de  simples  points  (3")  et 
n'étant  accompagnées  d'aucun  frôlement  (2°). 

Comme  il  y  en  a  plus  d'une,  parce  que  le  nombre 
des  traversées  d'un  contour  et  d'une  droite  est  tou- 
jours pair  (8),  considérons  les  deux  extrêmes,  savoir 
celles  qui  limitent  un  segment  ayant  toutes  les  autres 
dans  son  intérieur,  et  nommons  111  l'une  d'elles,  puis  n 
la  plus  rapprochée  de  celle-ci  parmi  les  autres. 

Tous  les  points  intérieurs  au  segment  [niu]  appar- 
tiennent à  l'internat  de  ^,  parce  que  son  prolongement 
au  delà  de  Itl  est  placé  tout  entier  dans  l'externat 
(5«/?.),  et  que  la  demi-droite  lllU  n'est  pas   traversée 
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parle  contour  à  l'inlérieur  du  même  segment.  On  en 
conclut  (9)  qu'avec  les  deux  chemins  conduisant  de  ni 
à  n  sur  le  contour,  des  dédoul>lements  du  segment  dont 
il  s'agit  forment  de  nouveaux  contours,  ^',  M",  dont 
les  angles  internes  sont  ceux  du  proposé,  sauf  en  lit,  U 
où  ils  ne  sont  que  des  parties  des  derniers  de  tels  som- 
mets, angles  par  là  tous  saillants.  Ces  deux  contours 
sont  donc  convexes  aussi,  et,  comme  la  droite  cô  frôle 
chacun  d'eux  en  un  côté,  [lUU],  elle  ne  les  aborde  plus 
ailleurs  (2°).  Ses  traversées  m,  n  avec  le  proposé  ne 
sont  donc  accom[)agnées  d'aucune  troisième. 

III.  1"  Dans  te  cas  (II,  2"  i,  la  droite  cO  laisse  d'un 
même  côté  d'elle  tous  les  points  du  contour  étran- 
gers au  frôlement  \^qj'\  tous  ceux  de  son  internat 
par  suite  (7^  V,  1"  ). 

Soient  [^P],  [''5]  'p^  côtés  du  contour  faisant  amorces 
pour  le  frôlement,  et  p0n...5  sa  partie  laissée  par 
l'ahlation  de  ces  trois  côtés  [Pç'],  [^'"jj  [''^l- 

Pour  un  tel  abord,  les  amorces  considérées  sont 
enchaînées  (3,  IV,  3°),  placées  ainsi  dans  un  même 
demi-plan  d'arête  CÔ  (/6iV/.,  II,  3").  Le  côté  [pojcontigu 
est  donc  tel,  tout  entier,  parce  qu'il  en  est  ainsi  pour 
son  extrémité  p  etqu'il  n'aborde  pas  cette  arêle(ll,  2"). 
Puis  semblablement,  pour  [ait],  [nm],  . . .,  jusqu'à  [rs]. 

2"  Dans  le  cas  (II,4")>  nous  avons  constaté  incidem- 
ment que  la  diagonale  [inn]  (essentielle  ou  facultative) 
est  toujours  tracée  dans  l'intérieur  du  contour,  etqu'elle 
découpe  celui-ci  en  deux  parties  formant  avec  elle  deux 
autres  contours  convexes  aussi,  dette  observation  réduit 
à  quelques  mots  la  dénionslration  (lu  ihéorème  du 
n"  10,  appliqué  à  un  contour  convexe. 

IV.  Quand  un  contour  ^  n'est  pas  convexe^ 
cas  auquel  il  possède  quelque  angle  interne   ren- 
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trant  t/.  chacune  des  droites  cjiii contiennent  les  côtés 
de  cet  angle  l'aborde  dans  des  conditions  qui  contre- 
disent à  la  fois  les  deux  parties  du  dispositif  de 
V énoncé  de  V alinéa  II.  Et  chacune^  encore^  laisse^ 
de  part  et  d  autre  d' elle  ^quelques  points  du  contour. 

1°  Soient  [rq],  [rs]  les  deux  côtés  dti  contour  qui  se 
soudent  eu  X.  Comme  Tangle  C/  est  rentiani,  il  contient 
dans  son  intérieur  la  demi -droite  opposée  ;i  son 
côté  rq,  et,  parce  qu'il  est  interne,  celte  demi-droite 
présente  avec  le  contour  une  traversée  au  moins  (7,  V). 
Si  donc  [mr]  est  un  frôlement,  il  est  accompagné  de  cet 
autre  abord.  S'il  est  une  traversée,  celle-ci  ne  se  réduit 
pas  à  un  seul  point. 

2"  Soient  enfin  [/y]  le  second  abord  de  nos  lignes, 
une  traversée  pouvant  se  réduire  à  un  point,  dont  l'exis- 
tence vient  d'être  constatée  (i°),  et  [/!)],  [yl^]  ses 
amorces  sur  ^.  Gomme  les  angles  de  lù  auxquels 
celles-ci  sont  intérieures  sont  déchaînés  et  consistent 
en  des  demi-plans  d'arête  commune Cî),  ces  derniers  sont 
mutuellement  opposés,  ceci  |)laçant  les  sommets  I),  k 
de  part  et  d  autre  de  cette  droite. 

V.  Un  contour  est  convexe  quand  la  droite  de 
chaque  côté  laisse  d'un  même  côté  d'elle  tous  les 
sommets  étrangers  à  ce  côté,  ou  bien  encore,  quand 
les  trai'ersécs  de  toute  droite  se  réduisent  à  deux 
poitits. 

Car,  s'il  ne  l'était  pas,  la  droile  <ie  (pielque  côl'' 
laisserait,  de  part  et  d'anire  d'elle,  deux  sommets  au 
moins  (IV  );  en  même  temps,  elle  traverserait  le  con- 
tour autrement  qu'en  deux  points  (Ibid.). 

De  ces  deux  propriétés  des  contours  convexes,  c'est 
tantôt  l'une  qui  est  prise  pour  définition,  tantôt  l'autre, 
la  seconde  plus  rarement  et  moins  commodément  aussi. 
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Celle  dont  nous  sommes  partis  semble  préférable,  soit 
parce  qu'elle  est  liée  bien  plus  étroitement  aux  notions 
vulgaires  de  convexité,  de  concavité,  soit  parce  qu'elle 
est  la  plus  facile  à  reconnaître. 

VI.  Pour  tout  nombre  N  de  côtés,  il  existe  une 
infinité  de  contours  convexes. 

S'il  en  existe  un  de  N  —  i  côtés,  la  jonction  de  deux 
points  m,  n,  pris  arbitrairement  dans  les  intérieurs  de 
deux  côtés  soudés  en  un  sommet  essentiel,  conduit 
visiblement  à  un  triangle  et  à  un  contour  convexe 
de  N  côtés  (III,  2"j.  Or,  notre  proposition  a  lieu 
pour  N  =  3,  puisque  dans  tout  triangle  les  angles 
internes  sont  saillants  (4,  I,  i"). 


[K'ISca] 

COXTRIBIJTIO^  A  LA  THÉOHIE  DU  TÉTRAÈDRE; 

Par  m.  g.   FONTEXÉ. 


Théorî^me.  —  Le  contact  de  la  deuxième  sphère 
des  douze  points  d'un  tétraèdre  orthocentricjue  avec 
une  sphère  inscrite  ou  exinscrite  est  une  condition 
simple  qui  se  traduit  par  une  condition  double  dans 
le  cas  d'un  tétraèdre  réel  :  le  tétraèdre  doit  être  une 
pyramide  triangulaire  régulière. 

Dans  la  première  partie  de  ce  Mémoire,  j'établirai 
des  formules  relatives  à  un  tétraèdre  orlliocentrique 
quelcon(|ue;  dans  la  seconde  partie,  je  démontrerai  le 
théorème  énoncé  [cf.  même  Volume,  p.  72). 
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I. 

1.  Soit  un  tétraèdre  orthocentrique  ABCD.  Consi- 
dérons une  sphère  tangente  aux  plans  des  quatre  faces; 
le  centre  de  cette  sphère  étant  I,  les  points  de  contact 
avec  les  plans  des  faces  étant  K.,  L,  M,  N,  prenons 
comme  sens  positifs  sur  les  perpendiculaires  à  ces  plans 
les  sens  KJ,  Ll,  Ml,  NI,  ou  les  sens  contraires,  et  soit 

/•=kI=LÎ=:MÏ  =  NÏ. 

f.es  pieds  des  liauleiirs  étant  P,  Q,  R,  S,  soit 

h  =  PÂ,         h'  =  ÔB,         f,"  =  ÏÏG,         h'"  =  ÏD. 
Prenons  comme  données  les  quantités 

HÂ=a,         TÎB  =  6,         HG  =  c,         ÏÏD  =  rf. 

'2.  On  obtient  facilement  le  rayon  R  de  la  sphère 
circonscrite.  Si  G  est  le  barycentre  des  quatre  sommets 
affectés  de  coelficients  égaux,  on  a 

ÔÂ'  +  Ôb'^...  =  iÔG'-^X-2; 

G  étant  milieu  de  OH,  on  a  HG  =  OG,  d'où 
(i)  4R2=2aï,         ou         D2=2a». 

3.    Posons 
HÂxHP  =  HBxHQ  =  HGxHR  =  HDxHS  =  yt, 
et  formons  une  équation  qui  donne  A".  On  peut  écrire 
HÂ(HÂ— PÂ)  =  A-,        d'où         h  =  "^-^\ 
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et  la  relation 

^  PA 

V^  h  —  a 
^"           1      h 

donne  l'équation  en  k 

Ainsi  k  est  donné  par  une  équation  du  quatrième 
degré.  Cette  équation  rendue  entière  est 

3  k^*  —  ■).  Â-3 1  «2  —  A 2  ^a^b"-  —  a^  b^  t-^  f/2  ^  o, 
sans  terme  du  premier  degré  en  k. 

4.   Si  l'on  suppose 

d-<:a^-<Cb^<  c2, 

et,  si  l'on  désigne  pary(Aj  le  premier  membre  de 
l'équation  (2),  on  a 

k    —  X  0  d-  a-  b-  c-  -+-  x, 

l'équation  en  A  a  donc  une  racine  négative,  une  racine 
entre  d-  et  a^,  une  autre  entre  a-  et  b-,  une  dernière 
entre  6^  et  c-. 

La  racine  négative  donne  un  tétraèdre  pour  lequel  le 
point  H  est  intérieur.  Une  racine  positive  donne  un 
tétraèdre  par  lequel  l'orthocentre  est  sur  le  prolon- 
gement d'une  hauteur  au  delà  du  sommet  corres- 
pondant :  avec  cl-  <C«"^,  0-,  c-,  l'orthocentre  est  sur  le 
prolongement  de  SIJ  au  delà  de  D,  et  l'on  a 

É/2<y;  <  a*,  6^  c2; 
la  seule  racine  positive  qui  donne  un  tétraèdre  réel  est 
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donc  la  plus  petite.  Ainsi,  lorsqu'on  se  donne  a-,  b-, 
c-,  <:/-,  deux  valeurs  seulement  de  k  sont  acceptables. 

o.  Les  valeurs  des  quantités  r/^,  a-,  6-,  c^  peuvent 
d'ailleurs  être  quelconques.  En  etTet,  prenons  pour  k 
Tune  des  deux  valeurs  moindres  (|ue  a'-.  Si  l'on  met  en 
place  la  hauteur  SD  avec  le  point  H,  et  si  l'on  mène  le 
plan  perpendiculaire  à  SD  au  point  S,  on  peut  placer 
le  point  A  sur  une  droite  menée  dans  ce  plan  par  le 
point  S,  pourvu  qu'on  ait 

|r/|>SH,         ou         \adC->\k\\ 

or.  si  l'on  substitue  z~  ad  àzns  f(^k),\\  reste  simplement 

t  I 

b'-zn.  ad        c-—;  ad 

résultats  positifs;  la  racine  négative  de  l'équation  en  k 
est  donc  plus  grande  que  — |o5rf|,  la  racine  comprise 
entre  d-  et  a"^  est  plus  petite  que  |  ad  |. 

La  droite  qui  doit  porter  BC  est  alors  déterminée; 
elle  rencontre  le  prolongement  de  AS  en  un  point  E 
tel  que  l'on  a,  avec  des  longueurs, 

Il  fli lr\ 

SE  X  SA  =  SH  X  SD=d=  ^"   ,       \ 
OU,  par  élévation  au  carré, 

^^'^  T^J  r''^~  dij  -  — ;â — ' 

les  points  B  et  C  existeront  si  chacune  des  longueurs 
1  61  et  |cl  est  plus  grande  que  HE,  c'est-à-dire  si  l'on  a 
par  exemple  (puisque  a- d-  —  /,-  est  positif) 

(  b^d^  —  k-^  )  { a2  d^  —  A-2  )  >  A-î  (  d^^-  —A)*, 
ou 

2  A3  —  id'--^  a2  -h  62)  A2  -f-  rf2  a^  /^2  ^  o  ; 


( 
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or,  d'après  l'éqnalion  en  A ,  Laiil  pour  la  valeur  négative 
de  A"  que   pour  la   valeur  comprise  entre  d-   et  a-,  le 

1  ,  ■    -c 

terme  — r  étant  posilii.  on  a 

C^  —  A"  ' 

I  I  II 

<o; 


12— k        a-'-       k        b"--  k        k 


comme  a-  —  A  cl  b-  —  A"  sont  positifs,  comme  on  a  de 

plus 

k{d->-~kXo, 

on  peut  multiplier  par  le  produit  des  dénominateurs  en 
changeant  le  sens  de  l'inégalité,  et  l'on  obtient  préci- 
sément le  résultat  ci-dessus. 


6.   La  formule  connue 


;•      Zàh 


donne  alors 


(  i  ) 


■^«•^-A- 


7.  On  aurait  l'équation  en  /-en  éliminant  A  entre  les 
relations  {i)  et  (3).  Nous  procéderons  d'une  manière 
différente. 

Considérons  les  quantités  «,  b^  c,  d  comme  les  racines 
de  l'équation 

(4)  x'* — aa^^-r-^a?- — YX-t-ô  =  o. 

On  a  d'abord 

(5)  D-2  =  a-^  — -2  ,3  ; 

l'équation  en  A  de\  lent 

(6)  3A-  —  2(a2  -  V.  p)A3+  (  p2_  v^av  -+-  ■,.?j)k^—  32  =  o. 

8.  Au  point  de   vue  de  1  élimination  de  A"  entre  les 
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relations  (2)  et  (3),  nous  transformerons  ces  relations 
comme  il  suit.  En  ce  qui  concerne  la  relation  (2),  nous 
formerons  la  transformée  eny  =  x^  —  A"  de  l'équation  (4), 
et  nous  écrirons  que  la  somme  des  inverses  des  racines 
est  égale  à  —  tJ  on  est  conduit  à  poser 

«A-H-Y=     N, 

2A--4-|3=     M, 
et  l'on  obtient 

(7)  Pî— ■zMP-^-^.aN  =  o. 

En  ce  qui  concerne  la  relation  (3j,  nous  formerons 
la  transformée  en  y  =  '■ de  l'équation  (4),  et  nous 

écrirons  que  la  somme  des  inverses  des  racines  est  ; 
on  est  conduit,  pour  faire  l'équation  en  y,  à  éliminer  x 
entre  les  deux  équations 

(y-  —  OLy  }x-~  (  My  —  N  ) r  -f-  A  P  =  «, 
x^  —  y.T  —  /■  =  o, 

et  l'on  trouve  finalement 

(8)  /.P2—  /NP  — N*— oaA/P  -t-J./MN  =  0. 

9.  M.  G.  Lery  m'a  donné  l'idée  de  résoudre  les 
relations  ('j)  et  (S)  par  rapport  aux  quantités  N  et  P. 
On  a  d'abord  la  solution  N  =  o,  P  =  o,  qui  donnerait 

A*  -+-  p  A-  -t-  8  =  o.         a  A  -+-  Y  =  o  ; 

l'élimination  de  A  fournirait  une  relation  entre  «,  0,  c, 
(l ,  tandis  que  ces  quantités  ont  été  supposées  (piel- 
conques.  Cette  solution  écartée,  si  l'on  forme  la 
combinaison  homogène  en  N  et  P, 

XP2_/NP  —  N-^  _  aA/P  -  /MN 
P^  ~       MP-aN      ' 
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celte  relation  prend  la  forme  remarquable 

(AP«— N2)(MP  — aN)  =  arP(A:P2— N2). 

Pour  A- P-  =  N^,  l'équation  en  ;r  admettrait  la  solution 
X  ■=■  ^k\  on  aurait  alors,  par  exemple, 

HÂ'  =  A  =  HÂxHP         ou         HÂ=HP, 
ce  qui  est  inadmissible.  Gela  suppose  d'ailleurs  a-  ^=.  h'-^ 

ou  C-,   ou  (P'. 

On  doit  donc  prendre 

MP  — aN  =  arP; 

la  relation  ('^)  donne  alors 

P  =  2  a/', 

et  la  relation  (8),  réduite  à  trois  termes,  donne 

N  =  ■i.riW  —  o.r); 
on  a  finalement 

(9)  Â:2-)- pA:-t- 0  =  aaAv, 

(10)  A:(4/-  — a)  =  2a7-2— 2^r-l- Y- 

L'élimination  de  k  est  alors  aisée,  et  l'on  a  l'équation 
en  r 

(11)  (2a/-2— 2pr-l- y)2 

-h  (P  —  2ar)(4/'  —  a)(2qtr2—  -i^r  -^  y) 

H-  ô(4/-  —  a)2  =  o 
OU 

(i9.)     —  (2a/-2—  2p/-+Y)[6ar2  — 2(a2-4-p)r-l-(;aP  — Y)j 

-f-  0(4/'  —  «)-  =  «. 

10.  Quand  on  se  donne  a^,  b^,  c'^,  rf-,  c'e>t-à-dire 
quand  on  se  donne  les  longueurs  HA,  HB,  .,.,  on  ob- 
tient, comme  on  l'a  vu,  deux  tétraèdres  réels,  l'un  pour 
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lequel  le  point  H  est  intérieur,  l'autre  pour  lequel  le 
point  H  est  extérieur.  Pour  chacun  de  ces  tétraèdres, 
on  obtient  les  ravons  des  sphères  tangentes  aux  quatre 
faces  en  appliquant  la  formule  (9),  avec  des  signes 
convenables  pour  a,  6,  c,  d, 

II. 

11.  La  deuxième  sphère  des  douze  points  d'un 
tétraèdre  orthocentrique  peut-elle  être  tangente  à 
une  sphère  inscrite  ou  exinscrite? 

Le  contact  aura  lieu  si  l'oii  a  (p.  -i) 

ÏÏï'  =  (R:+:3r)fR±/-)  =  R*^  iRr  —  3/-*, 

O  étant  le  centre  de  la  sphère  circonscrite;  or  on  a, 
comme  à  la  page  83, 

R5  — "Ôï"=  rx  (Sa  — 3r); 

la  condition  du  contact  est  donc 

dz2R-4-3r  =  Sa  — 3/-, 
ou 

(l3)  6r  =  a:pD. 

12.  L'une  des  racines  de  l'équation  en  r,  corres- 
pondant à  une  valeur  de  k  acceptable  ou  non,  vérifiera 
cette  relation  si  l'on  a,  en  mettant  D  pour  ±  D, 

[a(a  — D)î— 6  3(a—  Dj-f-iSv] 
X  [x(a  — D;'  — 2(aî^  3;(a  — D»-+-6(ap  — y)] 

—  3S[4(z  —  D)  — 6a]î=o; 

en    tenant  compte  de  la   valeur  de    D^    pour   chaque 
crochet,  cela  donne 

[(a3_4a^--9Y]-(a'-3|3)D][(ap-3Y>+?D] 

—  3o[(5a«— 8P)M-45tD]  =  0; 
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on  trouve,  en  achevant  le  calcul,  et  en  rétablissant  le 
double  signe, 

aîp2_  6^3^  aiariy  — îa^Y  — •27Y-"  3ô(5a2—  8p) 
=  dz  a  (  ^2—  3  ay  +  1 2  o)  v/o(2—  -2  p. 

13.  Pour  reconnaître  les  invariants  S  et  T  d'un 
polynôme  de  quatrième  degré,  nous  prendrons  mainte- 
nant l'équation  qui  donne  les  valeurs  des  quantités  HA, 
HB,  ,  ,  . ,  sous  la  forme 

(i4)  cLx'* — 4  6^^-H6ca:2 — !^dx^e=^o\ 

les  racines  de  cette  équation  sont  aussi  désignées 
par  a,  6,  c,  d^  mais  il  n'j  a  à  craindre  aucune  confu- 
sion. On  a  alors 

t\b  „6c  !\d  ^       e 

a  a  a  a 

et  la  relation  précédente  prend  la  forme 

laè^c^ —  27 ac^-H  \iahcd  —  16 b^d  —  ga^d^  —  ae{5b^  —  3ac) 
=  ±  e  X  ibiae  —  ^bd -h  ic^ )  v^^^  —  ^ ^^i 

e  étant  le  signe  de  a. 

Or  les  invariants  S  et  T  sont 

S  =  ae    —  ibd    -+-  :U\ 

T  =  ace  -+-  ibcd  —  ad^ —  eb''-—  c', 

et  nous  considérerons  encore  les  quantités  bien  connues 

^==:b-^—ac,         U  =  3aT  +  2VS. 

Si,  du  premier  membre  de  la  relation  écrite  plus  haut, 
on  retranche  3U,  il  reste  — 2 6- S;  cette  relation  peut 
donc  s'écrire 


(i5)  3U  -  262s  =±£  X  •.'.6Sv/6»T3V, 
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ou,  sous  forme  rationnelle, 

gU2— i2è2SU  —  r2Z>2VS2=  o, 

c'est-à-dire 

(i6j  :5U2— 46-'S(U -f- VS)  =  o. 

On  peut  encore  écrire 

lj-2_  462S(aT  -h  VSj  =  o 
U*  — ?.è2S(U  — aT)  =  o. 


ou 


Si  l'on  remplace  U  par  3a  T  +  2  VS,  on  voit  que  a 
est  en  facteur;  ce  fait  s'explique  aisément. 

14.  La  relation  (16)  est  satisfaite  si  l'on  a  S  =  o, 
T  =  o;  trois  des  quantités  a,  b,  c,  d  sont  alors  égales, 
et  l'on  a  une  pyramide  triangulaire  régulière.  Nous 
écarterons  ce  cas,  qui  est  sans  intérêt. 

15.  En  supposant,  pour  simplifier  l'écriture,  que  le 
premier  coefficient  de  l'équation  (i4j  est  égal  à  i ,  la 

relation  (16)  contient  seulement  S,  T,  V,  et  b  ou  — • 

4 

On  a  d'ailleurs 

\  =  ~'S{a  -  b)\ 

de  sorte  que  V,  aussi  bien  que  S  et  T,  ne  dépend  que 
des  différences  des  racines. 

Si  l'on  se  donne  les  valeurs  des  difterences  a — d, 
b  —  ûf,  c  —  d^  les  valeurs  des  quantités  S,V,  ï  sont 
déterminées,  et  la  relation  (16),  dans  laquelle  U,  V,  S 
sont  positifs  (voir  ])lus  loin  )  fait  connaître  la  valeur  de 
la  somme  a  -\-  b  -{-  c  -h  d,  ou 

(a  —  d)  -^  (b  —  d)  +  (c  —  d)  -h  ^d; 
celte  reiatiorî  détermine  donc  d,  et,  par  suite,  «,  b^  c. 


(  565  ) 
La  question  est  de  savoir  si  la  valeur  correspon- 
dante de  k  est  acceptable,  c'est-à-dire  si  cette  valeur 
est  négative,  ou  comprise  entre  d-  et  a-,  en  suppo- 
sant 

d^  <  «2  <  62  <  cî. 

16.  La  relalion  (i5)  exprime  qu'on  a 

3U  — 2  62SnzèSxaD  =  o, 

le  double  signe  correspondanl  à  celui  de  la  formule 

ib  zzi  a  I  ) 

6/-  =  a  iT=  D  =  -! — ± ; 

a 

si  l'on  écrit 

3  (  U  —  ■>.  6  2  s  )  +  6  S  (  4  6  q:  a  D  )  =  o , 

on  a  donc,  en  divisant  par-  3,  la  formule 

(17)  (U  —  •;'.6-^S)-+- iaô/'S  =  o 

qui  fait  connaître    /•.   Comme  la   relation    sous   forme 
rationnelle  peut  s'écrire 

on  aurait  encore 

èT 

'•=Tr' 

mais  nous  emploierons  la  valeur  de  /•  donnée   par  la 
relation  (17). 

On  peut  écrire 
(i8)  U  ^  j.hSi  h  —  ar). 

17,  En  remplaçant  b  par  -,  avec  a  =  i ,  on  a  donc 

a2S  —  8U 


"-^'•=aS 


4aS 
8U 


(  566  ) 
On  a  d'ailleurs 


d)^ 


A 

24 


8U  =  -^y  {b  —  cf-(c-dY(d  —  bY=  — ; 

l'expression  de  U  résulte  de  ceci  :  le  polynôme 
ax'' +  ^bx^  +.  •  .  étant  désigné  par  F,  et  son  hessien 
étant  H,  la  quantité  U,  ou  3a  T  —  a  {ac  —  6^)  S,  est 
le  coefficient  de  x'*  dans  le  covariant  3TF  —  aSH; 
or  ce  covariant  est,  avec  a  ^  i , 

—  V(6  —  c)2(c  — c?)2(^— è;ï(3-  — «)*; 

voir  Salmojv,  Leçons  d' Algèbre  supérieure.  On  voit 
que  U  est  positif,  comme  on  l'a  dit. 
On  a  ainsi 

a'-  A  -  B 


^19) 


(20)  a  — 4/' 


4aA 


B 


aA 

La  relation  (10)  donne  alors 

—  (a^A  — B)24-4?A(ai'A  —  B)-  SavA* 


(21)      A'  = 


8AB 


18.  Lorsque  deux  des  quantités  a,  b,  c,  d  sont 
égales,  soit  a  =  b  (sans  rien  supposer  ici  sur  la  gran- 
deur relative  des  quantités  a*,  c^,  d-),  l'équation  en  A' 
admet  la  racine  a'^  ;  cette  racine  est  d'ailleurs  inadmis- 
sible, car  on  ne  peut  avoir,  comme  on  l'a  déjà  dit, 

HÂ'=ÎÛxHP. 
Or  on  a  alors 

A  =  i(a-^cy(a  —  d)"^, 


(  56;  ) 

d'où 

(c  —  dy- 


_  _  ia  -^  c){a-^  d) 


Ja  relation  (lo)  donne  ensuite 

k  =  a-, 

et  ce  résultat  s'obtiendrait,  en  conséquence,  par  la 
formule  (21).  On  voit  que  la  valeur  obtenue  pour  k  est 
précisément  une  valeur  inadmissible. 

La  formule  r=—  n^ aurait  pas  conduit  au 
résultat  sans  tenir  compte  de  la  relation  (16);  en 
tenir  compte,  ce  serait  revenir  à  la  relation  (i;)  ou  (18) 
qu'on  vient  d'utiliser. 

19.  Ainsi  la  relation  (21)  donne  directement,  c'est- 
à-dire  sans  intervention  de  la  condition  (i6)  qui  lie 
a,  6,  c,  c/, 


A   =«2 

pour 

a  =  b,  c, 

ou 

d, 

k^b^ 

pour 

b  —  a,  c^ 

ou 

d, 

etc.  Le  numérateur  est  du  douzième  degré  par  rapport 
à  l'ensemble  des  quantités  a,  è,  c,  d;  il  est  du  sixième 
degré  en  a,  par  exemple,  le  terme  du  quatrième  degré 
en  a  dans  a- A  —  B  disparaissant.  On  est  ainsi  conduit 
à  prévoir  la  formule 

[■^  a-—  b^ 
.^ia-br- 

I  -11)     A   =    


cSAB 


qui,  pour  a:=  b  par  exemj)le,  donne  bien  k  =  a-.  J'ai 
d'abord  écrit,  dans  le  crochet, 

2 uJby^  -^'' 


(  568  ) 
en  remplaçant  lab  par  (a- -h  b-)  —  {a  —  b)'-,  j'ai  écrit 
ensuite 


2A   (C 


Via-'^b^ 


{a-br- 

il  faut  faire  alors  )/=  i  pour  trouver  A"  =  a^  dans  l'hjpo- 
thèse  a  =  b.  Je  reviendrai  sur  la  valeur  de  8'. 

20.  Pour  vérifier  la  formule  (22),  il  faut  vérifier  que 
le  numérateur  est  égal  à  celui  de  la  formule  (21). 
Gomme  ces  numérateurs  sont  du  sixième  degré  en  a,  il 
suffit  de  montrer  qu'ils  sont  égaux  par  les  trois  valeurs 

a  =^  b,  c,     ou     d, 

que  leurs  dérivées,  par  rapport  à  a,  sont  égales  pour 
ces  mêmes  valeurs,  enfin  que  les  coefficients  de  a^  sont 
égaux.  Le  premier  fait  résulte  de  ce  qu'on  a  dit  au  n"  18; 
j'ai  vérifié  le  second  pour  a  =  b  ;  la  comparaison  des 
coefficients  de  a"  donne  8'=  —  i . 

21.  Il  reste  à  montrer  que  la  valeur  de  A"  n'est  pas 
acceptable,  c'est-à-dire  qu'elle  n'est  pas  négative,  ni 
comprise  entre  d^  et  a-. 

On  voit  aisément  que  celte  valeur  est  positive.   En 

efiel,  deux  au  moins  des  quatre  quantités  a,  b,  c,  d  sont 

de    même    signe;   s'il    en  est   ainsi    pour  a  et   b,    par 

CT*-t-  b- 
exemple,   la  fraction   j-^  est   plus  grande  que    i, 

et  k  est  positif. 

22.  En  cherchant  à  comparer  la  valeur  de  X'  aux 
quantités  d-,  a-,  b-  et  c-,  j'ai  été  conduit  à  remarquer 
l'identité 

(23)    AxH  =  4(«-6)H«-c)---(c-c?)ï2[;7Zr67* 


(  569  ) 
L'égalité  a  lieu  pour  chacune  des  hypothèses 

a  =  b,         a  =  c,  ...,  a-T-d^=h-^c.         ....         ...; 

si  le  polynôme 

qui  est  du  degré  lo,  n'était  pas  identiquement  nul,  il 
serait  donc  divisible  par  le  produit 

(rt  —  b  I  (a  —  c).  .  .{a  +  d  —  b  —  c)..., 

qui  est  du  degré  9*,  le  quotient  serait  de  la  forme 

(a-H6-i-c-!-^)x  const.; 

mais  alors  le  polynôme  serait  du  septième  degré  en  rt, 
tandis  qu'il  est  seulement  du  degré  6.  On  a  donc  l'iden- 
tité (28),  et  la  valeur  de  k  prend  la  forme 


24)  A  = 


2d{a  —  by^ 


{a  —  b  f 
Pour  a  =  If,  cela  donne  bien  k  =  a'-. 

23.  Il  serait,  je  crois,  assez  difficile  de  m.ontrer 
directement  que  cette  valeur  de  k  est  plus  grande 
que  a-,  dans  l'hypothèse 

o?2  <  «2  <  fe2  <-  c2  ; 

peut-être  même  faudrait-il  tenir  compte  de  la  rela- 
tion (16)  qui  lie  a,  b,  c,  d,  bien  que  le  fait  se  soit  mon- 
tré exact  sur  un  assez  grand  nombre  d'exemples  numé- 
riques où  a,  6,  c,  d  étaient  quelconques. 

Mais  on  peut  regarder  la  relation  (24)  comme  la 
condition  que  doit  remplir  le  tétraèdre  orthocentrique, 


(  ^70 
interpréter  cette  condition  géométriquement,  montrer 
qu'elle  est  impossible  avec  un  tétraèdre  réel.  Il  suffit 
pour  cela  d'écrire 


Aà     {a  —  b}* 


I  ; 


comme  on  a 

la  condition  est 

(25) 


a' 4- 62—  îk  =  AB 


^  (a  —b)^        ' ■ 


Or,  si  a  el  h,  par  exemple,  sont  de  même  signe,  la 
• — î 

fraction  -r—  est  plus  grande  que   i,  de  sorte  que  la 

condition  (ao)  ne  peut  avoir  lieu.  Le  théorème  est 
ainsi  démontré. 

On  a  toutefois  supposé  que  deux  des  quantités  a,  b^ 
c,  d  ne  sont  pas  égales.  Pour  a=  b,  la  relation  (aS) 
est  satisfaite  si  l'on  a 

a  =  b  =  c     ou     d,         ou  bien         a  =  c,         b  =  d; 

on  a  écarté  le  premier  cas.  Dans  le  second  cas,  il  faut 
revenir  à  la  condition  (i6);  on  a  alors  U  =  o,  mais  S 
et  V  sont  différents  de  zéro,  de  sorte  qu'on  devrait 
avoir  a  4- 6 -h  c -(- û?  =  o,  ou  a  =  c= — b  =:  —  d; 
cette  hypothèse  n'est  pas  admissible. 


m. 

24.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 
d  =^  o, 

l'équation  du  quatrième  degré  en  A"  a  une  racine  double 
égale  à  zéro,  une  racine  entre  a^  et  ^^,  une  autre  entre 


(  fï7'  ) 
b"^  et  c';  la  première  seule  donne  un  tétraèdre  réel 
avec  un  trièdre  trirectangle  en  D.  L'équation  (i?.)  se 
décompose  alors,  8  étant  nul  ;  le  premier  facteur  donne 
deux  valeurs  de  r  relatives  au  tétraèdre  à  trièdre 
trirectangle;  le  second  facteur  donne  deux  valeurs  de  r 
relatives  aux  deux  tétraèdres  imaginaires. 
La  condition  de  contact 

6r  =  aqiD 
donne  alors  directement 

[<>?-9T;'-6(aî-3^)(p2-3aY)] 

x[2|3(P^-3aY)-4-9Y2]  =  o, 

a,  b,  c  étant  racines  de  l'équation 

x^  —  a  :r  -  -H  p  37  —  Y  =  o  ; 

le  premier  facteur  ne  peut  être  nul,  sauf  dans  l'hypo- 
thèse a  =  6  =  c  qu'on  écarte;  le  second  facteur  n'est 
pas  à  considérer.  Naturellement,  la  valeur  de  k  fournie 
par  la  formule  (24)  n'est  pas  la  valeur  zéro. 

Nota.  —  Le  théorème  établi  ici  est  un  exemple 
d'une  condition  simple  donnant  lieu  à  deux  condi- 
tions^ en  raison  de  l'obligation  que  l'on  impose  à  la 
figure  d'être  réelle. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2110. 

(1908.  p.  480.) 


Soit  sur  une  ellipse  un  point  M  d'où  l'on  peut  mener  à 
la  courbe  les  normales  MA,  MB,  MG.   Soit  y  le  point  de 


(  5:a  ) 
rencontre  de  AB  et  de  la  parallèle  menée  de  M  à  la  tan- 
gente au  point  G.  On  a  de  même  sur  AG  et  BG  les  points  ^. 
et  a.  Les  points  a,  p,  y  sont  sur  une  même  droite  parallèle 
à  la  tangente  au  point  M  à  l'ellipse.  (Ganon.; 

SOLUTION, 

Par  >f.  G.  PÉLissiER. 

Si  nous  transformons  la  figure  par  polaires  réciproques  par 
rapport  à  un  cercle  de  centre  M,  la  propriété  à  démontrer  de- 
vient la  suivante  :  Soient  a.  3.  v  les  pieds  des  normales  menées 
d'un  point  intérieur  o)  à  une  parabole  P  et  ABG  le  triangle 
formé  par  les  tangentes  aux  points  a,  [î,  7;  les  perpendicu- 
laires menées  des  points  A.  B,  G  respectivement  sur  BG,  GA, 
AB  concourent  en  un  point  H  qui  est  sur  le  diamètre  de  P, 
passant  par  10.  La  première  partie  de  la  proposition  est 
évidente,  les  trois  droites  considérées  étant  les  hauteurs  du 
triangle  ABG;  démontrons  la  seconde  partie. 

Rapportant  la  parabole  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet, 
soient  :co)  ^Vo  '«^s  coordonnées  de  G.  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes en  a,  i.  La  droite  aS  a  pour  équation 

yy^  —  p^  — />^o  =  o, 

et  les  ordonnées  des  points  a,  ^  sont  racines  de  l'équation 

(i)  y^—-iyyç,+  'ipxo^o. 

L'ordonnée  de  y  sera  donc,  d'après  une  propriété  connue, 
—  7.yn,  et  la  tangente  à  '(.  ou  BG,  aura  pour  équation 

/..r-h  iyy^+iyl  =  o. 

Le  point  H  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  menée  de  G  à 
cette  droite,  c'est-à-dire,  sur 

(1)  p(y—y»)  —  -iyA-^  —  ^o^  =  o, 

et,  d'autre  part,  sur  la  directrice  de  P 

(3)  a--r-^=o. 

2 

Gherchons  les  coordonnées  x,  y  du   point  a».    Pour  cela  il 


(  573  ) 

n'y  a  qu'à  exprimer  que  l'équation  aux  ordonnées  des  pieds 
des  normales  menées  par  w,  qui  est 

admet  pour  racines  —  ^.yo  et  les  racines  de  (i).  On  trouve 
aisément,  pour  valeur  de  Vj,  —  ^^''•^°-  Le  diamètre  de  P 
passant  par  tu  a  donc  pour  équation 

(4;  y^ =^=0. 

Les  trois  équations  (2),  (3),  (4)  étant  compatibles  en  xy, 
la  proposition  que  nous  avions  en  vue  est  démontrée. 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien  et  Bouvaist. 
2112. 

\  1908,  p.  ij8.  ) 

Les  centres  de  courbure  de  l'ellipse  les  plus  rapprochés 
du  centre  de  la  courbe  sont  ceux  qui  répondent  aux  points 
où  la  tangente  fait  le  plus  grand  angle  avec  la  tangente 
correspondante  du  cercle  principal.  (d'Ocagne.) 

SOLUTION, 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  MT  la  tangente  à  l'ellipse,  M'T  la  tangente  corres- 
pondante au  cercle  |)rincipal,  NMI  la  normale  à  l'ellipse,  M  le 
pied  de  cette  normale,  OMI  le  rayon  du  cercle  principal. 

On  sait  qu'on  a 

01  =  a-^b, 

a  et  b  étant  les  demi-axes  de  l'ellipse. 
Soit  D  la  distance  de  O  à  MN, 

sin\ITM'=  sinOIN 


a  -i-  b 


donc  MTM'  sera  maximum  avec  D. 

Or  les  normales  à  l'ellipse  les  plus  éloignées  du  centre  de 
la  courbe  correspondent  aux  points  d'incidence  des  normales 


(  574  ) 

à  la  développée  issues  du  centre  de  cette  courbe  :  en  effet,  si 
une  normale  à  l'ellipse  est 

arcoscp -i-^sin<f  =/>(«p),         D=/?('f); 

donc  D  sera  maximum  pour /)'(ç  )  =  o  ou  pour  une  normale 
à  la  développée  passant  par  le  centre  de  la  courbe. 


Si  maintenant  nous  considérons  l'équation  de  la  développée 
sous  la  forme 

nous  voyons  que  p  sera  minimum  pour  p' =  o,  c'est-à-dire 
pour  une  normale  à  la  développée  passant  par  le  centre  de  la 
courbe. 

Autre  solution  par  M.  Barisien. 


2113. 

(1908,   p.   i28.) 

Soit  M  le  milieu  du  côté  AB  du  carré  ABCD.  Si  par  le 
sommet  D  on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  le 
côté  BG  en  P  et  la  droite  CM  en  Q,  les  angles  BAP  et  DBQ 
sont  égaux.  (  M.  dOcagne.) 

SOLUTION, 

Par  M.  R.  B. 

Considérons  le  carré  ABCD  comme  étant  la  base  d'un  cube. 
Soient  A',  B',  C,  D'  les  sommets  de  ce  cube,  non  situés  dans 


(  575  ) 

le  plan  de  la  figure.  Soient  M'  le  centre,  projeté  en  M,  de  la 
face  ABB'A'  et  Q'  le  point  de  CM'  qui  est  projeté  en  Q. 
La  droite   D'Q'   est  située  dans   le  pian   (A'D'GM'),    plan 


dont  la  trace  sur  le  plan  de  la  figure  est  BC.  P  est  donc  la 
trace  de  la  droite  D'Q'. 

La  droite  B'Q'  est  située  dans  le  plan  (B'M'C),  plan  dont 
la  trace  est  AC.  La  trace  de  la  droite  B'Q'  est  donc  le  point  R 
où  BQ  rencontre  AC. 

Il  résulte  de  là  que  PR  est  la  trace  du  plan  (B  D'Q' j,  et  que 
par  suite  PR  est  parallèle  à  B' D'  ou  à  BD. 

On  a  donc 

RPC  =  DBC  =  45"  =  'RAB. 
Par  suite  le  quadrilatère  ABPR  est  inscriptible  el  l'on  a 

BAP  =  BRP  =  QBD. 

C.  Q.   F.   D. 

Autres  solutions  par  MM.  Barisien,  Bouvaist,  Lez,  Hktali. 

2119. 

I  X90<),  p.    loo,) 


Lorsqu'une  courbe  (G)  roule  sur  une  droite^  le  symé- 
trique, par  rapport  au  point  de  contact  P  de  la  courbe 
avec  la  droite  à  un  instant,  du  centre  de  courbure  de  la 
roulette  décrite  par  un  point  M,  invariablement  lié  à  la 
courbe,  se  trouve  sur  la  polaire  de  M  par  rapport  au 
cercle  osculateur  de  (G)  au  point  P.  (A.  Pellet.) 


(  3:6) 

SOLUTION, 

Par  M.  F.  Boulad. 

Appelons  O  le  centre  du  cercle  osculateur,  [jl  le  centre  de 
courbure  répondant  au  point  M,  et  K  le  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  O  sur  PM.  Soient  Q  et  a  les  points  de 
rencontre  respectifs  de  MO  et  MP  avec  la  polaire  du  point  M 
par  rapport  à  ce  cercle,  N  et  T  les  points  où  ce  dernier  coupe 
respectivement  MP  et  Qa. 

Elevons  en  P  une  perpendiculaire  à  PM  jusqu'à  sa  rencontre 
en  un  point  S  de  OM;  tirons  Sa,  ON  et  les  deux  parallèles 
OP  et   S  [Jl  en    vertu    de  la   construction   de   Savary  relative 

La  tangente  MT  au  cercle  et  la  similitude  des  deux  triangles 
aQM  et  OKM  donnent 

MN.MP  =  MT=  MQ.MO  =  Ma.MK; 
d'où 

M.\   _  MK  _  MO 
Ma   "  MP  ~   MS' 

ce  qui  montre  que  NO  est  parallèle  à  aS.  Mais  comme  OP  est 
aussi  parallèle  à  S[i,  et  comme 

0N  =  OP, 

il  en  résulte  que  le  triangle  [xSa  est  isoscèle.  Donc 

Pa  =  P[JL. 

Autres  solutions  par  MM.  Amblard,  Duby,Giraudon,P.de  Lkpinay. 


QlËSTIUi\. 


2142.  —  Si  un  cône  du  second  ordre  est  circonscrit  à  un 
tétraèdre,  tout  plan  passant  par  le  sommet  du  cône  coupe 
celui-ci  et  les  quatre  faces  du  tétraèdre  suivant  six  droites 
tangentes  à  une  conique. 

(Thib.) 
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